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Большой практический- интерес представляет распространение ча­
стотного метода трапецеидальных характеристик, разработанного в [I], 
[2], [3], на вычисление переходных процессов в импульсных системах 
автоматического управления.

Точность предлагаемого метода —  метода дискретных Л* (?) -функ­
ций как правило превышает точность обычного метода (гх ( () -функций, 
используемого для вычисления переходных процессов в непрерывных 
системах управления.

1. Переходная функция импульсной системы с фиксацией

Пусть О* (г) — г  —  преобразование входного сигнала, действующего 
на входе импульсной системы с фиксацией; Г  — такт квантования сиг­
налов; а  — локальное время; Ф*(/со; / ) — амплитудно-фазовая харак­
теристика замкнутой импульсной САУ; &(f) *— непрерывный сигнал на 
выходе системы [3].

В  основу метода дискретных К  ( 0  -функций положено следующее 
соотношение, справедливое для устойчивой дискретной САУ как систе­
мы с периодически изменяющимся на интервале пТ - f  (п +  1) Т\ п — 0;

1; 2 . . .  параметрами:

к  (0  — lim х  (п Т  -f  а„7) =
0-7-0°

. О < о, < I

+  Т

=  1  **(*>
I г  j =  ф *  — I  к_

Т

esnTds, , (1)
0< < I

где предельный переход х(()  =  П т  х(пТ  а, Г ) означает, что дискретная
П=0-7-О»

О < а, < 1

функция х (пТ а^Т) определена при всех целочисленных значениях п 
и всех значениях удовлетворяющих неравенству 0 <  о, <  1.

Как известно [3], [4], единичный радиус с центром в началу коорди­
нат на 2-плоскости имеет своим конформным отображением границы
рсновной полосы -1-    в 5-плоркости. Абсцисса абсолютной
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4
Л /70с/<ос/пб $

+ jo )ь /2 = J  у

сходимости с, входящая в ( 1) ,  равна нулю и совпадает с мнимой осью
5-ПЛОСКОСТИ (рис. 1).

Определим переходную функцию замкнутой линейной ИСАУ с за ­
поминающим элементом нуле­
вого порядка, если входной 
сигнал представляет собой ди­
скретную ступенчатую функ­
цию
<3* (г) =  1 +  2-> +  г ~ 2 +  г ~ ъ +

+  • - • +  г~ ‘ +  • • • (2)
Структурная расчетная 

сх ем а  системы при о» =  0 при­
ведена на рис. 2, а. Ограниче­
ния на передаточную функцию 
непрерывной части Ун. ч ($), на­
кладываемые предлагаемым 
методом, аналогичны изложен­
ным в [2].

Для вычисления входного

7

~/Зшъ / 2  

Рис. 1.

сигнала *(/) (или х (п Т  4- оТ )  при всех значениях а =  о .)  внутри интер­
вала дискретности преобразуем схему к виду, изображенному на рис.2 , б.
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Рис. 2.

Запишем следующие очевидные соотношения: 
Х*(г) =  С*(г) Ф*(г); =  0у =  0;

4 7 С*(г) 1 +  У Т ^ ( г)

У *(г,а) =  Т г , { Н 0(5) Кв. ч(5)} 

при / / 0 (б) =  1- - ~ - Т и п  >  0;

Х*{г\ о) =  (?*(г) Ф*(г; о );

(3)

(4)

(5)

(6)
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к * ( 2; о) =  К* (г; 3> =  . (7)

Структурная схема, соответствующая (4 ) ,  показана на рис. 2, в. 
Заметим, что выражение (4) справедливо только для класса систем, 
импульсная переходная функция которых в разомкнутом состоянии 
равна нулю при I — 0 [3].

2. Связь переходной функции импульсной системы с фиксацией 
с оегчастотными характеристиками системы

Установим связь между переходной дискретной функцией х(пТ  +  
'+  оТ) системы с фиксацией и ее амплитудно-частотной характеристикой 
как трансцендентной функцией от со.

Будем искать функцию х(пТ  +  аТ) в классе непрерывных функций, 
удовлетворяющих при о  =  о. = 0  интегральному соотношению ( 1) 
в дискретных точках 0; Т; 2Т\ ЗТ и т. д. ,

Эту задачу нетрудно обобщить и на случай произвольного значе­
ния СЬ (0 <  3У <  1) .  в  результате построения фиктивных непрерывных 
переходных процессов, удовлетворяющих ( 1) в точках пТ 4‘ о*Т  при 
различных (ь, по полученным значениям х (/) можно полностью вос­
становить информацию о переходной функции ИСАУ.

Подставим (7) в выражение Ф * ( г ;  о ) .  Учитывая соотношения (2) 
и (6) ,  найдем г-преобразование с запаздыванием переходной функции 
импульсной системы с фиксацией (см. рис. 2, б ) :

г —

2 - І  “

Используя выражение типа (1 ) ,  можно получить:

х  ^  =  Jj” f  (пТ +  °v̂  =  §  г = п  а*) z n ~ l  d z > ( 9 )

0Ч«,*ЧІ (z)=l

где

■ Фф (г; о,) =
( * — 1) z . j ' Г . . ,  M l

[ Ч , * ]

—  передаточная функция фиктивного замкнутого дискретного фильтра, 
соответствующего заданной ИСАУ.

Применяя к г =  е'шТ формулу Эйлера и используя (1), представим 
(9) в виде

x(nT +  cT )L=0+ .  = 2̂  J  Y ' ( / . ) b № £ l± L e lm r j j . ; ( 10)

Y*G'W) —  cos 0>Г — /  +  / sin o>T * v ( 1 1)

Трансцендентная функция может быть задана своими ш-ча-
стотными характеристиками:

c o s e c ^ ,  <» — Л А Х
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? г Н  =  ~ ,  Ш - Л Ф Х ,

изображенными на рис. 3.
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Приведем ( 10) к форме

^ (пт +  ,т ) =  1  Г
3=3> 2*  Л /ш ’

+  Т

< 12)

где Ф^е'“7’; <*») =  *'*(/«,)Фф (с,<иГ; оу) — трансцендентная функция расчет­
ного фиктивного фильтра.

Формула ( 12), являющаяся аналогом соотношения вида
с-Н»

и (0  -  Р  (0) =  ^  |  Ф М ~ Ф  І В ^ОГ, 0 (13)
С-1«

для непрерывной САУ [1; 2], положена в основу частотного метода опре­
деления переходной функции дискретной САУ,
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Представим передаточную функцию расчетного фиктивного фильтра 
через действительную и мнимую частотные характеристики:

Ф*(е*г ‘. б*) =  С*(ш; ) е 'Ф*(lU’ Зї) =  Р*  (»; О,) +  /Q* (ш; а,), (14)

где при а =  а, =  const:

С* (»; ov) =  ]/  Р* (»; о,) +  Qf (»; —  амплитудная »-частотная харак­
теристика фиктивного расчетного фильтра;

Ov) =  arctg а- - — фазовая »-частотная характеристика

фильтра;

Р #(»; ov) = P e  [Ф *^ '“7*; <т,)]— вещественная »-частотная характеристика 
Ф*(е/шГ; 6v); .

°») =  I т [Ф*(е/а,г; °»)1 — мнимая »-частотная характеристика 
Ф^(е;“7’; ov). •

Частотные характеристики Ф#(е/“7'; о,); р ,  (»; 0v); Q* (»; а;) могут 
быть определены для любого ov в интервале от 0 до 1 по да-передаточ- 
ной функции непрерывной части импульсной САУ или одним из мето­
дов графического построения Л Ч Х  дискретной САУ, например, методом, 
изложенным в [5]. ‘

3. Применение метода трапецеидальных частотных 
характеристик к расчету переходной функции 

ИСАУ с фиксацией

Покажем применение к выражению (12) частотного метода вычисле­
ния переходной функции импульсной САУ с фиксацией с использова­
нием трапецеидальных характеристик и таблиц /ц(0 -функций, разрабо­
танных в [11, [2].

Частотные характеристики С*(»; в,); *? ,(» ; а„); Р * ( » ; о , ) ;  Q* (ш; ov), 
параметром которых является локальное время с, полностью определены
в симметричном интервале от —  у  до +  ~  [3], [5].

Применяя выражение (14) к (12), получим:

4- — +  Т

х (пТ +  У  J - ~ ч)-  Sin т о № ;  (15)

+ Т
Q* (“>: ®v)9 Ґ* У* «а>: а )

х(пТ +  оТ)\п= о -«  =  4  -  ю со& пшТйи. (16)
* I  “

Формула (15), аналогичная известному соотношению

X (/) =  I* віп »М » 
о

для непрерывных систем, позволяет использовать для определения пере­
ходной функции импульсной САУ с фиксацией по соответствующей ве­
щественной характеристике методом трапецеидальных частотных харак­
теристик с применением таблиц Л* (() -функций [ 1], [2].
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Исходным уравнением для вычисления х ( 0  или х(пТ  +  аТ) яв­
ляется выражение (15), в котором а  придаются различные значения, 
лежащие в интервале 0 -г-1.

Заметим, что вследствие принятых ограничений, аналогичных изло­
женным в [2], вещественные со-частотные характеристики Р . (« ;  сл>
не имеют разрывов непрерывности в частотном диапазоне 0 -г
причем значения Р ф (со; о ,)  на концах интервала определяются в обшем 
случае структурой системы.

бу = coл st К
'  г

а )

Рис. 4.

Типичная вещественная «-характеристика расчетного фиктивного 
фильтра при некотором а =  о7 представлена на рис. 4.

Представим приближенно кривую Р. (« ;  о ,) при некотором а. 
в виде суммы N типовых кривых (трапеций, треугольников или прямо­
угольников), т. е. '

Р*(ш; а„) ^  £  г,Л (ш; а„).
Ц=|

(1

Такая аппроксимация Р, (со; о ,)  не отличается от представления 
вещественной (или мнимой) частотной характеристики замкнутой непре­
рывной системы типовыми трапециями [ 1], [2].

Общее уравнение ц-й трапеции, представленной на рис. 4, имеет 
такой вид:

Гр. (ш; в„) =

гор =  с о т !  при 0 <  ш < шср ц. Ац’>

Ль
<0с р  +  Л и —  “

2Д„ при «ср —  ш <С «ср р “I-  Аа, (18)

О при шср +  Ар <  о».

Фиктивная непрерывная переходная функция, а по ней дискретные 
значения реальной переходной функции в точках пТ +  очТ  (при п =  Сн- 
—т— оо), соответствующие {1-й типовой трапеции, заданной системой урав-
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нений (18), подробно определяется в [ 1] и сводится к вычислению таблич­
ного интеграла вида

%  (пТ +  оТ)

+ т
2 Г , . шТ ,

Л =  ~г \ (ш; в у )  аш.
п ~ 0 ~ »  я  I (о .

(19)

Г  2 Т  З Т  4 Т  5 Т  6 Т  г

ш
Рис. 5.

Дискретные значения при и =  а, переходной функции х (пТ  +  оТ) 
импульсной системы с фиксацией можно получить, используя (19), (18), 
(17), т. е.

X (пТ  +  зуТ)

■к
+~гГ N

п=Ск-э 
з =  о„

2 ( V  , ч этчиГ ,7 ]  ^  (ш; оу) — —  =

N +  Т

1».= 1 о

И=1

. БШ ПшТ ,
; з ,)   аш. (20)

Практически при вычислении искомой переходной функции импульс­
ной САУ методом трапецеидальных частотных («-характеристик относи­
тельному параметру в, придают значения 0; 0,5; 1,0; или 0; 0 ,25; 0,50; 
0,75; 1,0 и т. д. в зависимости от вида импульсной переходной функции 
63(0 системы и требуемой точности результата.

Каждому значению <ь соответствует вещественная характеристика 
Р , (со; а ,)  и свой фиктивный непрерывный переходный процесс. Точки 
пересечения кривых фиктивных переходных функций с соответствую­
щими значениями аргумента /, т. е. 0; 7 ;  27 ; . . . ;  0 +  0,257; Т +  0,257; 
. . . ;  0 +  0,57; 7  +  0 ,57 ; 2 7  +  0 ,57; . . . ;  0 +  0,757; 7  +  0,757; . . .  и т. д., 
для которых удовлетворяется интегральное соотношение вида ( 1) ,  пред­
ставляют собой дискретные значения искомой переходной функции 
импульсной системы. Эти точки на рис. 5 при а\ =  0 и аг =  0,5 обозна­
чены 11; 12; 13; 14; 15 . . .  — для кривой 1 (о) =  0) и 21; 22; 23; 24; 25 — 
для кривой 2 (о2 =  0 ,5). .
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П р и м е р .  Д л я  иллюстрации метода дискретных Л* ( 0 * функил! 
рассмотрим импульсную систему, представленную на рис. 6, а. Пугг* 
/ =  0,5 сек . Система относится к классу САУ, имеющих решение х :1 
В виде кусочно-линейной функции времени С разрывными произвол Н а«!--

х (п Т + 6 Т )

4>
Рис. б.

В соответствии с изложенной выше методикой получим:

W ( * ; < *  ■>)) =  " fT r ? — *■* ! — — . ' 2 :
- у -  w  +  1 1(1 —  w )

где №{Фф(г;о)} означает w, з — преобразование от фиктивной ф\нкиг- 

При ч, =  0 из (21) получим:

ф> ; о > = 2 - Т + 1  • < -ф w +  і
т

Применяя к (22) переход от ц-ЛЧХ к <*>-ЛЧХ по формуле
2 arc tg vш _  j  ,

приведенной в (3], и суммируя полученные и) — Л Ч Х  с соответствующи­
ми характеристиками Y (іш), определим вещественную характеристик'. 
**.(• ; 0).

Аппроксимируем Я,(«>; 0) двумя трапециями, имеющими такие па­
раметры: ,

трапеция I: «>,, =  0,2 ш01 =  2,2 '

%х =  0,091; roi — 0,8;
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трапеция II :  и>42 =  2,2 = ;  <*>02 =  5 , 5 ^ ;

*2 =  0,4; г02 =  0,2.
Здесь использованы обозначения, примененные в [21.
Дискретные значения х(пТ) при п =  0, 1, 2, 3 . . вычисленные по 

таблицам Л* (/)-функций, приведены в таблице (первая строка).

Т а б л и ц а

0 1 2 3 4 5 6 10

*  (пТ) 0 0.488 0.754 0,884 0,958 0,972 0,971 1.006

*анал. (Л Т )
0 0.50 0.75 0.875 0.94 0.97 0,98 1.00

Во второй строке таблицы приведены значения ханал (пТ) , вычислен­
ные аналитически.

Аналогично изложенному можно рассчитывать дискретные значения 
х (пТ +  аТ) при 32 =  0,25; з3 =  0,5; о4 =  0,75 и таким образом полно­
стью определить переходную функцию х{() =  Нш х(пТ  -1- 3, 7’) заданной

Л = 0-г-о» .

импульсной системы с фиксацией.
Переходная функция *(/ ),  представляющая собой кусочно-линей­

ную функцию времени с разрывными производными первого и высших 
порядков, изображена на рис. 6, 6.
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