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Íàóêà òîëüêî òîãäà äîñòèãàåò
ñîâåðøåíñòâà, êîãäà åé óäàåòñÿ
ïîëüçîâàòüñÿ ìàòåìàòèêîé.

Ê. Ìàðêñ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêèå âîïðîñû, ñâÿçàí-
íûå ñ ìîäåëÿìè ñóùåñòâóþùèõ â ìàòåìàòèêå ïðî-
ñòðàíñòâ, ïðèìåíèòåëüíî ê íàó÷íûì èññëåäîâàíèÿì,
êàñàþùèìñÿ ðàäèîýëåêòðîíèêè. Ïðåäñòàâëåíû îïðå-
äåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ è èõ ãîðèçîíòàëüíûå âçàèìîñâÿ-
çè. Îïèñûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìíîæå-
ñòâà, îïðåäåëÿþùèå âåðòèêàëüíûå âçàèìîñâÿçè.

1. Ââåäåíèå

Ïðàêòè÷åñêè ëþáîå íàó÷íîå èññëåäîâàíèå ñâÿçàíî
ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèåé ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, ïðåâðàùàåìûõ â îáùå-
ïðèíÿòûå ïîíÿòèÿ ìîäåëåé è ìåòîäîâ.

Ïî ìíåíèþ Â.Ì. Ãëóøêîâà [1] êàæäàÿ íàóêà îïåðè-
ðóåò ðàçâèâàþùåéñÿ âî âðåìåíè èíôîðìàöèîííîé
ìîäåëüþ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò è èñ÷èñëåí÷åñêóþ ÷àñòü.
Ïîñëåäíÿÿ – èñ÷èñëåíèå, îïðåäåëÿåìîå êàê ñîâî-
êóïíîñòü ïðàâèë âûâîäà, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äåäóê-
òèâíûì ïóòåì ñëåäñòâèÿ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
àêñèîì.

Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ íàóêè ìåíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
ìåæäó èíôîðìàöèîííîé è èñ÷èñëåí÷åñêîé ìîäåëÿ-
ìè – ïîâûøàåòñÿ óäåëüíûé âåñ ïîñëåäíåé –
ïðîèñõîäèò ìàòåìàòèçàöèÿ íàóêè (ðèñ.1), îêàçûâà-
þùàÿ ïîçèòèâíîå äåéñòâèå íà óìåíüøåíèå âðåìåí-
íûõ è ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò êîíêðåòíîé íàó÷íîé
èëè òåõíè÷åñêîé ïðîáëåìû.

Ðèñ. 1. Ýâîëþöèÿ èñ÷èñëåí÷åñêîé ìîäåëè

Ìàòåìàòèçàöèÿ – ýòî âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
âîçäâèãíóòîãî íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà
îãðîìíîãî è ñòðîéíîãî çäàíèÿ äåäóêòèâíûõ ïîñò-
ðîåíèé, êàê ðåçóëüòàòà óñèëèé ìíîãèõ ïîêîëåíèé
ìàòåìàòèêîâ [5-9]. Ïîýòîìó ôîðìàëèçàöèÿ ðåøàå-
ìîé çàäà÷è â ëþáîé îáëàñòè íàóêè äàåò èññëåäîâà-
òåëþ âîçìîæíîñòü ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåííîé ÷à-
ñòüþ çäàíèÿ â âèäå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî àïïàðàòà, áëàãîäàðÿ ÷åìó óäàåòñÿ ñýêîíîìèòü
âðåìÿ íà äåäóêòèâíûå ïîñòðîåíèÿ â öåëÿõ ïîëó÷å-
íèÿ íåîáõîäèìûõ âûâîäîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âåñüìà
àêòóàëüíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òîé

÷àñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî çäàíèÿ, êîòîðîå íàèáîëåå
àäåêâàòíî îïèñûâàåò ðàññìàòðèâàåìóþ ïðîáëåìó è
ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè ôîðìàëèçóåò ïðîöåññ
åå ðåøåíèÿ. Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ïðåäñòàâëåíèå
ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ, êàê ôóíäàìåíòà äëÿ ìîäåëåé è ìåòîäîâ,
äàåò èññëåäîâàòåëþ íà íà÷àëüíîé ñòàäèè íàó÷íîé
ðàçðàáîòêè ìîùíûé àðñåíàë ìåòîäîëîãè÷åñêèõ
ñðåäñòâ. Îíè, âî-ïåðâûõ, äàþò åìó óæå ãîòîâûå
äåäóêòèâíûå ïîñòðîåíèÿ ôðàãìåíòîâ ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è, âî-âòîðûõ, îïðåäåëÿþò îðèåíòèðû äëÿ
íîâîãî è áîëåå ýôôåêòèâíîãî åå ðåøåíèÿ â ëàáè-
ðèíòàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî çäàíèÿ, íå èçîáðåòàÿ ïðè
ýòîì âåëîñèïåä.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ – àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ âî âçàèìîñâÿçè ñ ìíîæåñòâàìè, àëãåáðàìè,
ìîäåëÿìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåñòà ôîðìóëèðîâàíèÿ
è ðåøåíèÿ ïðèêëàäíîé íàó÷íîé çàäà÷è, îòíîñÿ-
ùåéñÿ ê îáëàñòè ðàäèîýëåêòðîíèêè.

Çàäà÷è: 1. Èñòîðè÷åñêèå àñïåêòû ïîÿâëåíèÿ ìîäå-
ëåé ïðîñòðàíñòâ. 2. Ìåòîäîëîãèÿ ïîðîæäåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ. 3. Ñóùåñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà è èõ
îïðåäåëåíèÿ. 4. Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ïðî-
ñòðàíñòâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì.

Ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì îïðåäåëåíèè èñ÷èñëåí÷åñêîé
÷àñòè ìîäåëè ïðîöåññà èëè ÿâëåíèÿ â ìåòîäè÷åñêîì
îòíîøåíèè âàæíà âçàèìíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîíÿ-
òèé è êàòåãîðèé. Îíà íàïðàâëåíà íà óñòàíîâëåíèå
ñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè, ïðèðîäà
êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ ê îïðåäå-
ëåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå èëè ïðîñòðàíñòâó.
Òîëüêî â ðàìêàõ òàêîé êëàññèôèêàöèè öåëûé ðÿä
ïðèíöèïîâ è òåîðåì îáùåìàòåìàòè÷åñêîãî çíà÷å-
íèÿ ïîëó÷àåò îáîáùåííóþ ôîðìóëèðîâêó. Ñâÿçè
òàêîãî ðîäà ñîñòàâëÿþò ýôôåêòèâíóþ ñèñòåìó
îðèåíòèðîâ ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññîâ îáúåêòîâ.

2. Ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà

Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå ïðîñòðàíñòâî çàäàåòñÿ
êàê ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàìè
èëè òî÷êàìè, íàïðèìåð, ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû,
ôóíêöèè, ñîñòîÿíèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, îòíîøå-
íèÿ ìåæäó êîòîðûìè ââîäÿòñÿ àêñèîìàòè÷åñêè è
îïðåäåëÿþò ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà. Îíî åñòü
ëîãè÷åñêè ìûñëèìàÿ ôîðìà èëè ñòðóêòóðà, ñëóæà-
ùàÿ ñðåäîé, â êîòîðîé ðåàëèçóþòñÿ äðóãèå ôîðìû
èëè êîíñòðóêöèè. Íàïðèìåð, â ýëåìåíòàðíîé ãåî-
ìåòðèè äâóõ- èëè òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñëóæèò
ñðåäîé, ãäå ñòðîÿòñÿ ðàçëè÷íûå ôèãóðû (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â ïðîñòðàíñòâàõ ôèêñèðó-
þòñÿ îòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå îáû÷íûì ãåîìåòðè-
÷åñêèì: ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, ðàâåíñòâî ôèãóð.
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Òàêèå ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ëîãè÷åñêè ìûñ-
ëèìûå ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå ôîðìû.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ òðåõìåð-
íîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îíî ïðåäñòàâëÿåò
ïðèáëèæåííûé àáñòðàêòíûé îáðàç ðåàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Çàòåì áûëî ââåäåíî åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ëþáîãî ÷èñëà èçìåðåíèé (ïåðâàÿ ïîëîâèíà
XIX âåêà). Îäíîâðåìåííî ïîÿâèëîñü ïðîñòðàíñòâî
Ëîáà÷åâñêîãî (ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî).

Â ðåçóëüòàòå ïîñòåïåííîãî âñå áîëåå øèðîêîãî
îáîáùåíèÿ è âèäîèçìåíåíèÿ ïîíÿòèé åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè â ìàòåìàòèêå ñëîæèëîñü îáùåå ïîíÿòèå
ïðîñòðàíñòâà. Îíî áûëî âûäâèíóòî â 1854 ãîäó
Á.Ðèìàíîì è âïîñëåäñòâèè îáîáùàëîñü, óòî÷íÿ-
ëîñü è êîíêðåòèçèðîâàëîñü. Â ðåçóëüòàòå ýâîëþöè-
îíèðîâàíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ âîçíèêëè âåêòîðíîå,
ãèëüáåðòîâî, áàíàõîâî, ðèìàíîâî, òîïîëîãè÷åñêîå,
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåðàìè ïðîñòðàíñòâ ìîãóò ñëóæèòü:

1) Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå
],[ ba  (ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè )(xf , ðàñ-

ñòîÿíèå èëè ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì
ìîäóëÿ èõ ðàçíîñòè |)()(|max),( xfxfffr 2121 ).
Ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

2) Ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé, ãäå êàæäîå ñîáûòèå
õàðàêòåðèçóåòñÿ êîîðäèíàòàìè x , y , z  è âðåìåíåì
t , îïðåäåëÿåòñÿ 4 êîîðäèíàòàìè. Ìíîæåñòâî âñå-
âîçìîæíûõ ñîáûòèé îáðàçóåò 4-ìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, êîòîðîå èìååò âàæíîå çíà÷åíèå â ãåîìåòðè÷åñ-
êîé èíòåðïðåòàöèè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

3) Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ñîñòîÿíèé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðûå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå åãî ýëåìåíòîâ. Ïðèìåíÿåòñÿ â
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå è ìåõàíèêå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòðàíñòâàõ
èìååò âïîëíå ðåàëüíûé ñìûñë. Ðå÷ü èäåò î ðåàëü-
íûõ ôîðìàõ äåéñòâèòåëüíîñòè, êîòîðûå íå âñåãäà
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè â îáû÷íîì ñìûñëå,
íî ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå ïî ñâîåé ñòðóêòóðå.
Âîïðîñ î òîì, êàêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå
ìàêñèìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò ñâîéñòâàì ðåàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà, ðåøàåòñÿ îïûòîì. Íàïðèìåð, áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ íå âñåãäà
äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàåò ðåàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ïîýòîìó â ñîâðåìåííîé òåîðèè ðåàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà ïðèìåíÿåòñÿ ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ.

2.1. Îñíîâíûå òèïû îòíîøåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ

Ìàòåìàòèêà ðàññìàòðèâàåò ëèøü ôîðìó ÿâëåíèÿ,
îòâëåêàÿñü îò åãî ñîäåðæàíèÿ. Ñ äàííîé òî÷êè
çðåíèÿ ìíîãèå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ
îêàçûâàþòñÿ ïîõîæèìè. Ðàçíîîáðàçèå ïðèëîæå-
íèé ìàòåìàòèêè îáåñïå÷èâàåòñÿ èìåííî åå àáñòðàê-
òíûì õàðàêòåðîì.

Ïðèíÿòîå â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå ôîðìàëüíî-
ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà èñõîäèò
èç ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà. Ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îáúåêòîâ, òî÷åê ñ óñòà-
íîâëåííûìè â íåì îòíîøåíèÿìè.

2.1.1. Îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè è âêëþ÷åíèÿ

Åñëè ââåäåíû òîëüêî ýòè îòíîøåíèÿ: òî÷êà ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó, îäíî ìíîæåñòâî åñòü ÷àñòü
äðóãîãî, òî â íåì åùå íå îïðåäåëåíà ãåîìåòðèÿ è îíî
íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì. Íî åñëè âûäåëåíû
ôèãóðû êàê ñïåöèàëüíûå ìíîæåñòâà òî÷åê, ïðÿìàÿ,
ïëîñêîñòü, òî ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ
çàêîíàìè ñâÿçè òî÷åê ñ ôèãóðàìè.

2.1.2. Ââåäåíèå êîîðäèíàò

Ïðèíöèï âûäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ìíî-
æåñòâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñ-
êîãî ïðîñòðàíñòâà (ÒÏ), ãäå ñïåöèàëüíûìè ìíîæå-
ñòâàìè ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê. Êàæäàÿ òî÷êà
èìååò ñâîþ îêðåñòíîñòü è ïðèíàäëåæèò åé. Ïîíÿ-
òèå ÒÏ ñëóæèò äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ
ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè.

Ìíîãîîáðàçèå – ÒÏ, âîçìîæíî ñâÿçíîå, íåïðåðûâ-
íîå, â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè êîòîðîãî ìîæíî
ââåñòè êîîðäèíàòû ïóòåì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî è
âçàèìíî-íåïðåðûâíîãî ñîîòâåòñòâèÿ òî÷åê îêðåñ-
òíîñòè è ñèñòåì èç n  äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë 1x , 2x ,
..., nx , n  – ÷èñëî èçìåðåíèé ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðî-
ñòåéøèå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû, îòðåçêè, ÷àñòè
ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ êóñêàìè ìíîãîîáðàçèé.
Åñëè ñóùåñòâóþò ñèñòåìû êîîðäèíàò òàêèå, ÷òî
îäíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äðóãèå äèôôåðåíöèðóåìû-
ìè ôóíêöèÿìè, òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ãëàä-
êèì èëè àíàëèòè÷åñêèì. Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ èçó-
÷àþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèåé, êîòîðàÿ â
ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî, èíòåã-
ðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, âåêòîðíîãî è òåíçîðíîãî
àíàëèçà ñîñòàâëÿåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ,
íàïðèìåð, òåîðèÿ ãëàäêèõ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé,
ÿâëÿþùèõñÿ îäíî- è äâóìåðíûìè äèôôåðåíöèðó-
åìûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

2.1.3. Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ äâèæåíèÿ

Ïîíÿòèå äâèæåíèÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå îäíîé ôè-
ãóðû â äðóãóþ ïðèâîäèò ê îáùåìó ïðèíöèïó
îïðåäåëåíèÿ ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâ. Êàæäîå èç íèõ
ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì çà-
äàíû âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà íà ñåáÿ. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òå
ñâîéñòâà ôèãóðû, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè. Âîçìîæíî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â
ïðîñòðàíñòâå, à íå ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà.

2.1.4. Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ðàññòîÿíèÿ

Ñîãëàñíî Á.Ðèìàíó (1854ã.), ïðîñòðàíñòâî – ãëàä-
êîå ìíîãîîáðàçèå, â êîòîðîì çàäàí çàêîí èçìåðå-
íèÿ äëèí èëè ðàññòîÿíèé áåñêîíå÷íî ìàëûìè
øàãàìè. Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ðàññòîÿíèÿ ïðèâåëî ê
ïîíÿòèþ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (ÌÏ) êàê
ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì çàäàíà ìåòðèêà –
êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ ñîïîñòàâëåíî ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè, èçìåðÿåìîå îïðåäåëåííûì îáðàçîì è
ïîä÷èíåííîå íåêîòîðûì îáùèì óñëîâèÿì. Ýòà
èäåÿ ðåàëèçóåòñÿ â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå.

2.2. Äèñêðåòíîñòü è íåïðåðûâíîñòü

Ìàòåìàòèêà êàê íàóêà î ôîðìàõ äåéñòâèòåëüíîñòè
ñòàëêèâàåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, ñ äèñêðåòíîñòüþ è
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íåïðåðûâíîñòüþ. Àðèôìåòèêà äàåò ñ÷åò îòäåëüíûõ
ïðåäìåòîâ. Ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò ïðîñòðàíñòâåííóþ
íåïðåðûâíîñòü. Ñòîëêíîâåíèå äèñêðåòíîãî è íå-
ïðåðûâíîãî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïðîòèâî-
ðå÷èé, äâèæóùèõ ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè. Äåëåíèå
îòäåëüíûõ âåëè÷èí íà ÷àñòè è èõ èçìåðåíèå ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîïîñòàâëåíèå äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâ-
íîãî, íàïðèìåð, ìàñøòàá îòêëàäûâàåòñÿ îòäåëüíû-
ìè øàãàìè. Çàäàíèå âåêòîðà êîîðäèíàòàìè òî÷åê
íà÷àëà è êîíöà åñòü äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå,
òîãäà êàê ñàì âåêòîð ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íàïðàâëåííûì îòðåçêîì. Â
ñâÿçè ñ çàäà÷åé èçìåðåíèÿ äèàãîíàëè êâàäðàòà ñî
ñòîðîíîé 1 ïîòðåáîâàëîñü îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ÷èñ-
ëà – ñîçäàíèå ïîíÿòèÿ èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà (XIX
âåê). Ïðÿìàÿ è âñÿêàÿ äðóãàÿ ôèãóðà ñòàëà ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê. Ïðîòèâîðå÷èå äèñ-
êðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî íå ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ
ñíÿòî. ×àñòî ýòè ïîíÿòèÿ ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðè-
âàòü â åäèíñòâå.

Íà÷àëà äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò îïðåäå-
ëÿòü èç ïðèìèòèâíûõ ïîíÿòèé ìíîæåñòâà è ýëå-
ìåíòà. Ïðîñòðàíñòâî ñ îäíèì ýëåìåíòîì íå ñóùå-
ñòâóåò, ïîñêîëüêó â íåì íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü
îòíîøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñàìûì ïðèìèòèâíûì
ïðîñòðàíñòâîì ñ÷èòàåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-
íîå, ñîîòâåòñòâóþùåå àëãåáðå Êàíòîðà
Ak=<{0,1,X, }, ,, >. Çäåñü èìåþòñÿ òîëüêî
äâà ýëåìåíòà 0 è 1, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
îäíîìåðíûì. Â íåì îïðåäåëåíû òî÷êè 0 è 1, îòðåçîê
Õ={0,1}. Îíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, ïîñêîëüêó òå-
îðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè { ,, } íàä
åãî ýëåìåíòàìè äàþò ñèìâîëû èç ìíîæåñòâà
{0,1,X, }. Â äàííîì ïðîñòðàíñòâå äëèíà åñòü
êîäîâîå ðàññòîÿíèå ïî Õýììèíãó ìåæäó ýëåìåíòà-
ìè, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê d(0,1)=1. Òàêèì
îáðàçîì, àëãåáðå Êàíòîðà ñîîòâåòñòâóåò ñàìîå ïðè-
ìèòèâíîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå çàìêíóòîå, ìåò-
ðè÷åñêîå, ãåîìåòðè÷åñêîå, áóëåâî, äèñêðåòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ãåîìåòðèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñïåöèàëüíûìè ìíîæåñòâàìè òî÷åê, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè âèðòóàëüíîãî îòðåçêà, íî íå
çàäàþò ñâîèõ îêðåñòíîñòåé (òîïîëîãèþ).

3. Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî – ïðîñòðàíñòâî, ñâîéñòâà
êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ àêñèîìàìè åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè. Îíà âîçíèêëà êàê îòðàæåíèå ôàêòîâ äåé-
ñòâèòåëüíîñòè.

3.1. Àêñèîìàòèêà åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

Ñèñòåìà àêñèîì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò èç
ïÿòè ãðóïï è îïèðàåòñÿ íà øåñòü îñíîâíûõ íåîïðå-
äåëÿåìûõ ïîíÿòèé. Ê ïîñëåäíèì îòíîñÿòñÿ òðè
ðîäà îáúåêòîâ: òî÷êè, ïðÿìûå è ïëîñêîñòè è òðè
âèäà îòíîøåíèé ìåæäó íèìè: ïðèíàäëåæèò, ìåæäó,
äâèæåíèå.

I. Àêñèîìû ïðèíàäëåæíîñòè: èíöèäåíòíîñòè,
ñîåäèíåíèÿ, ñâÿçè, ñî÷åòàíèÿ

I1: ×åðåç êàæäûå äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ
è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

I2: Íà êàæäîé ïðÿìîé ëåæàò ïî êðàéíåé ìåðå äâå
òî÷êè. Ñóùåñòâóþò õîòÿ áû òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå
íà îäíîé ïðÿìîé.

I3: ×åðåç êàæäûå òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé
ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü è ïðèòîì òîëü-
êî îäíó.

I4: Íà êàæäîé ïëîñêîñòè åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè
òî÷êè è ñóùåñòâóþò õîòÿ áû ÷åòûðå òî÷êè, íå
ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè.

I5: Åñëè äâå òî÷êè äàííîé ïðÿìîé ëåæàò â äàííîé
ïëîñêîñòè, òî è ñàìà ïðÿìàÿ ëåæèò íà ýòîé ïëîñ-
êîñòè.

I6: Åñëè äâå ïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî îíè
èìåþò åùå îäíó îáùóþ òî÷êó è, ñëåäîâàòåëüíî,
îáùóþ ïðÿìóþ.

II. Àêñèîìû ïîðÿäêà

II1: Åñëè òî÷êà B ëåæèò ìåæäó À è Ñ, òî âñå òðè
òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

II2: Äëÿ êàæäûõ òî÷åê À, Â ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà
Ñ, ÷òî Â ëåæèò ìåæäó À è Ñ.

II3: Èç òðåõ òî÷åê ïðÿìîé òîëüêî îäíà ëåæèò ìåæäó
äâóìÿ äðóãèìè.

II4: Àêñèîìà Ïàøà. Åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îäíó
ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà, òî îíà ïåðåñåêàåò åùå îäíó
åãî ñòîðîíó ëèáî ïðîõîäèò ÷åðåç åãî âåðøèíó:

l

С

ВА

III. Àêñèîìû äâèæåíèÿ

III1: Äâèæåíèå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàì òî÷êè,
ïðÿìûì ïðÿìûå, ïëîñêîñòÿì ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿÿ
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê ïðÿìûì è ïëîñêîñòÿì.

III2: Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ äâèæåíèÿ äàþò îïÿòü
äâèæåíèå è äëÿ âñÿêîãî äâèæåíèÿ åñòü îáðàòíîå.

III3: Åñëè äàíû òî÷êè À, Â è ïîëóïëîñêîñòè , ,
îãðàíè÷åííûå ïðîäîëæåííûìè ïîëóïðÿìûìè a ,
b , êîòîðûå èñõîäÿò èç òî÷åê À, Â ñîîòâåòñòâåííî,
òî ñóùåñòâóåò äâèæåíèå, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå,
ïåðåâîäÿùåå À, a ,   â Â, b , :

В b
β

IV. Àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè

IV1: Àêñèîìà Àðõèìåäà. Âñÿêèé îòðåçîê AB   ìîæíî
ïåðåêðûòü ìåíüøèì îòðåçêîì 1AA , îòêëàäûâàÿ åãî
íà AB  äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç
( 1211 nn AAAAAA ... ):
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Îòêëàäûâàíèå îòðåçêà îñóùåñòâëÿåòñÿ äâèæåíèåì.

IV2: Àêñèîìà Êàíòîðà. Åñëè äàíà áåñêîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ nnBA , òî
ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, ïðèíàä-
ëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì:

Аn А2 А1 B1 BnB2

C

V. Àêñèîìà ïàðàëëåëüíîñòè

×åðåç äàííóþ òî÷êó âíå äàííîé ïðÿìîé ìîæíî
ïðîâåñòè íà ïëîñêîñòè íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé äàííîé, íå ïåðåñåêàþùåé äàííóþ.

Ñ ïîìîùüþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè îïðåäåëÿþòñÿ îñòàëüíûå åå ïîíÿòèÿ. Íà îñíî-
âàíèè äàííîé àêñèîìàòèêè âûâîäÿòñÿ è äîêàçûâà-
þòñÿ äðóãèå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð.

Â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå àêñèîì çà îñíîâíûå ìîãóò
áûòü ïðèíÿòû è äðóãèå ïîíÿòèÿ. Íàïðèìåð, ó
Ä.Ãèëüáåðòà â ÷èñëî îñíîâíûõ âìåñòî äâèæåíèÿ
âõîäèò ïîíÿòèå êîíãðóýíòíîñòè, è III ãðóïïà àêñè-
îì ñîäåðæèò 5 îïðåäåëåíèé [2]. Â àêñèîìàòèêå
Â.Ô.Êàãàíà (1905ã.) îäíèì èç îñíîâíûõ ÿâëÿåòñÿ
ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ. Â âåêòîðíî-òî÷å÷íîé àêñèî-
ìàòèêå îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ òî÷êè è
âåêòîðà, ñâÿçü ìåæäó êîòîðûìè óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñîïîñòàâëåíèåì ïàðå òî÷åê îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí-
íîãî âåêòîðà. Îòíîøåíèå ñèììåòðèè òàêæå ìîæåò
áûòü ïðèíÿòî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îáúåêòû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñèñòåìå àêñèîì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, äîïóñêà-
þò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî èíòåðïðåòàöèé.

Íàïðèìåð, â äåêàðòîâîé èíòåðïðåòàöèè òî÷êîé íà
ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë x  è y , âçÿòûõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå ),( yx
(òåì ñàìûì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå óïîðÿ-
äî÷åííîé ïàðû). ×èñëà x  è y  íàçû-
âàþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè. Ïðÿìàÿ
– ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê, óäîâëåò-
âîðÿþùèõ ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

ïðÿìîé 0cbyax . Îïðåäåëÿåò-
ñÿ òàêæå îòíîøåíèå ïîðÿäêà òî÷åê íà
ïðÿìîé. Äâèæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â
ñîïîñòàâëåíèè êàæäîé òî÷êå ),( yx
ïàðû ),( yx  ïî ôîðìóëàì

pyxx sincos , qyxy cossin ,

ãäå qp,,  – ëþáûå ÷èñëà, 1 .

Àêñèîìà î ïàðàëëåëüíûõ íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ
àêñèîì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Åñëè åå çàìåíèòü íà
ïðîòèâîïîëîæíóþ, òî ïîëó÷èòñÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà-
÷åâñêîãî-Áîëüÿé èëè ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íååâêëèäî-
âà ãåîìåòðèÿ, êîòîðàÿ íàøëà ïðèëîæåíèå â îáùåé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Åñëè ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëå-
íèå ìàññ ìàòåðèè âî Âñåëåííîé ðàâíîìåðíûì, ÷òî
äîïóñòèìî â êîñìè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ, òî ïðîñòðàí-
ñòâî ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî êàê
âîçìîæíîé òåîðèè ðåàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà [2].

4. Ñèñòåìà êëàññèôèêàöèé îáùåé àëãåáðû

Ê îáùåé èëè àáñòðàêòíîé àëãåáðå îòíîñÿòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèå ñèñòåìû, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ òåîðèè
ãðóïï, êîëåö, ìîäóëåé, ïîëóãðóïï, ðåøåòîê (ðèñ.3)
[2]. Ïîÿâëåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì âçàèìîñâÿçåé àëãåáðû, ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ëîãèêè è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ìûøëå-
íèÿ. Âñå ðàçäåëû îáùåé àëãåáðû, âîçíèêøèå â
ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ è
âçàèìíûõ ñâÿçåé, èìåþò ñîáñòâåííûå ïóòè ðàçâè-
òèÿ è îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ, íàïðèìåð, ïîëóãðóïïû
âàæíû äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè àâòîìàòîâ. Âû-
ÿâëåíèå îáùèõ ìîìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòèõ
òåîðèÿõ, âîñõîäèò ê ïîíÿòèþ êàòåãîðèè – ñîâîêóï-
íîñòè îäíîòèïíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð èëè
îáúåêòîâ è îòîáðàæåíèé èëè ìîðôèçìîâ ìåæäó
ýòèìè ñòðóêòóðàìè, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðÿä
åñòåñòâåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Êàòåãîðèÿ C  ñîñòîèò èç êëàññà îáúåêòîâ COb  è
êëàññà ìîðôèçìîâ CMor , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëå-
äóþùèì àêñèîìàì:

Ñ1: êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå îáúåêòîâ A , B
ñîïîñòàâëåíî ìíîæåñòâî ),( BAHC  èç CMor :

CBAHCBA C Mor),(Ob),( .

Ñ2: êàæäûé ìîðôèçì f  ïðèíàäëåæèò îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåííîìó ìíîæåñòâó ),( BAHC .

Ðèñ. 3. Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îáùåé àëãåáðû
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Îáúåêò A  íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì f , B  – êîíöîì

ìîðôèçìà f . Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü èìååò âèä:

),( BAHf C  èëè BAf :   èëè BA
f

.

Ñ3: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ CBA ,,   è ìîðôèç-
ìîâ BAf :  è CBg :  îïðåäåëåíî ïðîèçâåäå-
íèå CAfg : . Óìíîæåíèå ìîðôèçìîâ àññîöèà-
òèâíî: BAf : , CBg : , DCh :  èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî )()( ghfhfg .

Ñ4: â êàæäîì ìíîæåñòâå ),( AAHC  çàäàí òîæäå-
ñòâåííûé èëè åäèíè÷íûé  ìîðôèçì AAA :I ,
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìîðôèçìîâ AXf :  è

YAg :  âûïîëíåíû ðàâåíñòâà ff AI ,
ggAI .

Ïðèìåðû êàòåãîðèé.

1) Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ St  èëè Ens  [2] îáúåêòàìè
ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà; ìîðôèçìàìè – èõ îòîáðàæå-
íèÿ äðóã â äðóãà BAf : ; óìíîæåíèå ìîðôèçìîâ
ñîâïàäàåò ñ ñóïåðïîçèöèåé èëè ïîñëåäîâàòåëüíûì
âûïîëíåíèåì îòîáðàæåíèé; åäèíè÷íûìè ìîðôèç-
ìàìè ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ìíî-
æåñòâ â ñåáÿ.

2) Â êàòåãîðèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé íàä êàòåãîðè-
åé ìíîæåñòâ Rel(St)  [2] îáúåêòàìè âûñòóïàþò
ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà; ìîðôèçìàìè – áèíàð-
íûå îòíîøåíèÿ; óìíîæåíèå ìîðôèçìîâ åñòü óìíî-
æåíèå áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

5. Ëèíåéíûå ñèñòåìû èëè âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà

Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (ËÑ) èëè âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî (ÂÏ) ïî ñâîåé ïðèðîäå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñ-
êîé ñòðóêòóðîé. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî

E  (âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå) ñ îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ (+) ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ (∙) íà ñêàëÿð
(âåùåñòâåííûé èëè êîìïëåêñíûé), êîòîðûå óäîâ-
ëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1) àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ

)()( zyxzyx ;

2) êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ xyyx ;

3) äèñòðèáóòèâíîñòü

xxx)( , yxyx )( ;

4) àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ )()( xx ;

5) àêñèîìà î íóëåâîì ýëåìåíòå

0:0 xExE 0 ;

6) óìíîæåíèå íà ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü 1: xx1 ;

7) îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè
ïîìîùè óìíîæåíèÿ íà –1: yxyx )( 1 .

Ðåçóëüòàòû äåéñòâèÿ ýòèõ îïåðàöèé íå âûâîäÿò èç
íîñèòåëÿ, íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû, ò.å. ïðèíàä-
ëåæàò ìíîæåñòâó E :

EyxEyx )(, ; Ex .

Ïðèìåðû ÂÏ:

1. nE  – ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ n -ìåðíîãî åâêëè-
äîâà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåùåñòâåí-
íóþ ËÑ:

nnn Eyx ),...,,(),,...,,( 2121 , R ,

),...,,( nnyx 2211 ,

),...,,( nx 21 .

2. nE  – êîìïëåêñíàÿ ËÑ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

3. ),( 10C – ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
çàäàííûõ íà ],[ 10 , ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ËÑ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ËÑ ââîäÿòñÿ òàêæå ïîíÿòèÿ ëèíåé-
íîé íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ, àëãåáðàè÷åñêîãî
áàçèñà, ðàçìåðíîñòè.

Ýëåìåíòû Exxx n,..., 21  ëèíåéíî-íåçàâèñèìû,
åñëè

021
1

n
n

k
kk x ...0 ,

èíà÷å nxxx ,..., 21  – ëèíåéíî-çàâèñèìû.

Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ Exxx n ,...,..., 21
ëèíåéíî-íåçàâèñèìà, åñëè ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð
èç íèõ ëèíåéíî-íåçàâèñèì.

Àëãåáðàè÷åñêèì áàçèñîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ýëå-

ìåíòîâ Ex }{  òàêàÿ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç

ìíîæåñòâà E  åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ýòîé
ñèñòåìû:

n

i
ii xxEx

1
: .

Êàæäàÿ ËÑ èìååò àëãåáðàè÷åñêèé áàçèñ. Ëþáûå äâà
áàçèñà ËÑ èìåþò îäíî è òî æå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ËÑ. ËÑ êîíå÷-
íîìåðíà, åñëè åå ðàçìåðíîñòü – íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

òîãäà áàçèñ ñîñòîèò èç n  ýëåìåíòîâ Eeee n,...,, 21 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò èç ËÑ E  îäíîçíà÷-
íî ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëå-
ìåíòîâ ýòîãî áàçèñà:

n

i
iiexEx

1
! ,

ãäå êîýôôèöèåíòû i  íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè

ýëåìåíòà x  â áàçèñå }{ ie . Åñëè êàðäèíàëüíîå ÷èñëî

áåñêîíå÷íî, òî ËÑ E  ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ÂÏ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñ-
ëîì ýëåìåíòîâ åãî áàçèñà.

Ââîäèòñÿ òàêæå ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

M  êàê íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ËÑ E  òàêîãî, ÷òî

MxxMxx )(, 221121 .
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6. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (ÒÏ) îïèñûâàþòñÿ
ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ èíòóèòèâíûìè ïîíÿòè-
ÿìè îêðåñòíîñòè, ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè â åâê-
ëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îáùàÿ òîïîëîãèÿ – ðàçäåë ãåîìåòðèè, ïîñâÿùåí-
íûé èññëåäîâàíèþ íåïðåðûâíîñòè è ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà. Îñíîâîïîëàãàþùèìè ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ
ÒÏ è íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ (Ô. Õàóñäîðô,
1914 ã.). ×àñòíûì ñëó÷àåì íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-
íèé ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìû – íåïðåðûâíûå â
îáå ñòîðîíû âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ
ÒÏ. Ãîìåîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìîæíî
îòîáðàçèòü äðóã íà äðóãà ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîð-
ôèçìà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ
âûÿâëÿåò è èññëåäóåò òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû,
òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ: ñâÿçíîñòü,
êîìïàêòíîñòü, ðàçìåðíîñòü.

Àêñèîìû îòäåëèìîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëî-
âèÿ, íàëàãàåìûå íà ÒÏ è âûðàæàþùèå òðåáîâàíèÿ
îòäåëèìîñòè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ [2]:

Ò0: àêñèîìà Êîëìîãîðîâà – îïðåäåëÿåò ïðîñòðàí-
ñòâî Êîëìîãîðîâà Ò0 , ëþáûå äâå òî÷êè êîòîðîãî íå
èìåþò îäèíàêîâûõ çàìûêàíèé, ÷òî ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî îäíà èç íèõ èìååò îêðåñòíîñòü, íå
ñîäåðæàùóþ äðóãóþ òî÷êó, ò.å.

yyx VxTVVTyx :,, 00  .

Îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà â Ò0 ìîãóò íå áûòü çàì-
êíóòûìè.

Ò1: äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
êàæäîé èç íèõ, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãîé òî÷êè, ýòî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà çàìêíóòà:

xyyx VyVxTVVTyx ,:,, 11 .

Àêñèîìà îïðåäåëÿåò äîñòèæèìûå ïðîñòðàíñòâà Ò1.

Ò2: äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ îêðåñòíîñòè:

yxyx VVTVVTyx :,, 22 .

Àêñèîìà îïðåäåëÿåò Õàóñäîðôîâû ïðîñòðàíñòâà Ò2.

Ò3: äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà è íå ñîäåð-
æàùåéñÿ â íåì òî÷êè ñóùåñòâóþò èõ íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ îêðåñòíîñòè:

xMxM VVTVVMxTM :,, 23 .

Âûïîëíåíèå àêñèîì Ò1 èÒ3 îäíîâðåìåííî îïðåäå-
ëÿåò ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà.

Ò3 1/2: äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà è òî÷êè âíå
åãî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ,
ðàâíàÿ íóëþ íà ìíîæåñòâå è åäèíèöå – â òî÷êå:

.,
;,

)(,/ xm
Mm

mfMxTM
1
0

213

Âûïîëíåíèå àêñèîì Ò1 è 1/23T îäíîâðåìåííî îïðå-
äåëÿåò âïîëíå ðåãóëÿðíîå èëè òèõîíîâñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî.

Ò4: äëÿ ëþáûõ äâóõ çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ ñóùåñòâóþò èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðå-
ñòíîñòè:

2121421 MMMM VVVVTMM :,, .

Âûïîëíåíèå àêñèîì Ò1 èÒ4 îäíîâðåìåííî çàäàåò
íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî (ðèñ.4).

7. Ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (ËÒÏ)

Ïóñòü ÂÏ íàäåëåíî îòäåëèìîé èëè õàóñäîðôîâîé
òîïîëîãèåé, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îêðåñòíîñ-
òåé }{ xV , x . Îòäåëèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå
äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îêðåñòíîñòè (Ò2). Ñèñòåìà }{ xV  îïèñûâàåòñÿ ñâîé-
ñòâàìè:

1) xxx VxVV },{ ;

2) }{}{},{ xxxxxxx VVVVVVV jiji ;

3) }{},{ xxxx VVVVVV ;

4) }{}{:}{}{ xyxxxxx VyVUVVVU .

Â ËÒÏ ñâÿçü ìåæäó ËÑ è ÒÏ îòðàæàåò ñâîéñòâà
íåïðåðûâíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä âåêòî-
ðàìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. ËÒÏ â ôóíêöèî-
íàëüíîì àíàëèçå – â îñíîâíîì áåñêîíå÷íîìåðíûå.
Îíè èìåþò íîâûå ñâîéñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ÂÏ.

ÂÏ E  ÿâëÿåòñÿ ËÒÏ, åñëè àëãåáðàè÷åñêèå îïåðà-
öèè íåïðåðûâíû â òîïîëîãèè E ; äëÿ àëãåáðàè÷åñ-
êîé ñóììû , îïðåäåëÿåìîé äëÿ äâóõ ïîäìíîæåñòâ

êàê },|{,, TySxyxTSETS  è óì-
íîæåíèÿ íà ñêàëÿð, âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

1) yxyxyxyx VVVVVVEyx :,,, ;

2) ||,:,,, xxxx VVVVEx 0 .

ТП

Колмогорова
Т0

Достижимое
Т1

Хаусдорфово
Т2

Т3 Т4Т3 111/222

Нормальное
Т1 +Т4

Регулярное
Т1 +Т3

Тихоновское
Т1 +Т3 111/222

Ðèñ. 4. Êëàññèôèêàöèÿ ÒÏ
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Â ËÒÏ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé íóëÿ }{ )(
0V  ïîëíî-

ñòüþ îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà, à èìåí-

íî: ëþáàÿ îêðåñòíîñòü xV  ýëåìåíòà x  ïîëó÷àåòñÿ

èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ )(
0V  ïóòåì åå

ñäâèãà íà ýëåìåíò x : )()(
0VxVx .

Òàêèì îáðàçîì, ËÒÏ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÂÏ ñ çàäàí-
íîé òîïîëîãèåé.

Ïðèìåðû ËÒÏ.

1. nR  – êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ
îáû÷íîé òîïîëîãèåé.

2. Λ  – êîìïëåêñíîå ËÒÏ, ãäå òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ
ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé

}
||

||:,...),...,({
1

0

0
21

12
1

0
n nn

nn
nx xV , 0.

3. ),( 10C . Ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé ôóíêöèè
),()( 100 Ctx  çàäàåòñÿ êàê

}],,[,|)()(||),()({)( 01010 00 ttxtxCtxV tx .

7.1. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî – ìíîæåñòâî X , íà
êîòîðîì çàäàíà íåêîòîðàÿ ìåòðèêà, ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè èëè òî÷êàìè Xyx,  –
äåéñòâèòåëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ – ),( yx , óäîâ-
ëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1) yxxxyx 00 ),(;),( ;

2) ),(),( xyyx – ñâîéñòâî ñèììåòðèè;

3) Ezyxyzzxyx ,,),,(),(),( – íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà.

Íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå ìåòðèêà ìîæåò
ââîäèòüñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì.

Íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó òî÷êàìè A  è B  ñ êîîðäèíàòàìè ),( 11 yx  è

),( 22 yx  ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî ïðèíÿòü åâêëèäî-
âî ðàññòîÿíèå (ìåòðèêó)

2
21

2
211 )()(),( yyxxBA ,

èëè äðóãîå ðàññòîÿíèå

||||),( 21212 yyxxBA .

Â ÂÏ ìåòðèêè ÷àñòî çàäàþòñÿ íîðìàìè, èíîãäà –
ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ôè-
ãóð ïðîñòðàíñòâ îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè âçàèìíî-
ãî ðàñïîëîæåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ èõ ýëåìåíòîâ èëè
÷àñòåé. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ õàðàêòåðèñ-
òèê èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ. Ïîäõîä ê ïðî-
ñòðàíñòâåííûì îòíîøåíèÿì ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ
ÌÏ, âïåðâûå ïðåäëîæåííîìó â 1906 ã. Ì.Ôðåøå â
ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ [2].

Åñòåñòâåííóþ ìåòðèêó íåñóò â ñåáå ìíîæåñòâà
îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Êàê ÌÏ ìîãóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, ôóíêöèé, îòî-
áðàæåíèé, ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâà è ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðåíèå ìåòðèê âàæíî ïðè èññëåäîâàíèè
ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ôóíêöèé, ïðè ðåøåíèè âîïðî-
ñîâ àïïðîêñèìàöèè.

Êàæäàÿ ìåòðèêà   íà ìíîæåñòâå X  ïîçâîëÿåò
ââåñòè íà X  òîïîëîãèþ, òîãäà ÌÏ ñòàíîâèòñÿ ÒÏ,
ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàìûêàíèåì A  ìíîæåñòâà A
â ÌÏ X  íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê y  òàêèõ,
÷òî 0}),,(inf{),( AyyxAx – ðàññòîÿíèå îò
x  äî A  íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò x .

Ðàññìîòðåíèå ñïåöèàëüíûõ ìåòðèê èãðàåò âàæíóþ
ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, â
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ìåõàíèêå è ôèçè-
êå. Öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàåò ïîíÿòèå ðèìàíî-
âîé ìåòðèêè è ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà (ÐÏ).

ÐÏ – ýòî òàêîå, â ìàëûõ îáëàñòÿõ êîòîðîãî èìååò
ìåñòî  åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ
âûñøåãî ïîðÿäêà, õîòÿ â öåëîì ýòî ïðîñòðàíñòâî
ìîæåò íå áûòü åâêëèäîâûì. ÐÏ õàðàêòåðèçóåòñÿ

òåì, ÷òî â íåì â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè A  ìîãóò
áûòü ââåäåíû êîîðäèíàòû nxxx ,...,, 21  òàê, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X  è Y , áëèçêèìè ê A ,
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

n

i

ixYXs
1

2)(),( ,

ãäå  òàêîâî, ÷òî 0
),( YXs

, êîãäà òî÷êè X ,Y

ïðèáëèæàþòñÿ ê A  è ðàññòîÿíèå
n

i

in xxxYXs
1

2221 )()(...)(),( ,

ix – ðàçíîñòè êîîðäèíàò òî÷åê X , Y .

Ðèìàíîâûì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì â
êàæäîé òî÷êå çàäàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ìåòðè-

÷åñêàÿ 
ji

ji
ij dxdxg

,
. Îïðåäåëåíèå äëèíû êàê èí-

òåãðàëà îò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâóåò èçìå-
ðåíèþ äëèí áåñêîíå÷íî ìàëûìè øàãàìè.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ÐÏ ïðåäñòàâëÿåò ÅÏ è ïðî-
ñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû Ëîáà÷åâñêîãî è
Ðèìàíà. Èõ íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ – ÷àñòíûå
ñëó÷àè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, îòâå÷àþùèå âìåñòå ñ
åâêëèäîâîé  ñëó÷àþ íàèáîëüøåé âîçìîæíîé îäíî-
ðîäíîñòè ÐÏ.

Ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíîå ÌÏ (ËÌÏ) êàê êëàññ ÒÏ,
ââåäåì íà ËÒÏ ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè

),( yx , óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì 1-3. Ýëåìåíòû

ËÌÏ íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè. ËÑ E  íàçûâàåòñÿ
ËÌÏ, åñëè îíà ìåòðèçîâàíà òàê, ÷òî àëãåáðàè÷åñ-
êèå îïåðàöèè íåïðåðûâíû â ìåòðèêå:
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1) åñëè xxn , òî yyn , òî yxyx nn ;

2) åñëè xxn , n , òî xxnn .

Ïðèìåð ËÌÏ: â ËÒÏ s  ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåí-
òàìè },...,,{ nx 21 , },...,,{ ny 21  ìîæíî
ââåñòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

1 12

1

n nn
nn

n
yx

||
||

),( .

7.1.1. Ïîëíîòà ÌÏ. Ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê }{ nx  ÌÏ E  íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé èëè ñõîäÿùåéñÿ â ñåáå, åñëè

),()( nm xxNN :N0  ïðè Nnm, .

Åñëè â ÌÏ E  ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ýòîãî æå
ïðîñòðàíñòâà, òî E  íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ÌÏ.

Ìåòðèçóåìîå ïîëíîå ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ËÒÏ, îáëàäàþùåå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòå-
ìîé îêðåñòíîñòåé íóëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
Ôðåøå.

7.2. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Ââåäåì ïîíÿòèå íîðìû (äëèíû) âåêòîðà

0|||| xEx :

N1 ) 00 xx |||| ;

N2 ) |||||||||| xx  – îäíîðîäíîñòü;

N3 ) |||||||||||| yxyx  – íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè

||||||||),( xyyxyx
îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ìåòðèêè.

ÂÏ, íàäåëåííîå íîðìîé |||| x , Ex , êîòîðàÿ
èíäóöèðóåò íà E  ìåòðèêó ||||),( yxyx , ñëåäî-
âàòåëüíî, è òîïîëîãèþ, ñîâìåñòèìóþ ñ ýòîé ìåòðè-
êîé, íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì
(ÍÏ) [3].

Íîðìèðóåìîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíîñèëüíà ñóùå-
ñòâîâàíèþ âûïóêëîé îãðàíè÷åííîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ – òåîðåìà Êîëìîãðîâà.

Ïðèìåðû ËÍÏ.

1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî nR :

),...,,( nix 21 , 
n

i
ix

1

2|||| .

2. Ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé nm : x nR ,
||max|||| i

ni
x

1 .

3. Ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé  )( 1pl p : ,...),...,,( nix 21 ,

1i

p
i || , 

p

i

p
ix 1

1
}||{|||| .

4. m  (èëè l , èëè ñ): ,...),...,,( nix 21  ñ íîð-
ìîé ||sup|||| i

i
x .

5. ),( 10C :

|)(|max|||| txx
t 10

, |)()(|max),( tytxyx
t 10

.

6. Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî – àíàëîã ïðî-
ñòðàíñòà )( 1pl p ) 110 pLp ),,(  – ôóíêöèè, ñóì-

ìèðóåìûå ñ p -é ñòåïåíüþ â ],[ 10 : 
1

0
dttx p|)(| .

7.2.1. Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

Ïîëíîå ËÍÏ íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì. Â òåðìèíàõ
íîðìû ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè mnxx mn ,,|||| 0 , òî

nxxEx n ,||||: 000 .

Ïðèìåðû 1-5 èç ï. 7.2.

8. Àáñòðàêòíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H  êàê ËÑ ñ

óìíîæåíèåì íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà ( C), äëÿ
êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ êîòîðîé îïðåäåëåíî êîì-

ïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Hyx ),( , îáëà-
äàþùåå ñâîéñòâàìè:

G1) ),(),( xyyx , ),( xx – âåùåñòâåííî;

G2) ),(),(),( yxyxyxx 2121 ;

G3) C ),(),( yxyx ;

G4) 0),( xx , 0xxx 0),(
(åñëè H – ËÑ ñ óìíîæåíèåì íà âåùåñòâåííûå
÷èñëà ( R), òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåùå-
ñòâåííî).

Ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì G1–G4:

à) ),(),(),( 2121 yxyxyyx ;

á) ),(),( yxyx ;

â) íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà

),(),(|),(| yyxxyx .

ÂÏ H  ìîæíî ïðåâðàòèòü â ËÍÏ, åñëè ââåñòè
íîðìó ïî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

),(|||| xxx .

Ïðîñòðàíñòâî H  íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì – êîì-
ïëåêñíûì èëè âåùåñòâåííûì, – åñëè îíî áåñêîíå÷-
íîìåðíî è ïîëíî ïî ââåäåííîé íîðìå.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áàíàõî-
âûì – ïîëíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì:

1) ïðîñòðàíñòâî )( 1pl p – áàíàõîâî;

2) ïðîñòðàíñòâî m , èëè l , èëè ñ ñõîäÿùèõñÿ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé;

3) ],[ baC – ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà ],[ ba ôóí-

êöèé )(txx  ñ íîðìîé |)(|max|||| txx
bta

;

4) 1pbaLp ),,(  – ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé )(txx ,

îïðåäåëåííûõ íà ],[ ba :
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b

a

p dttx |)(| , 
p

b

a

p dttxx /)|)(|(|||| 1
.

Ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H – áåñêîíå÷íî-
ìåðíîå, íî íå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

9. Äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà

Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëàãàþ-
ùèì ïîíÿòèåì äëÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé â îáëà-
ñòÿõ, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ, áóëåâîé àëãåá-
ðîé, òåîðèåé ãðàôîâ, êîìáèíàòîðíûì àíàëèçîì.
Îíî îïåðèðóåò ñîâîêóïíîñòüþ äâîè÷íûõ èëè ìíî-
ãîçíà÷íûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà èëè îòíîøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Äèñêðåòíûì íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîå
ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ìåòðèêà
îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå ïî Õýììèíãó d(Ci,Cj) ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè, çàäàâàåìûìè n-ìåðíûìè âåêòîðà-
ìè (êóáàìè) Ñi, Ñj. Ðàññòîÿíèå ðàâíî ÷èñëó ïóñòûõ
ïåðåñå÷åíèé ìåæäó èõ êîîðäèíàòàìè

)СС(card)С,С(d
n

r
jrirji

1
c âûïîëíåíèåì óñëîâèé:

.C}С,С,С{),С,С(d)С,С(d)С,С(d)

);С,С(d)С,С(d)

);СС()С,С(d)

rjirirjji

ijji

jiji

3

2

01

Ìíîæåñòâî êóáîâ Ñ â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííîé
ìåòðèêîé ôîðìèðóåò äèñêðåòíîå – áóëåâî èëè
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå âû-
ïîëíÿþòñÿ âñå îñíîâíûå îïåðàöèè è ïðîöåäóðû
àíàëèçà êóáè÷åñêèõ (òàáëè÷íûõ) ìîäåëåé öèôðî-
âûõ óñòðîéñòâ èëè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì [4].
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äèñêðåòíîãî ïðî-
ñòàíñòâà äëÿ n=3 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5. Â îòëè÷èå
îò n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, äèñêðåòíîå îïåðèðóåò ÿâíî
çàäàâàåìûìè òî÷êàìè, íî âèðòóàëüíûìè îòðåçêà-
ìè, ïëîñêîñòÿìè, êóáàìè è n-ìåðíûìè îáúåêòàìè.
Êóá Ci, èìåþùèé k êîîðäèíàò, ðàâíûõ Õ, íàçûâà-
åòñÿ k-êóáîì: 1-êóá, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíèþ, 2-
êóá – ïëîñêîñòü.

Ðèñ. 5. Òðåõìåðíîå ìåòðè÷åñêîå ãåîìåòðè÷åñêîå
äèñêðåòíîå áóëåâî ïðîñòðàíñòâî

10. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííûé àíàëèç ìîäåëåé ïðîñòðàíñòâ ïîçâî-
ëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü èõ ïî íàïðàâëåíèÿì: èñòî-
ðèêî-âðåìåííîìó ðàçâèòèþ, ìíîãîîáðàçèþ ìîäå-
ëåé ïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëÿåìûõ èõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (ðèñ. 6). Êëàññèôèêàöèÿ íå
ïðåòåíäóåò, åñòåñòâåííî, íà ïîëíîòó, íî ïîçâîëÿåò
â ñîâîêóïíîñòè îïðåäåëèòü ïàëèòðó èñïîëüçóåìûõ
òèïîâ ïðè âûïîëíåíèè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé.
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òåîðèè è ïðàêòèêè. Ì.: Íàóêà. 1986. 488 ñ. 2. Ìàòåìàòè-
÷åñêèé ýíöèêëîïåäè÷åñêèé ñëîâàðü / Ãë. ðåä. À.Â. Ïðî-
õîðîâ // Ì.: Ñîâ. ýíöèêëîïåäèÿ, 1988. 847ñ. 3. Ôóíêöèî-
íàëüíûé àíàëèç / Ïîä îáù. ðåä. Ñ.Ã. Êðåéíà. Ñåðèÿ:
Ñïðàâî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèáëèîòåêà. Ì.: Íàóêà,
1972. 544ñ. 4. Õàõàíîâ Â.È. Òåõíè÷åñêàÿ äèàãíîñòèêà
ýëåìåíòîâ è óçëîâ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ. Ê.:
IÇÌÍ. 1997. 308 ñ. 5. Áóðáàêè Í. Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè.
Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Ì., 1965. 6. Áóðáàêè Í. Ýëåìåíòû
ìàòåìàòèêè. Àëãåáðà: Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû. Ëè-
íåéíàÿ è ïîëèëèíåéíàÿ àëãåáðà. Ì., 1962. 7. Áóðáàêè Í.
Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ: îñíîâíûå
ñòðóêòóðû. Ì., 1968. 8. Áóðáàêè Í. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè-
êè. Èñïîëüçîâàíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â îáùåé òîïî-
ëîãèè. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Ñâîäêà ðåçóëü-
òàòîâ. Ì., 1975. 9. Áóðáàêè Í. Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè.
Òîïîëîãè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ì., 1959.

Ïîñòóïèëà â ðåäêîëëåãèþ 21.12.2001

Ðåöåíçåíò: ä-ð òåõí. íàóê,
ïðîô.  Áîäÿíñêèé Å.Â.

Õàõàíîâ Âëàäèìèð Èâà-
íîâè÷, ä-ð òåõí. íàóê,
ïðîôåññîð êàôåäðû
ÀÏÂÒ ÕÍÓÐÝ. Íàó÷-
íûå èíòåðåñû: òåõíè÷åñ-
êàÿ äèàãíîñòèêà âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ñèñòåì. Óâ-
ëå÷åíèÿ: áàñêåòáîë, ôóò-
áîë, ãîðíûå ëûæè. Àä-
ðåñ: Óêðàèíà, 61166,
Õàðüêîâ, ïð. Ëåíèíà, 14,
òåë. 40-93-26.

×óìà÷åíêî Ñâåòëàíà
Âèêòîðîâíà, êàíä. ôèç.-
ìàò. íàóê, äîöåíò êà-
ôåäðû ÀÏÂÒ ÕÍÓÐÝ.
Íàó÷íûå èíòåðåñû:
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçè-
êà. Àäðåñ: Óêðàèíà,
61166, Õàðüêîâ, ïð. Ëå-
íèíà, 14, òåë. 40-93-26.

Ìíîæåñòâî              

Ðèñ. 6. Êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ


