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ВВедение

Характер взаимодействия движущихся элект-
ропроводящих жидкостей и газов с магнитным по-

лем определяется числом Рейнольдса Rm = Lu
mν ,  

где L  и u  – характерные длина и скорость, а 

ν
πσm

c=
2

24
 – коэффициент диффузии или маг-

нитная вязкость. Наиболее ярко законы магнит-
ной гидродинамики проявляются при Rm >>1 ,  
т.е. в случае большой проводимости среды или 
ее больших размеров. Это условие выполняется 
для астрофизических объектов, а в лабораторных 
условиях – для горячей плазмы термоядерных 
устройств. Предельный случай Rm → ∞ , когда 
можно пренебречь диффузией магнитного поля и 
когда работает приближение идеальной магнит-
ной гидродинамики, освещен достаточно хорошо 
в литературе. В этом случае влияние движения 
электропроводящей жидкости на магнитное поле 
допускает наглядную интерпретацию, указанную 
Альфвеном [1] и заключающуюся в том, что маг-
нитные силовые линии как бы приклеены к час-
тицам жидкости и увлекаются ими при движении. 
В реальных средах всегда присутствует вязкость, 
что приводит к новым эффектам и иной интер-
претации магнитогидродинамических (МГД) яв-

лений.

1. ПосТаноВКа КраеВоЙ ЗадаЧи  
В МаГниТноЙ ГидродинаМиКе

Магнитная гидродинамика изучает взаимо-
действие электромагнитного поля с жидким или 
газообразным проводником, рассматриваемым 
как сплошная среда, т.е. магнитная гидродинами-
ка – это синтез таких наук, как электродинамика, 
гидродинамика и физика плазмы. Ее теоретичес-
кий фундамент составляют классические уравне-
ния электромагнитного поля и гидродинамичес-
кие уравнения сплошной среды.

Один из методов решения краевых задач маг-
нитной гидродинамики основывается на совмест-
но написанных уравнениях Максвелла, движения 
и непрерывности в их дифференциальной форме. 
Специфика магнитной гидродинамики проявля-
ется в том, что появляются дополнительные чле-
ны, отображающие влияние систем уравнений 
друг на друга. С одной стороны, при движении 
проводящей среды в магнитном поле возникают 

токи, которые должны быть учтены в уравнени-
ях Максвелла, с другой стороны, воздействие 
магнитного поля на токи в среде приводит к до-
полнительной электромагнитной объемной силе, 
которую следует учесть в гидродинамике. В сово-
купности с граничными условиями задача приоб-
ретает сложный математический характер.

В дифракционных МГД задачах рассматри-
ваются малые возмущения, проявляющиеся в 
результате взаимодействия электромагнитных и 
гидродинамических явлений при наличии маг-
нитного поля. В этом случае так же, как и в элек-
тродинамике приходим к волновым процессам. 
Но в отличие от электродинамики эти процессы 
представляются суперпозицией волн различной 
физической природы (альфвеновские, магнитоз-
вуковые ускоренные и замедленные и энтропий-
ные волны). В определенных условиях каждый 
волновой процесс можно рассматривать как не-
зависимый. Однако при дифракции МГД волн на 
различных неоднородностях может происходить 
взаимная трансформация типов волн и краевая 
задача в простейших случаях становится доста-
точно сложной. 

Существенное упрощение для определенно-
го класса задач может быть достигнуто при ис-
пользовании аппарата интегральных уравнений 
магнитной гидродинамики, полностью эквива-
лентных линеаризованным дифференциальным 
уравнениям магнитной гидродинамики, совмест-
но с граничными условиями на границе с неодно-
родностью. Интегральная формулировка задачи 
более естественным образом включающая в себя 
начальные и граничные условия и обладающая 
значительно большей физической наглядностью, 
позволяет существенно упростить построение 
алгоритма решения краевых задач. Причем само-
согласованность постановки состоит в том, что 
решение краевой МГД задачи рассматривается в 
лабораторной системе координат, в которой по-
верхность разрыва движется под действием пада-
ющего поля [3]

2. ВЫВод инТеГраЛьнЫХ  
УраВнениЙ ЛинеЙноЙ МаГниТноЙ 

ГидродинаМиКи  
с УЧеТоМ диссиПаЦии

Если основные уравнения магнитной гидро-
динамики формулировать в интегральной форме, 
в которой непрерывность искомых функций (по-
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лей) по существу не подразумевается и которые 
обладают большей общностью для описания раз-
рывных процессов, то построение кусочно-глад-
ких решений для системы МГД дифференциаль-
ных уравнений приводит к теории обобщенных 
функций. При этом удовлетворение граничным и 
начальным условиям происходит, вообще говоря, 
автоматически. И один из характерных моментов 
вывода интегральных уравнений дифракции маг-
нитной гидродинамики заключается во введении 
разрывных функций, описывающих среду как 
внутри, так и вне объекта дифракции.

В данной работе на основе этой идеи рассмот-
рен вывод интегральных уравнений магнитной 
гидродинамики в пространственно-временном 
представлении для МГД полей при общих пред-
положениях относительно параметров МГД неод-
нородности. Под этими параметрами понимаются 
зависящие от времени форма объекта дифракции 
и свойства среды внутри этого объекта (неодно-
родности), которые в невозмущенном состоянии 
описываются параметрами: B2  – невозмущен-
ное магнитное поле; VA2  – альфвеновская ско-
рость; VS 2  – звуковая скорость; ρ2  – плотность; 
νm  – магнитная вязкость; ζ η,  – коэффициенты 
вязкости. Предполагается, что объект дифракции 
погружен в неограниченную однородную среду с 
соответствующими отличными от нуля парамет-
рами B1 1,VA , VS1 , ρ1,  при этом ν ζ ηm = = =0 0 0, , .

С учетом электропроводимости линеаризо-
ванное уравнение индукции имеет вид

∂
∂

= [ ] + -b
u b b

t
constm mrot , , .ν ν∆             (1)

Здесь первый член справа описывает индук-
ционный эффект движения магнитных силовых 
линий вместе со средой, а второй – диффузию 
магнитных силовых линий, способствующую вы-
равниванию магнитного поля в различных точках 
пространства. (Отношение этих величин имеет 
порядок числа Рейнольдса Rm ). В более общем 
случае учет диссипативных процессов опреде-
ляется не только проводимостью σ , но и двумя 
коэффициентами вязкости ζ η, . При этом урав-
нение движения Эйлера заменяется уравнением 
Навье-Стокса
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С точки зрения волнового уравнения движе-
ния МГД среды уравнение (2) можно представить 
в виде

 ρ ∂
∂

= + + +u
F F F F

t i m j p , 

где Fi  – сила инерции; Fm  – магнитная сила; Fj  – 
сила вязкости; Fp  – сила давления. Причем МГД 
эффекты будут наиболее существенными, когда 

в уравнении движения основной силой является 
магнитная сила Fm .

Подчеркнем еще раз, что основным момен-
том при выводе интегральных уравнений являет-
ся введение разрывных функций, описывающих 
единым образом среду внутри и вне неоднород-
ности, именно это позволяет включить в уравне-
ния условия для полевых функций на границах 
разрыва и в начальный момент времени. Пос-
кольку на границе S t( )  неоднородности объема 
V t( )  параметры среды терпят разрыв, то введение 
разрывных функций удобно осуществить с помо-
щью, так называемой характеристической функ-
ции, равной единице внутри области V t( )  и нулю 
вне области

χ r t
r V

r V
,

,

,
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В этом случае удобно воспользоваться аппа-
ратом обобщенных функций, для этого продол-
жим уравнения (1) и (2) на все рассматриваемое 
пространство следующим образом
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Заметим, что все классические дифференци-
альные операторы заменены на обобщенные по 
соответствующим правилам [2], например,

grad grad ;

div dia ( ,{ } ) ,

ϕ ϕ ϕ δ

δ

= ( ) + { } ⋅ ( )
= ( ) + ⋅ ( )

n

a a n a
S

S

S t

S t

где ...( )  – обычная производная; δS t( )  – повер-
хностная дельта-функция; ϕ{ }S

 – скачок вели-
чины ϕ  на границе. (Аналогично записывают-
ся следующие дифференциальные операторы 

rot , ,a a
a

 
t

∆ ∂
∂

).

Для упрощения изложения в данной работе 
рассматриваем приближение адиабатического 
«включения» на бесконечности. Это, с одной сто-
роны, исключает учет эволюционного характера 
явления, который существенно связан именно с 
начальным моментом нестационарности и сопро-
вождается переходными эффектами, исследова-
ние которых выходит за пределы данной статьи, а 

с другой, производная по времени 
∂
∂
u
t

 автомати-
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чески будет являться производной в обобщенном 
смысле слова.

После введения разрывных функций F Q,  
и учитывая обобщенный смысл операций диф-
ференцирования, уравнения (3) объединяются в 
одно обобщенное волновое уравнение магнитной 
гидродинамики
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В рассматриваемой МГД среде имеются по-
верхности разрыва полевых функций, поэтому 
на них должны выполняться следующие гранич-
ные условия: непрерывность массы ρun{ } = 0,
импульса πin{ } = 0,  потока энергии Wn{ } = 0,  тан-
генциальной составляющей электрического поля 

eτ{ } = 0  и нормальной составляющей магнитного 
поля { } .Bn = 0  

Выбрав, например, в качестве z = 0  плос-
кость, касательную к поверхности разрыва, гра-
ничные условия можем, в частности, представить 
в развернутом виде, выпишем для примера неко-
торые из них:

ρ u uz S S
-( ){ } = 0, B bz z S

+ = 0,

u B u u Bx z z S x S
- -( ){ } = 0  и т.д.

Перечисленные граничные условия записа-
ны в лабораторной системе отсчета, в которой 
поверхность разрыва, перпендикулярная оси Oz 
движется вдоль этой оси со скоростью uS под 
действием возмущения, т.е. рассматривается за-
дача в самосогласованной постановке [3]. 

Отметим, что уравнение (4) описывает поле 
во всем рассматриваемом пространстве, так как в 
нем уже учтены граничные условия на поверхнос-
ти разрыва полевых функций, кроме того, в урав-
нении присутствуют поверхностные слагаемые.

Считая, что правая часть (4) ограничена по 
пространственным и временным переменным, 
общее решение этого уравнения можем записать 
в виде свертки

u u W= + ∗0 G
^

,                              (5)

где u0  общее решение соответствующего одно-

родного уравнения; G
^

 – функция Грина, явля-
ющаяся фундаментальным решением уравнения 
(4), т.е. функция, удовлетворяющая следующему 
уравнению с δ -образной правой частью
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здесь ε̂  – аффинор.
Эта функция, найденная в [4], представлена 

в виде 
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А интегральный оператор I t tr r- ′ - ′( ),  имеет 
вид обратных преобразований Фурье-Лапласа:
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Величина u0  в (5) имеет смысл поля в среде в 
отсутствие неоднородности V t( ) , т.е. в терминах 
дифракции это есть поле падающей волны.

Поскольку свертка является интегральной 
операцией, уравнение (5) представляет собой 
интегро-дифференциальное уравнение относи-
тельно u . Входящую в (5) магнитную индукцию 
b  всегда можно выразить через u  с помощью вто-
рого уравнения (3).

Хотя уравнение (5) и определено во всем про-
странстве определения поля u , интегрирование 
в нем ограничено областью V t( ) , задаваемой 
характеристической функцией χ t, .r( )  Следо-
вательно, соотношение (5) представляет собой 
квадратурную формулу, позволяющую вычислить 
внешнее поле по предварительно найденному 
внутреннему. Таким образом, согласно основной 
идеи работы [4] задача дифракции разбивается на 
два этапа: нахождение внутреннего поля путем 
решения интегрального уравнения (5); вычисле-

ЭЛЕКТРОННАЯ И ЛАЗЕРНАЯ ТЕХНИКА, ОПТОЭЛЕКТРОНИКА И ТЕХНОЛОГИИ
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ние внешнего поля по найденному внутреннему 
с помощью того же интегрального соотношения 
(5).

Построенное фундаментальное решение (6) 
позволяет записать интегро-дифференциальное 
уравнение (5) в замкнутой форме. Записывая явно 
свертку в виде интеграла и используя основное 
свойство свертки, позволяющее перенести диф-
ференцирование со вторых множителей на фун-
кцию Грина, получаем уравнение относительно 
u u r= ( ),t  и b b r= ( ,t) :
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S m S
dSν ∆b ,

        (8)

здесь 

I u r I r r r
^= ′ ′ ′( ) ⋅ - ′ - ′( ) ′

-∞

∞

′( )( )
∫ ∫∫∫dt t t t d

V t

, , , 

n  – нормаль к поверхности S t( ).
Очевидно, что уравнение (8) по своей струк-

туре ничем не отличается от соответствующих 
интегральных уравнений магнитной гидродина-
мики [3], и поверхностные интегралы, появляю-
щиеся в результате учета деформации границы, 
выражаются через составляющие внутреннего 
поля u bin in, .

При этом уравнение (8) является нестаци-
онарным интегральным уравнением линейной 
магнитной гидродинамики, записанным в лабо-
раторной системе координат. С помощью этого 
уравнения и решаются краевые задачи магнитной 
гидродинамики в самосогласованной постанов-
ке. Это понимается в том смысле, что в задачах о 
дифракции или обтекании МГД неоднородности 
происходит описываемое скоростью uS  возму-
щение поверхности, ограничивающей МГД неод-
нородность. Интегральная формулировка задачи 
позволяет найти это возмущение по следующему 
алгоритму. 

На первом этапе согласно принципу пога-
шения в магнитной гидродинамике [4] падаю-
щая волна u r0 ,t( )  гасится в любой точке внутри 
неоднородности в результате интерференции со-
здаваемого ею поля с полем диполей. При этом 
появляется новая волна (одна или более) с иной 

скоростью распространения (в общем случае и с 
иным направлением распространения), что поз-
воляет найти полностью внутреннее поле. В этом 
случае основное уравнение распадается на груп-
пы, каждое из которых описывает волну, распро-
страняющуюся со своей скоростью, что с матема-
тической точки зрения приводит к ряду тождеств, 
откуда и находятся все параметры внутреннего 
поля. 

На втором этапе по уже найденному внутрен-
нему полю находим рассеянное поле с помощью 
квадратурных формул (8), наконец, на третьем 
этапе выражаем поверхностную скорость. 

Заметим, что при решении краевой задачи 
МГД волн в дифференциальной постановке гра-
ничные условия могут удовлетворяться либо вол-
нами одной и той же моды, либо для их удовлет-
ворения требуется привлечение нескольких мод 
(имеется в виду МГД волны: альфвеновские, маг-
нитозвуковые ускоренные или замедленные, аль-
фвеновсие волны сжатия и т.д.). При интеграль-
ной постановке этот непростой вопрос решается 
автоматически. Механизм появления в среде рас-
сеянных волн сводится к возникновению в ней 
под действием основной волны индуцированных 
источников, приводящих к излучению новых 
(вторичных) волн, интерференция которых и дает 
требуемые моды колебаний. Определенные пре-
имущества рассматриваемого подхода, который в 
ряде случаев оказывается мощнее подхода, в ос-
нове которого лежат дифференциальные уравне-
ния, заключается в том, что метод интегральный 
уравнений имеет более глубокую физическую на-
глядность. Он связывает макроскопические явле-
ния в МГД среде с молекулярными явлениями, 
при условии, что молекулы, составляющие МГД 
неоднородности, ведут себя в поле падающей 
волны подобно диполям.

3. КраеВаЯ МГд ЗадаЧа на ПЛосКоЙ  
ГраниЦе диссиПаТиВнЫХ сред

Рассмотрим на основе выработанного алго-
ритма модельную задачу взаимодействия МГД 
поля с плоской границей раздела, что даст воз-
можность изучить в наиболее отчетливом виде 
некоторые характерные особенности распростра-
нения волн в диссипативных средах. Влияние 
диссипации проиллюстрируем, когда единствен-
ной ее причиной будет являться электрическое 
сопротивление, это тот случай, когда из дисси-
пативных коэффициентов только магнитная вяз-
кость νm  отлична от нуля.

Итак, имеем пакет невозмущенных плоских 
МГД волн

u r u k r0 0 0
1

3

( ) = -( ) ( )

=
∑ j j

j

iexp( ),                     (9)

 входящих в среду, заполняющую полупространс-
тво z > 0 , параметры которой равны:

V V B B BA S m x y z2 2 2 2 2, , , , ,ν B2 = { } .
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В пакет (9) входят волны: альфвеновская  
( j =1 ), ускоренная ( )j = 2  и замедленная ( )j = 3  
магнитозвуковые. В качестве пробного решения 
для прошедшего поля в полупространство z > 0  
выберем суперпозицию соответствующих волн

u r u k r( ) = -( )( )

=

( )∑ j

j

ji
1

3

exp .                   (10)

Зависимость от времени рассматривается как 
exp iwt( ) .

В силу линейности исходных дифференци-
альных уравнений скорость движения поверхнос-
ти раздела uS , по-видимому, будет также пред-
ставлена в виде соответствующей суперпозиции 
волн

u r u k r u k rS S
m m

S
m m

m

i i( ) = - + -





( ) ( ) ( ) ( )

=
∑ exp( ) exp( )0

1

3
 .(11)

Подставив (10) в подынтегральные выраже-
ния уравнения (8), получим интегралы типа I r1 ( )  
и I r2 ( ) , первый из которых равен

I u r r r r

u

1

1

31
2

r( ) = ′ - ′ ′ =

=
- -

( )

( )

=

( )

∫∫∫

∑

( ) ( )

exp

I d

i

ik x ik

V

j

j

x
j

y
j

π

(( )

( )
-∞

∞ +





+( ) ⋅ ⋅
∫

y ip z

p k
dp

z

z z
j j j z

∆ δ
,

где ∆ ω δ ω, , ,p p( ) ( )  определяются соотношениями 
(7).

Для дальнейшего существенно, что танген-

циальные составляющие волновых векторов k j( )  
непрерывны, тогда

∆ j
A S A S x

j
x

y
j

y z z

V V V V k s

k s p s

( ) ( )= - +( ) - - -

- +

ω ω4
1

2
1

2 2
1

2
1

2
0 1

0 1 1

[ (

)22
0

2

0

2
2] ;-( ) - ( ) +





( ) ( )k k px
j

y
j

z

     (12)

δ ωj
A x

j
x y

j
y z zV k s k s p s( ) ( ) ( )= - - - +( )2

1
2

0 1 0 1 1

2
.       (13)

Отсюда видно, что ∆ j j( ) ( ),δ  есть не что иное, 
как дисперсионные уравнения для магнитозвуко-
вых (12) и альфвеновских (13) волн, если положить 

p k jz z
j= - =( )

0 2 3, ,  для (12) и p k jz z
j= - =( )

0 1,  для (13), 

т.е. ∆( )j = 0  обращается в нуль при p k kz z z= - -( ) ( )
0

2
0

3; ,  

а δ j( ) = 0  при p kz z= - ( )
0
1 .

Таким образом, подынтегральная функция 
I r1 ( )  имеет простые полюса при

p k jz z
j= - =( ), , ;1 3  а также при p k jz z

j= - =( )
0 1 3, , ,  

лежащие в верхней полуплоскости комплексной 
плоскости pz . Тогда согласно теореме о вычетах 
интеграл равен:

I r Res1 ( ) = ( )∑
m

zmf p ,

где f pz( )  – подынтегральная функция I r1 ( ) . 
Найдя вычеты, в результате получим

I r u
k r

k k

k r
1

1

3 0( ) =
-( )

( ) ( ) +
-( )( )

=

( )

( ) ( )
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∑ j

j

j

j j

j

z

i i

k
(

exp exp

∆ δ jj
z
j jk( ) ( ) ( )-( ) ⋅0 ΩΩ

,

где

ΩΩ 1
1 1 0

12( ) ( )= ⋅ ( )ωV sA z ∆ k ;

ΩΩ j j
A S z

j

A S z
j

z
j

V V k

V V k s

( ) ( ) ( )

( ) (

= ( ) +( ) +

+ -

2 0 1
2

1
2 2

0

1
2

1
2

0 1 0

δ ωk

k

{

))( )( ) =, }, , .s1 2 3j
.

Интегралы типа I r2 ( )  запишем в виде

I r2
∫ ∫( ) = ′ - ′ ( ) ′

∞( )
u r r r r( ) ( ) .I S t dδ

Используя очевидное свойство обобщенной 
поверхностной функции δS , называемой прос-
тым слоем на поверхности S  с плотностью µ , а 
именно

µ δ ϕ µ ϕ

µ δ

⋅( ) = ( ) ( )

⋅ = ∉( )
( )
∫S x x dS

S x S

S

, ;

, ,0

получим

I r u

u
k r

2

0

1

3

( ) = ′ - ′ =

=
-( )

( )

( )
( )

( )
=

∫

∑

( ) ( )

exp
.

ρ ρ ρI dS

i
i

S

j

j

j
j ΩΩ

Следовательно, интегральные слагаемые 
I r1 ( )  и I r2 ( )  представляют собой набор шести 
волн, имеющих различные зависимости от коор-
динат

exp , exp , .
,

-( ) -( )( ) ( )
=i ij j

j
k r k r0 1 3

Подставив I r1 ( )  и I r2 ( )  в исходное интег-
ральное уравнение, получим тождество, справед-
ливое для всех внутренних точек области

u k rj

j

ji( )

=

( )∑ -( ) =
1

3

exp u k r0
1

3

0
j

j

ji( )

=

( )∑ -( ) +exp

+ -( )( )

=

( )∑A u k r^ expj
j

j

ji
1

3

+                 (14) 

+ -( ) ∈( )

=

( )∑C u k r r V
^

j
j

j

ji0
1

3

0exp , ,

где A C
^^ ,j j  – результат действия дифференциаль-

ных операторов в исходном интегральном урав-
нении на соответствующую экспоненту.

Следует заметить, что для прозрачности из-
ложения интегралы I r1 ( ) , I r2 ( )  были вычислены 

при условии k k k k k kx x x x x x0
1

0
2

0
3

0
1

0
2

0
3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )≠ ≠ ≠ ≠, ,  кото-

рое преднамеренно исключает трансформацию 
одного типа МГД волны в волну другого типа, что 
представляет интерес для самостоятельного ис-
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следования. Это явление, описанное в [5] в случае 
недиссипативных сред, происходит в точках сов-
падения фазовых скоростей двух или более волн. 

При рассмотрении тождества (14) вступает в 
силу принцип погашения в магнитной гидроди-
намике [6], который обусловлен физикой явле-
ния и является дальнейшим обобщением теоремы 
Озеена-Эвальда. Согласно этому принципу меха-
низм появления в среде рассеянных волн сводится 
к возникновению в ней под действием основной 
волны индуцированных источников. Эти источ-
ники приводят к излучению новых (вторичных) 
волн, интерференция которых и дает требуемые 
моды колебаний. Математически вторичные вол-
ны описываются в интегральном уравнении ин-
тегральными слагаемыми справа. Именно здесь 
и проявляются определенные преимущества 
интегрального подхода перед методом, в основе 
которого лежат дифференциальные уравнения. 
Это связано в первую очередь с тем, что в интег-
ральном методе непосредственно переплетаются 
макроскопические явления с молекулярными, 
при этом молекулы, составляющие МГД-неод-
нородности, ведут себя в поле падающей волны 
подобно диполям. 

4. анаЛиТиЧесКиЙ анаЛиЗ реШениЯ 
КраеВоЙ ЗадаЧи

Итак, поле МГД диполей (интегральные сла-
гаемые в уравнении поля) представляется в виде 
суммы двух групп слагаемых, одни из которых 
удовлетворяют уравнению поля во внешней сре-
де, т.е. имеют характер падающего поля u r0( ),
тогда как другие удовлетворяют уравнениям поля 
внутренней среды. Таким образом, падающая 
волна в точности гасится в любой точке внутри 
среды в результате интерференции создаваемого 
ею поля с полем диполей, при этом появляется 
новая волна с иной скоростью распространения 

k j( ).  Отсюда следует, что члены тождества (13), 

изменяющиеся по закону exp ,-( )( )i jk r  образуют 
равенства

u k r A u k r
^j j

j
j ji i j( ) ( ) ( ) ( )-( ) = - =exp exp( ), ,1 3

и взаимно сокращаются, если k j( )  удовлетворяют 
дисперсионным уравнениям для альфвеновских 
(15) и магнитозвуковых (16) волн
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= =
2 2

2
2 2 0 2 3k V jj

S ω , , .
 (16)

Падающее же поле гасится полем вторичных 
волн, отсюда имеем уравнения для нахождения 
амплитуд прошедшего поля

u r C u k r
^

0 0 0j j j ji( ) ( ) ( )+ - =( ) exp( , ) .

Направления распространения преломлен-
ных волн находим из условия трансляционной 
симметрии относительно осей Ox, Oy

k k k k jx
j

x
j

y
j

y
j

0 0 1 3( ) ( ) ( ) ( )= = =, , , ,

откуда закон преломления для альфвеновских 
волн имеет вид

V s s sA x y z1
2

1 1 1

2

+ +












=tg
ctg
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V s s sA y x z1
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1
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A
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ϕ
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2
A 2

A

2
A

ϕ
θ
ϕ

ων
ϕsin sin22

2θA
;

где ϕ θ1 1
A A,  – сферические углы волнового вектора 

падающей альфвеновской волны, ϕ θ2 2
A A,  – анало-

гичные углы преломленной волны. 
Закон преломления для магнитозвуковых 

волн имеет соответствующий вид

Q Q1 1 1 2 2 2
± ± ± ± ± ±=cos sin cos sin ,ϕ θ ϕ θ               (17)

Q Q1 1 1 2 2 2
± ± ± ± ± ±=sin sin sin sin ,ϕ θ ϕ θ

где

Q
V V i V

V V i
j

j j Aj Sj j j m Sj

Aj Sj j j m

± =
± - ( ) +( )

( ) +

ΩΩ ΩΩ2 2 2 2 2

2 2 2

4 n s

n s

ων

ων VV

V V i

s s

Sj

j Aj Sj m

j j jx j jy j j

2

2 2

,

,

( cos sin )sin

ΩΩ = + +

( ) = +± ± ±

ων

ϕ ϕ θn s ++

=

±s

j

jz jcos ,

, ;

θ

1 2

 (18)

здесь ϕ θ1 1
± ±,  – сферические углы падения для маг-

нитозвуковых ускоренной (+) и замедленной (-) 
волн и аналогично углы преломления ϕ θ2 2

± ±,  для 
этих волн.

Закон преломления (17) по общему виду на-
поминает известный закон Снеллиуса, однако Q j

±  
зависят не только от величин, характеризующих 
среды, но и от углов падения и преломления.

Рассмотрим влияние магнитной вязкости на 
распространение МГД волн. Из дисперсионного 
уравнения (15) получим волновое число для аль-
фвеновской волны

k
V i

kA

A m

A A=
( ) +

=ω
ων2

2
2 2

2 2
n s

n k
,

, / .      (19) 

Рассмотрим случай малой вязкости, т.е. когда 
выполняется условие ωνm AV<< ( )2

2
2 2n s, . Разлагая 
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выражение (19) в ряд по степеням νm  и ограничи-
ваясь линейными членами, имеем

k
V

i

V
A

A

m

A

= ( ) -
( )

ω ω ν

2 2 2

2

2
2

2 2
3

2n s n s, ,
.

При этом длина затухания волны δ = 1
ImkA

 

будет равна δ ω ν= ( )2 2
2

2 2
2VA mn s, / .  Если же маг-

нитное поле отсутствует, длина затухания примет 

вид δ πσω= ( )c / ,2
1

2 т.е. равняется глубине про-

никновения при скин-эффекте.
Для магнитозвуковых волн волновое чис-

ло имеет вид k Q± ±= ω / ,2 где Q ±  определяется 
соотношением (18). Скорость распространения 
V k± ±= ω/Re  так же, как для альфвеновских волн 
явно зависит от частоты.

Рассмотрим для магнитозвуковых волн слу-
чай вырождения, когда волна распространяется 
вдоль магнитного силового поля n s2 2 1= . С уче-
том малости νm  получим, что при V VA S2 2>  за-
медленная магнитозвуковая волна превращается 
в звуковую, т.е. становится такой же, как и в от-
сутствие магнитного поля. Ускоренная же волна 
имеет волновое число
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,

При этом скорость ускоренной магнитозву-
ковой волны
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при повышении частоты уменьшается, и глубина 

проникновения, равная δ
ω ν

=
2 2

3

2

VA

m

, также умень-

шается, т.е. поглощение волны с ростом частоты 
возрастает. Если же V VA S2 2< , то все происходит с 
точностью до наоборот.

В отсутствие магнитного поля при наличии 
диссипации волновое число имеет вид
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однако при малых νm  волна вырождается в обыч-
ную звуковую волну.

Итак, рассмотренное явление зависимости от 
частоты скорости распространения как альфве-
новской, так и магнитозвуковых волн, а также их 
поглощение, свидетельствует о наличии диспер-
сии, т.е. о наличии дисперсионных сред. Иначе 
говоря, сигнал, передаваемый в этой среде, будет 
искажаться, поскольку отдельные гармоники, на 
которые можно разложить сигнал, будут распро-
страняться с отличной друг от друга скоростью и 
поглощаться по-разному. Импульс в такой среде 
будет «расплываться», т.е. терять свои первона-
чальные очертания.

Следует заметить, что в общем случае затуха-
ние МГД волн зависит не только от параметров 
среды, но и от направления ее распространения 
по отношению к невозмущенному магнитному 
полю, что характерно именно для магнитной гид-
родинамики.

В заключение рассмотрим функцию распро-
странения альфвеновской преломленной волны 
(для краткости записи запишем двумерную зада-
чу)

f y z i y zA Ay Az, exp ,( ) = - +( ) 
 β β

здесь коэффициент распространения вдоль оси 
Oz: β θAz A Ak= 2 2cos  и коэффициент распреде-
ления амплитуд в фазовой плоскости z const= : 
β θAy A Ak= 2 2sin . В данном случае kA2 , определя-
емое соотношением (19), является комплексной 
величиной и представляет собой комплексный 
коэффициент распространения во второй среде.

Согласно трансляционной симметрии тан-
генциальные составляющие фазы в обеих средах 
– величины действительные, т.е. 

β θ θAy A A A Ak k= =1 1 2 2sin sin .

Очевидно, что sin θA2 - комплексная величи-
на, сопряженная с kA2 , отсюда угол θA2 -  комп-
лексный (не имеющий геометрического смысла).

Так как составляющая фазовой скорости в 
направлении оси Oz: kA A2 2cosθ  – комплексное 
число; положим k iA A Az Az2 2cosθ β α= - . Тогда фун-
кция распределения примет вид

f y z z i y zA Az Ay Az, exp exp .( ) = -( ) - +( ) α β β

Итак, волна затухает лишь в направлении Oz. 
Поверхности одинаковой фазы будут плоскос-
тями z const= , параллельными плоскости разде-
ла. Поверхности одинаковых фаз определяются 
уравнением β βAy Azy z const+ =  и не совпадают с 
поверхностями одинаковых амплитуд.

Уравнение поверхности одинаковых фаз не-
трудно записать исходя из геометрических сооб-
ражений y z constA Asin cos , θ θ+ =  здесь θA  – уже 
фактический угол преломления, причем плоскос-
ти постоянной действительной фазы являются 
плоскостями, нормали которых образуют угол θA  
с нормалью к поверхности границы. Естественно 
приходим к неоднородной волне, у которой по-
верхность постоянной амплитуды и поверхность 
постоянной фазы не совпадают друг с другом. 
Очевидно,
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.

Изучение результатов исследования легко 
обобщить на случай трехмерной задачи. 

ЭЛЕКТРОННАЯ И ЛАЗЕРНАЯ ТЕХНИКА, ОПТОЭЛЕКТРОНИКА И ТЕХНОЛОГИИ
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Таким образом, изучение проникновения 
волн во вторую среду позволяет получить инфор-
мацию о параметрах среды, а наблюдение отра-
женных волн – о механизме поглощения.

ВЫВодЫ 

Следует подчеркнуть значение интегральных 
уравнений при исследовании различного рода 
МГД полей и сред. Основанием для их составле-
ния послужили соответствующие общие физи-
ческие законы, а достоинства этих уравнений в их 
физической наглядности, в общности при описа-
нии разрывных функций, в возможности пред-
ставления решения краевой задачи в замкнутой 
аналитической форме. Перечисленные положи-
тельные моменты в использовании интегральных 
уравнений и дали возможность применить их для 
создания математической модели описания дис-
сипативной модели МГД среды.
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