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lKlK P=P)P(x=)P(x ≡ .              (25)
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2)

nln1l1nKn1K1 ap+...+ap=ap+...+ap .        (26)
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ (15) – (18),

ïîëó÷èì

n1n212111 a b+...+ab+ab  = 0,           (27)
ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ àíàëîãè÷íû ââåäåííûì âûøå.

Åñëè èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ñôîð-
ìèðîâàòü d ðàâåíñòâ (25), îáùàÿ ìîäåëü ïðèìåò âèä

n1n212111 ab+...+ab+ab  = 0,
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

ndn2d21d1 ab+...+ab+ab = 0,                    (28)

–1 ≤ b ij  ≤ 1; d,1i = ; n,1j = ,

a j  ≥ 0; a j  ≥ 1; 1a
n

1j
j =∑

=
.

Â îáùåì ñëó÷àå ýêñïåðòíàÿ èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿ-
åò ïîñòðîèòü íåêîòîðóþ êîìïîçèöèþ íåðàâåíñòâ è
ðàâåíñòâ. Îêîí÷àòåëüíàÿ îáùàÿ ìîäåëü îïðåäåëåíèÿ
âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ a i  áóäåò èìåòü âèä

n1n212111 ab+...+ab+ab  ≤ 0,
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

nmn2m21m1 ab+...+ab+ab ≤ 0,

n1+m21+m11+m ab+...+ab+ab = 0,               (29)
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

nN2N1N ab+...+ab+ab  = 0,

-1 ≤b ij ≤ 1; N,1i = ; n,1i = ,

a i  ≥ 0; a i  ≤� 1; 1a
n

1i
i =∑

=
.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü
ìàòðèöó îòíîñèòåëüíûõ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ À
íà îñíîâå ìîäåëè (29). Âñå ñîîòíîøåíèÿ, âõîäÿùèå
â (29), ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ
a i  è â ñèëó ýòîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëóïëîñêîñòè
(íåðàâåíñòâà) è ïëîñêîñòè (ðàâåíñòâà), îãðàíè÷èâà-
þùèå â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðûé âûïóê-
ëûé [5] ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé W ìàòðèöû À.
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Ïðåäëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîä ðåøå-
íèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðàâèëüíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ â ïîëîñå ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé èñ-
õîäíûõ äàííûõ, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè íîâîãî
ïðèëîæåíèÿ [8-11] èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà [12-14] â ãåî-
ìåòðèè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ

ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì
ñòîðîí è ïîëîñà, èñõîäíûå äàííûå î êîòîðûõ çàäàíû
ñ îïðåäåëåííûìè ïîãðåøíîñòÿìè. Íåîáõîäèìî ðàçìå-
ñòèòü äàííîå ìíîæåñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ â ïîëîñå ñ
ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ òàê, ÷òîáû
äëèíà çàíÿòîé ÷àñòè ïîëîñû áûëà ìèíèìàëüíîé.

Ôîðìàëèçóåì ìíîæåñòâî èñõîäíûõ äàííûõ Q
ñëåäóþùèì îáðàçîì: Jk = {1,2,...,k} - èíäåêñíîå
ìíîæåñòâî; Ω – ïîëîñà øèðèíû w è äëèíû l (ïîä
äëèíîé ïîëîñû ïîíèìàåòñÿ äëèíà çàíÿòîé åå ÷àñòè
êàê ðåçóëüòàò êàêîãî-ëèáî ðàçìåùåíèÿ); XOY –

ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ïîëîñû Ω; �νw
0  –

èñõîäíàÿ ïîãðåøíîñòü øèðèíû ïîëîñû Ω ïî îñè OY

(ïîëàãàåì, ÷òî νw
0 ≥0); νl

0 – èñõîäíàÿ ïîãðåøíîñòü

äëèíû ïîëîñû Ω ïî îñè OX (ïîëàãàåì, ÷òî νl
0 ≥0);

n – ÷èñëî ðàçìåùàåìûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ; �Si, i∈Jn
– i-é ìíîãîóãîëüíèê ïîñòàâëåííîé çàäà÷è; ���m –
÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà Si; XOiY, i∈Jn –
ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ìíîãîóãîëüíèêà Si (â
äàëüíåéøåì Oi – ïîëþñ ìíîãîóãîëüíèêà Si); Ri, i∈Jn
– ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ìíîãîóãîëü-

íèêà Si; �ν νxi yi
0 0, , i∈Jn – èñõîäíûå ïîãðåøíîñòè

çàäàíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà Si ñîîòâåòñòâåííî ïî îñÿì

OiX è OiY (ïîëàãàåì, ÷òî νxi
0 ≥0, νyi

0 ≥0).
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå: ��νl – ïî-

ãðåøíîñòü äëèíû çàíÿòîé ÷àñòè ïîëîñû Ω; ��νR i , i∈Jn

– ïîãðåøíîñòü ðàäèóñà Ri (νR i =θ ν ν ( , )xi yi
0 0 , ãäå θ –

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ àðèôìåòè÷åñêîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà R2 ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ â
èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ); xi, yi, i∈Jn – êîîðäè-
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íàòû ïîëþñà Oi â ñèñòåìå êîîðäèíàò XOY; �ν νxi yi
, ,

i∈Jn – ïîãðåøíîñòè êîîðäèíàò ïîëþñà Oi â ñèñòåìå
êîîðäèíàò XOY.

Çàìå÷àíèå 1. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ïîëàãàåì,
÷òî ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ äîëæíû óäîâëåò-

âîðÿòü óñëîâèÿì: νw
0 ,νl

0≤ν*; ν νxi yi
0 0, ≤ν*, i∈Jn (ν*=const

– ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü).
Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàòåðèàëü-

íûõ îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ ïåðåìåííûìè ìåòðè÷åñ-
êèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ïî-
ãðåøíîñòÿìè èñõîäíûõ äàííûõ, ïðåäëàãàþòñÿ èí-
òåðâàëüíûå, ðàññìàòðèâàåìûå êàê òî÷å÷íûå ìíîæå-
ñòâà èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòîò ïîäõîä ê ó÷åòó
ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
îáúåêòîâ ðàçìåùåíèÿ (îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ è ðàçìå-
ùàåìûõ îáúåêòîâ) îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ýëå-
ìåíòîâ èíòåðâàëüíîé ãåîìåòðèè [8-11].
2. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îáúåêòîâ ðàçìåùåíèÿ â
èíòåðâàëüíîì âèäå

Çàäàäèì ñîîòâåòñòâèå δ ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæå-
ñòâà èñõîäíûõ äàííûõ Q è ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà
R2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ(νxi
0 )=(0,νxi

0 ), δ(νyi
0 )=(0,νyi

0 ), i∈Jn; δ(νl
0)=(0, νl

0),

δ(νw
0 )=(0, νw

0 ), δ(w, νw
0 )=(w, νw

0 ).          (1)

Ó÷èòûâàÿ ãîìåîìîðôèçì h [8] ïðîñòðàíñòâ R2 è

Is(R), ãäå Is(R) = { U u u= ,ν u=(c+d)/2∈ R1, νu=(d-
c)/2∈ R1, [c,d]⊂ R1} – ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî
öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ [8], ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

h((0, νxi
0 ))= 0 0, νxi , h((0, νyi

0 ))= 0 0,νyi , i∈Jn,

h((0, νl
0)) = 0 0,νl , h((0, νw

0 ))= 0 0,νw ,

h((w, νw
0 ))= w, wν0 .                  (2)

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ [8,10]:

a X b Y c

a X b Y c

a X b Y c

c

c

m m m cm

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

0

ϕ ϕ ν

ϕ ϕ ν

ϕ ϕ ν

( ) ( ) , ,

( ) ( ) , ,

. . .

( ) ( ) , ,

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≥














      (3)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî  S ⊂ Is R2 ( ) ,

ãäå Is R2 ( )= Is(R) x Is(R) [10]. Â (3) èñïîëüçîâàíî
îáîçíà÷åíèå:







<λλ

≥λλ
=λϕ

,0  если  ,U

,0 если  ,U
)U(

λ∈ R1; u,uU ν−=  – èíòåðâàë, ñîïðÿæåííûé èí-

òåðâàëó U  [8].
Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà S îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùåé ñèñòåìîé èíòåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ:

a X b Y c

a X b Y c

a X b Y c

c

c

m m m cm

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

0

ϕ ϕ ν

ϕ ϕ ν

ϕ ϕ ν

( ) ( ) , ,

( ) ( ) , ,

. . .

( ) ( ) , ,

+ + >

+ + >

+ + >















∗

∗

∗

        (4)

ãäå ν ν νc j j x j ya b∗ = − − , j∈Jm.

Èç ñèñòåìû (3) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî S èìååò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ èíòåðâàëüíûìè ïðÿìûìè
[10] L1, L2,...,Lm, çàäàííûìè ñîîòâåòñòâåííî èíòåð-
âàëüíûìè óðàâíåíèÿìè [10]:

a X b Y c

a X b Y c

a X b Y c

c

c

m m m cm

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

0

ϕ ϕ ν

ϕ ϕ ν

ϕ ϕ ν

( ) ( ) , ,

( ) ( ) , ,

. . . . . .

( ) ( ) , .

+ + =

+ + =

+ + =

                                (5)

Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî èíòåðâàëüíûå ïðÿìûå ñîñòàâ-
ëÿþò íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ìíîæå-
ñòâó S ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëüíûå îòðåçêè [11]:

[ A A1 2, ] ⊂ L1, ... , [ A Am m−1, ] ⊂ Lm-1,

[ A Am , 1 ] ⊂ Lm ,                  (6)

ãäå A1  = Lm ∩ L1, A j , j∈{2,...,m} – òî÷êà ïåðåñå-

÷åíèÿ èíòåðâàëüíûõ ïðÿìûõ Lj-1 è Lj.
Òàêèì îáðàçîì, èíòåðâàëüíûå îòðåçêè (6) îáðàçó-

þò èíòåðâàëüíóþ ëèíèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïè-
ñàíà íåêîòîðûì èíòåðâàëüíûì óðàâíåíèåì âèäà

 F( X Y, )= 0 .                (7)
Îïðåäåëåíèå 1. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ òî÷åê,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (4) è óðàâíåíèþ (7),
íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì èíòåðâàëüíûì m-óãîëüíèêîì

[11] S*, åñëè íà ïîäïðîñòðàíñòâå R xy
2  ⊂Is R2 ( )  ñèñòåìà

íåðàâåíñòâ (3) îïðåäåëÿåò âûïóêëûé m-óãîëüíèê, à

íà ïîäïðîñòðàíñòâå R
x yν ν

2
⊂Is R2 ( )  ñèñòåìà èíòåð-

âàëüíûõ íåðàâåíñòâ















≥ν+ϕ+ϕ

≥ν+ϕ+ϕ

≥ν+ϕ+ϕ

∗∗

∗∗

∗∗

,0,c)Y(b)X(a

...

,0,c)Y(b)X(a

,0,c)Y(b)X(a

rmc2mm

r2c222

r1c111

      (8)

ãäå νc i
∗∗  = νc sign (νc i ),νc = max { ν ν νc c cm1 2

, , . . . , },

sign (νc i )= 









<ν−

>ν

=ν

,0  если  ,1

,0  если  ,1

,0  если  ,0

ic

ic

ic

, i∈Jm ,

r( U ) = νu , òàêæå îïðåäåëÿåò âûïóêëûé m-óãîëü-
íèê.

Ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ
(7), íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé ãðàíèöåé âûïóêëîãî
èíòåðâàëüíîãî m-óãîëüíèêà S* è îáîçíà÷àåòñÿ frS*
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[11]. Ïðè ýòîì èíòåðâàëüíûå îòðåçêè [ A A1 2, ],...,

[ A Am m−1, ], [ A Am , 1 ] íàçûâàþòñÿ ñòîðîíàìè
âûïóêëîãî èíòåðâàëüíîãî m-óãîëüíèêà, à òî÷êè

A A1 2, ,..., A Am m−1 ,  – âåðøèíàìè âûïóêëîãî
èíòåðâàëüíîãî m-óãîëüíèêà S* [11].

Çàìå÷àíèå 2. Âûïóêëûé èíòåðâàëüíûé m-óãîëü-
íèê S* ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì ìíî-

æåñòâîì âIs R2 ( )  â ñèëó òîãî, ÷òî frS* ⊂ frS*.
Îïðåäåëåíèå 2. Âûïóêëûé èíòåðâàëüíûé ÷åòûðå-

õóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì ïðÿìîóãîëü-

íèêîì [11], åñëè íà ïîäïðîñòðàíñòâàõR xy
2  èR

x yν ν
2

ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ (3) è (8) ñîîòâåò-
ñòâåííî îïðåäåëÿþò ïðÿìîóãîëüíèêè.

Îïðåäåëåíèå 3. Âûïóêëûé èíòåðâàëüíûé m-
óãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì èíòåðâàëüíûì m-

óãîëüíèêîì, åñëè íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ R xy
2  èR

x yν ν
2

ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ (3) è (8) ñîîòâåò-
ñòâåííî îïðåäåëÿþò ïðàâèëüíûå m-óãîëüíèêè.

Îñíîâûâàÿñü íà îïðåäåëåíèÿõ 2,3 è ó÷èòûâàÿ
èñõîäíûå äàííûå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, àíàëèòè÷åñ-
êîå îïèñàíèå èíòåðâàëüíîé ïîëîñû Ω ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê

 Ω = int Ω ∪ fr Ω,                 (9)
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  =   fr  Ω

à  àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðàâèëüíîãî èíòåðâàëü-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà Si – êàê

 Si = int Si ∪ fr Si ,             (10)
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ν ν νc
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ya b( ) ( ) ( )= − − , p∈Jm; c R
mi i= cos
π

,

ν ν
π

ci R i m
= cos , ν ν νR i x i yi

= +( ) ( )0 2 0 2 .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ ïðàâèëüíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ Si ⊂ R2, i∈Jn â ïîëîñå Ω⊂ R2 ñ
ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ ïðàâèëüíûõ èíòåð-

âàëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ Si ⊂ Is R2 ( ) , i∈Jn (10) â

èíòåðâàëüíîé ïîëîñå Ω⊂Is R2 ( )  (9).

3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è
Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ìîäåëü ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è èìååò âèä
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≠∈∅=
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.ji,Jj,i,clcl
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nji

nii
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  SS


Ω
       (11)

3.1. Óñëîâèÿ ðàçìåùåíèÿ ïðàâèëüíîãî èíòåðâàëü-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà â èíòåðâàëüíîé ïîëîñå.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå èíòåðâàëüíîãî êàñàíèÿ, ââå-
äåííîå â ðàáîòå [11], óñëîâèÿ ðàçìåùåíèÿ ìíîãî-
óãîëüíèêà Si â ïîëîñå Ω ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñòðóêòóðû [2] èíòåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ:
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 ′σ ( (( ), ), ,Fi iZ L ∆1 4) ,                 (12)

ãäåF Fi i i i i lZ L X Y l(( ), ) (( , ), , )= ν  – íàáîð èí-
òåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ âèäà
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3.2. Óñëîâèÿ âçàèìíîãî íåïåðåñå÷åíèÿ ïðàâèëü-
íûõ èíòåðâàëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Óñëîâèÿ âçàèìíîãî íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ Si è Sj â ñëó÷àå, åñëè m – ÷åòíîå, îïèñûâàþòñÿ
ñòðóêòóðîé èíòåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ:

 ′′σ ( (( ), ( )), , )Fij i jZ Z m∆0 ,            (13)
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íàáîð èíòåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ âèäà
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Â ñëó÷àå æå, êîãäà m íå÷åòíîå – ñòðóêòóðîé
èíòåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ:
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (11)—(14), ìàòåìàòè÷åñ-
êàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå
áóäåò èìåòü âèä

 arg min L ,                  (15)
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Çàìå÷àíèå 3. Ïðè νw
0 =0, νl

0=0; νxi
0 =0, νyi

0 =0, i∈Jn

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (15), (16) ñîâïàäàåò ñ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëüþ èäåàëèçèðîâàííîé îïòèìèçàöè-
îííîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ â ïîëîñå [7].
4. Ïðåäñòàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R4n+2

Â ñèëó ñëîæíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (15),
(16), ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íåïîñðåä-
ñòâåííî â èíòåðâàëüíîì âèäå ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè
òðóäíîñòÿìè.

Â öåëÿõ èñïîëüçîâàíèÿ â äàëüíåéøåì ñóùåñòâó-
þùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷
ðàçìåùåíèÿ [3,7] ïåðåéäåì îò èíòåðâàëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ Is
g R( )  ê èçîìåòðè÷íûì èì åâêëèäîâûì

ïðîñòðàíñòâàì R2g, g∈Jn [8,10].

Ïóñòü èìååòñÿ îòîáðàæåíèå  ξ:Is
g R( )  → R2g   òàêîå,

÷òî  ξ(( u u1 1
,ν , u u2 2

,ν ,..., u g ug
,ν ))=
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=(u u uu u g ug1 1 2 2
, , , ,..., ,ν ν ν ). Ðàññìîòðèì îäèí èç ýëå-

ìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (15), (16) – èíòåð-

âàëüíîå ìíîæåñòâî D⊂Is
n R2 1+ ( ), îïèñûâàþùåå îá-

ëàñòü åå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.
Îñóùåñòâèì îòîáðàæåíèå ξ(D)=ID, âîñïîëüçî-

âàâøèñü ïðè ýòîì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, ââåäåííûì

â ïðîñòðàíñòâå Is R2( )  [8,10].
Ëþáîå èíòåðâàëüíîå íåðàâåíñòâî âèäà
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=−−+−

>−−+−













ãäå k
m3 = cos
π

, k
mij ij

( ) ( )cos( )1 1= −
π

γ ,

k
mij ij

( ) ( )cos( )2 2= −
π

γ ,  k ij ij
( ) ( )cos3 1= γ , k ij ij

( ) ( )cos4 2= γ .

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, îïèñûâàåìîå ñèñòåìîé
(17), ÷åðåç χ i , à ìíîæåñòâà, îïèñûâàåìûå ñîâîêóï-

íîñòÿìè (18),(19), — ÷åðåçχ ij
m( )  èχij

m( )2  ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé îáðàç ID
èíòåðâàëüíîãî ìíîæåñòâà D â ïðîñòðàíñòâå R4n+2

ïðèìåò âèä ID: [ χi
i

n

=1
 ]∩[

χij
k

i j
i j

n
( )

, =
≠

1
 


].

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ìíîæåñòâà ID.
1. Ìíîæåñòâî ID⊂ R4n+2.
2. Âñå ñîîòíîøåíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â îïèñàíèè

ìíîæåñòâà ID, ëèíåéíû, à ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíèöà ID
êóñî÷íî-ëèíåéíà.

3. Ìíîæåñòâî χ i  (17) ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì, íè
çàìêíóòûì, âûïóêëûì.

4. Ìíîæåñòâà χ ij
m( ) ,χij

m( )2  (18), (19) ÿâëÿþòñÿ íè

îòêðûòûìè, íè çàìêíóòûìè, íåîãðàíè÷åííûìè,
íåâûïóêëûìè.

5. Ìíîæåñòâî ID ïðè n≥2 â îáùåì ñëó÷àå íåâû-
ïóêëî – îíî ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè n âûïóêëûõ (17)

è 2Cn
2  íåâûïóêëûõ (18), (19) ìíîæåñòâ.

6. Ìíîæåñòâî ID, ID≠int ID, ID≠cl ID, ëåæèò â

ïåðåñå÷åíèè n+2Cn
2  íè îòêðûòûõ, íè çàìêíóòûõ

ìíîæåñòâ.
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Ýëåìåíòîì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (15), (16) ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêæå ôóíêöèÿ öåëè. Ïðè ïåðåõîäå îò èíòåð-
âàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê åâêëèäîâûì â êà÷åñòâå ôóí-
êöèè öåëè âûáåðåì âåëè÷èíó l.

Òîãäà, â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî ïåðåõîäà, ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü (15), (16) ïðèìåò âèä:

 arg min l,                     (20)
(( ) , , )Z ln lν ∈ID;

 ID: [ χi
i

n

=1
 ]∩[

χij
k

i j
i j

n
( )

, =
≠

1
 


],                (21)

ãäå( )Z n  =( , , , ,..., , , , )x y x yx y n xn n yn1 1 1 1
ν ν ν ν ∈ R4n.

5. Ìåòîä ðåøåíèÿ
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (20), (21) ïðåäëàãàåòñÿ èñ-

ïîëüçîâàòü ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö,
ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ ðåøåíèÿ êëàññà îïòèìèçàöè-
îííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ [3,7].

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî Es ⊂ Rs íàçûâàåòñÿ
ïñåâäîìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì ðàçìåðíîñòè s,
åñëè îíî çàäàíî ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé ψ* ëèíåé-
íûõ íåðàâåíñòâ (êàê ñòðîãèõ, òàê è íåñòðîãèõ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T* íàáîð óðàâíåíèé, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò âñåì íåðàâåíñòâàì ψ*.

Îïðåäåëåíèå 5. Òî÷êà x∈Cr Es íàçûâàåòñÿ ïñåâ-
äîâåðøèíîé Es, åñëè åå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû íå ìåíåå ÷åì s óðàâíåíèé íàáîðà T*,
ñðåäè êîòîðûõ s ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ.

Òåîð åìà .  Åñëè ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ öåëè f äîñòè-
ãàåò ñâîåãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå
x0 ∈ Es, òî x0 – ïñåâäîâåðøèíà Es.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ öåëè f íå ìîæåò äîñòèãàòü ìèíèìóìà íà int Es,
ò.å. îíà äîñòèãàåò åãî íà fr Es. Ãðàíèöà Es ñîñòîèò èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ Es-1, îïèñàíèå êàæäîãî èç
êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì çàìåíû íåðàâåíñòâà ψ*
ñîîòâåñòâóþùèì óðàâíåíèåì íàáîðà T*. Ïóñòü ìè-
íèìóì äîñòèãàåòñÿ íà îäíîì èç òàêèõ Es-1. Ïîñêîëüêó
ñóæåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè f íà ëèíåéíîå ìíîãîîá-
ðàçèå ðàçìåðíîñòè s–1, ñîäåðæàùåå Es-1, îñòàåòñÿ
ëèíåéíîé ôóíêöèåé, òî åå ìèíèìóì âíîâü íå ìîæåò
äîñòèãàòüñÿ íà int Es-1, ò.å. äîñòèãàåòñÿ íà fr Es-1.
Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî f íå
ìîæåò äîñòèãàòü ìèíèìóìà íà int E1. Îïèñàíèå E1
ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì çàìåíû s–1 íåðàâåíñòâ ψ* ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè íàáîðà T*.

Èòàê, ìèíèìóì f ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèøü íà fr E1.
Äàííàÿ ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé íàáîð
òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé s
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé íàáîðà T*. Èç
óñëîâèÿ òåîðåìû âèäíî, ÷òî òî÷êà x0 ∈ Es. Çíà÷èò,
òî÷êà x0 ∈ Cr Es, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîâåðøèíîé Es.

Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ öåëè l çàäà÷è (20), (21) äîñòè-
ãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â ïñåâäîâåðøèíàõ ID.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ò={tj}, j=1,2,...,(4kCn
2 +8n) íàáîð

óðàâíåíèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåðàâåíñòâàì,
ó÷àñòâóþùèì â îïèñàíèè ID. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåä-
ñòâèå, äëÿ ðåøåíèÿ (20), (21) ìîæíî ïðèìåíèòü
ñòðàòåãèþ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé èç íàáîðà Ò,
îïèñûâàþùèõ âñå ïñåâäîâåðøèíû îáëàñòè ID.
5.1. Ïîñòðîåíèå äåðåâà ðåøåíèé

Ñòðóêòóðà äåðåâà ðåøåíèé â íàøåì ñëó÷àå îáëà-
äàåò íåêîòîðîé ñïåöèôèêîé, îáóñëîâëåííîé îñîáåí-

íîñòÿìè óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â íàáîð Ò. À èìåííî,
êàê âèäíî èç (17)—(19), óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå
ïåðåìåííûå xi, yi, i∈Jn; l, è óðàâíåíèÿ, âêëþ÷àþùèå

ïåðåìåííûåν νxi yi
, , i∈Jn; νl, æåñòêî ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé, òàê êàê îáðàçóþò ñèñòåìû. Ó÷èòûâàÿ ýòî,
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðåøåíèé îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êîðíþ äåðåâà ðåøåíèé
ïðîñòðàíñòâî R4n+2.

Êàæäîé âåðøèíå i-ãî óðîâíÿ (i≤ 2n-1, i – íå÷åò-
íîå) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Li ðàçìåð-
íîñòè 4n-2i+2, ïîëó÷åííîå êàê ïåðåñå÷åíèå ëèíåé-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ Li-1 ñ äâóìÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè,
óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è ñîäåðæàò
ïåðåìåííóþ xi è ïåðåìåííóþ νxi

 ñ íåíóëåâûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî. À âñÿêîé âåðøèíå
j-ãî óðîâíÿ (j≤2n, j – ÷åòíîå) îòâå÷àåò ëèíåéíîå
ìíîãîîáðàçèå Lj ðàçìåðíîñòè 4n-2j+2, ïîëó÷åííîå
êàê ïåðåñå÷åíèå ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Lj-1 ñ äâóìÿ
ãèïåðïëîñêîñòÿìè, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé è ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ yj è ïåðåìåííóþ νy j
ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ïîñëåäíåì – (2n+1)-ì – óðîâíå äåðåâà êàæäàÿ
åãî âåðøèíà ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ïðîñòðàíñòâà R4n+2.
Ýòà òî÷êà ïîëó÷åíà êàê ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî
ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ L2n ñ äâóìÿ ãèïåðïëîñêîñ-
òÿìè, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è
ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ l è ïåðåìåííóþ νl ñ íåíóëåâû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäàÿ âåð-
øèíà 2n-ãî óðîâíÿ èìååò n ïîòîìêîâ [15], òàê êàê
êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ l è νl ñ íåíóëåâûìè êîýôôè-
öèåíòàìè âõîäèò â n óðàâíåíèé íàáîðà T.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ èíäåê-
ñîâ p,r,q íåêîòîðûå èç êîýôôèöèåíòîâ a p( ) , ~ ( )b r ,b q( )

îáðàùàþòñÿ â íîëü, à èìåííî: a p( )=0 ïðè p=[m/4]+1

èëè p=m-[m/4], åñëè m ≡ 2 (mod 4); ~ ( )b r =0 ïðè r=[m/

2]+1 è b q( )=0 ïðè q=m. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ÷èñëî ñèñòåì
óðàâíåíèé, ïîñòðîåííûõ íà (2n+1)-ì óðîâíå, ðàâíî
âåëè÷èíå

k* = 













≡
+−+−

≡
+−+−−

≡+−

2).  mod(  1  m  если   
  ,]2)1n(2)- m2[(]2)1n( m2[ n

4),  mod( 2  m  если   
  ,]2)1n( m[]2)1n)(2m[( n

4),  mod( 0  m  если  ,]2)1n( m[ n

nn

nn

n2

5.2. Ïîñòðîåíèå íàáîðà ïðàâèë îòñå÷åíèÿ
Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è (20), (21) ïðîèñõîäèò

èñêëþ÷åíèå òåõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ
íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ðàçìåùåíèÿ â îáëàñòè
(17); óñëîâèÿì âçàèìíîãî íåïåðåñå÷åíèÿ (18), (19);
ëèáî óâåëè÷èâàþò çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè (20).
Îöåíî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè ïåðåîïðåäåëÿåò-
ñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êàæäîé èç óïîìÿíóòûõ âûøå
ñèñòåì, ïîñòðîåííûõ ïðè ïðîõîæäåíèè äåðåâà ðåøå-
íèé. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ñèñòåì óðàâíåíèé, êîòî-
ðûå íåîáõîäèìî ðåøàòü íà ïîñëåäíåì – (2n+1)-ì –
óðîâíå (à òàêæå íà áîëåå âûñîêèõ óðîâíÿõ), ïðåäëî-
æåí ýôôåêòèâíûé íàáîð ïðàâèë îòñå÷åíèÿ áåñïåð-
ñïåêòèâíûõ âåðøèí äåðåâà ðåøåíèé, áàçèðóþùèéñÿ
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íà ïðàâèëàõ îòñå÷åíèÿ, ïðèâåäåííûõ â ðàáîòàõ [3,7],
è îñîáåííîñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (20), (21).

Â äàëüíåéøåì óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:
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p∈ Jn, r∈ Jn, q∈ Jn.
Ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 1. Åñëè íà g-ì óðîâíå â

ñèñòåìå, îïðåäåëÿþùåé âåðøèíó äåðåâà ðåøåíèé,

ñîäåðæèòñÿ ìåíåå ÷åì g-n-1 ïîäñèñòåì âèäà s i jv
h( ) ( , ) ,

òî äàííàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé.
Ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 2. Åñëè íà íåêîòîðîì íå÷åò-

íîì óðîâíå äåðåâà ðåøåíèé âûáðàíà ïîäñèñòåìà

s i jv
h( ) ( , ) , òî íà ñëåäóþùåì óðîâíå ïîäñèñòåìûs i jv

h( ) ( , )
ñ òåìè æå èíäåêñàìè ³ è j íå âûáèðàþòñÿ.

Ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 3. Åñëè ïîñòðîåííàÿ â íåêî-
òîðîé âåðøèíå äåðåâà ðåøåíèé ñèñòåìà ñîäåðæèò
ïîäñèñòåìó âèäà
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ãäå ht∈Jm, vt∈{2,3}, it∈Jn, it ≠is, t,s∈J3, òî äàííàÿ
âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé.

Ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 4. Åñëè ïîñòðîåííàÿ â íåêî-
òîðîé âåðøèíå äåðåâà ðåøåíèé ñèñòåìà ñîäåðæèò
ïîäñèñòåìó âèäà
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ãäå ht∈Jm, vt∈{2,3}, it∈Jn, it ≠is, t,s∈J3, è ýòà ïîäñèñòåìà
îïðåäåëÿåò âíóòðåííþþ òî÷êó îáëàñòè ID, òî äàííàÿ
âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé.

Ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 5. Åñëè íà 2n-ì óðîâíå â
ñèñòåìå, îïðåäåëÿþùåé âåðøèíó äåðåâà ðåøåíèé,

îòñóòñòâóåò ïîäñèñòåìà si
( )1  èëè s j

( )3 , òî äàííàÿ
âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé.

Ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 6. Åñëè íà ïåðâûõ óðîâíÿõ
äåðåâà ðåøåíèé (äî 2n âêëþ÷èòåëüíî) â ñèñòåìó,
îïðåäåëÿþùóþ âåðøèíó, âêëþ÷åíû ïîäñèñòåìû si

( )2 ,
òî íà (2n+1)-ì óðîâíå ýòè ïîäñèñòåìû â ôîðìèðî-
âàíèè ñèñòåìû íå ó÷àñòâóþò è ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîäñèñòåìû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå ïðàâèëà
îòñå÷åíèÿ 7, ðàññìîòðèì âîïðîñ î íàõîæäåíèè òî÷-
íûõ íèæíåé è âåðõíåé îöåíîê îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (20), (21). Äëÿ ýòîãî ââåäåì äîïîëíèòåëü-
íûå îáîçíà÷åíèÿ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Ω0 – ïîëîñà Ω
áåç ó÷åòà ïîãðåøíîñòåé (νw

0 =0, νl
0 =0):

Ω0={(x,y)∈R2x∈[0;l], y∈[0;w]}; �Ω- – ïîëîñà Ω ñ
ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûìè ðàçìåðàìè: Ω-

={(x,y)∈R2x∈[0+νl
0;l], y∈[0+νw

0 ;w-νw
0 ]}; Ω+ – ïîëî-

ñà Ω ñ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûìè ðàçìåðàìè:

Ω+={(x,y)∈R2x∈[0-νl
0;l], y∈[0-νw

0 ;w+νw
0 ]}; �Si

0 , i∈Jn

– ìíîãîóãîëüíèê Si áåç ó÷åòà ïîãðåøíîñòåé; R i
0 , i∈Jn

– ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ìíîãîóãîëü-

íèêà Si
0 (νR i =0); Si

− , i∈Jn – ìíîãîóãîëüíèê Si ñ

ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûìè ðàçìåðàìè; R i
− , i∈Jn –

ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ìíîãîóãîëü-

íèêà Si
− (R i

− =Ri-νR i ); Si
+ , i∈Jn – ìíîãîóãîëüíèê Si ñ

ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûìè ðàçìåðàìè; R i
+ , i∈Jn –

ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ìíîãîóãîëü-

íèêà Si
+ (R i

+ =Ri+νR i ).
Åñëè â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ â çàäà÷å îïòè-

ìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðàâèëüíûõ îðèåíòèðîâàí-
íûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ â ïîëîñå áåç ó÷åòà ïîãðåøíî-

ñòåé [7] âûáðàòü: 1) Ω0 è Si
0 , i∈Jn; 2) Ω+ è Si

− , i∈Jn;

3) Ω- è Si
+ , i∈Jn, òî â ïåðâîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ

òî÷íîå ðåøåíèå l0 äëÿ èäåàëèçèðîâàííîãî ñëó÷àÿ, âî
âòîðîì – òî÷íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà l- îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (20), (21), â òðåòüåì – òî÷íàÿ âåðõíÿÿ
îöåíêà l+ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (20), (21).

Ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 7. Åñëè ïîñòðîåííàÿ â âåðøè-
íå g-ãî óðîâíÿ äåðåâà ðåøåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé
ìîæåò áûòü ðåøåíà (êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò

ñ êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ), íî max ( )
i Js

i ix R
∈

+ ∉ [l-,

l+] (s=g/2, åñëè g - ÷åòíîå; s=[g/2]+1, åñëè g -
íå÷åòíîå; s=[g/2], åñëè g=2n+1) èëè íàéäåííûå
ðåøåíèÿ íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (17)—(19), òî
äàííàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé.
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6. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäó-

þùèå èñõîäíûå äàííûå: w=20; νw
0 =0,08; νl

0=0,05;
m=6; n=7; R1=3; R2=4,1; R3=2,7; R4=3,7; R5=2,2;

R6=1,8; R7=2; νx1
0 0 09= , ; νx2

0 01= , ; νx3
0 0 05= , ;

νx4
0 012= , ; νx5

0 0 01= , ; νx6
0 0 02= , ; νx7

0 0 03= , ;

νy1
0 0 03= , ; νy2

0 014= , ; νy3
0 0 06= , ; νy4

0 0 07= , ;

νy5
0 0 04= , ; νy6

0 0 05= , ; νy7
0 0 05= , .

Ïðèìåíÿÿ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èçëî-
æåííûé âûøå ìåòîä, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò: òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (20), (21) ðàâíî: l =10,8577.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ, òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ èäåàëèçèðîâàí-
íîãî ñëó÷àÿ ðàâíî: l0=10,503, à òî÷íûå íèæíÿÿ è
âåðõíÿÿ îöåíêè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (20),
(21) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî: l-= 9,657, l+=11,1442.
Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî l-< l0<l< l+, ïðè÷åì ïðåä-
ëîæåííûé â ðàáîòå àëãîðèòì ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü
âåðõíþþ îöåíêó l+ íà 0,0965.
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ÁÀÇÈÑÛ ÔÎÊÓÑÈÐÎÂÊÈ È
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ÄÈÊÀÐÅÂ Â.À.

Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ìåðû ôîêóñèðîâêè, áàçèñà ôîêó-
ñèðîâêè è áàçèñà ñòàáèëèçàöèè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû èõ
ïðèìåíåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ,
êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñèñòåìàìè óðàâíåíèé
Êîëìîãîðîâà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðîöåññàìè ôî-
êóñèðîâêè è ñòàáèëèçàöèè  [1—4]. Ôîêóñèðîâêà è
ñòàáèëèçàöèÿ èìåþò ìåñòî â ñèñòåìàõ,ýâîëþöèÿ
êîòîðûõ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ìàðêîâñêèõ
ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé. ßâëåíèÿ ôîêóñèðîâêè è ñòàáèëè-
çàöèè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ âîçäåé-
ñòâèÿõ íà ïðîöåññ åãî îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè
(âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè è
äð.) ñ èçìåíåíèåì âðåìåíè âñå ìåíåå îòëè÷àþòñÿ îò
íàïåðåä çàäàíûõ çíà÷åíèé. Ýòè âîçäåéñòâèÿ ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òî ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íåîáõîäèìûé
äëÿ ôîêóñèðîâêè è ñòàáèëèçàöèè, ìîæíî ñäåëàòü
ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Â ñòàòüå îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëåíî èìåííî ýòîìó ñëó÷àþ. Îáùèé ñëó÷àé, êîãäà
âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ôîêóñèðîâêè è ñòàáèëèçà-
öèè, ïðîèçâîëüíî, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â [1,2] ïîêàçàíî, ÷òî ôîêóñèðîâêà â òî÷êå t0

ìîæåò èìåòü ìåñòî, åñëè ýëåìåíòû λ i j t( )  èíôèíè-

òåçèìàëüíîé ìàòðèöû Λ( )t  (âñå èëè èõ ÷àñòü) ïðè t t0↑
áûñòðî âîçðàñòàþò. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì â òî÷-

êå t0  ðàçðûâû ôóíêöèé λi j t( )   äîëæíû áûòü íåèí-
òåãðèðóåìû (ñëó÷àé òî÷íîé ôîêóñèðîâêè) èëè ïî÷òè
íåèíòåãðèðóåìû (ñëó÷àé s-ôîêóñèðîâêè). Åñëè êðî-
ìå ýòîãî âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ (ñì. [2,4]),

òî ïðè t t0↑ :
à) äëÿ ñëó÷àÿ òî÷íîé ôîêóñèðîâêè

P S tj 0( , ) → π j ;                     (1)
á) äëÿ ñëó÷àÿ s-ôîêóñèðîâêè

lim P S t

lim P S t - , + ).    
t t0

j 0

t t0
j 0 j

↑

↑

∈ − +

∈

( , ) ( , ),

( , ) (

π σ π σ

π σ π σ

j j

j          (2)

Çäåñü èíäåêñîì j íóìåðóþòñÿ ñîñòîÿíèÿ π j >0,

π j
j

=∑ 1, (1) è (2) äîëæíû âûïîëíÿòñÿ äëÿ âñåõ

ñîñòîÿíèé; âåëè÷èíà s â (2) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ

ïî âñåì ~σ , äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ (2) èìåþò ìåñòî.
Ñëó÷àé òî÷íîé ôîêóñèðîâêè ñâÿçàí ñ áåñêîíå÷íûìè
ýíåðãîçàòðàòàìè è ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé èäåàëèçàöè-
åé, ïîçâîëÿþùåé íàèáîëåå ïîëíî èññëåäîâàòü ïðî-


