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АВТОРЕГРЕССИИ ВЫСШИХ РАНГОВ ОШИБОК ПРЕДСКАЗАНИЯ

Введение
Негауссов случайный процесс описывается полным набором кумулянтных или момент- 

ных функций, учитывающих статистические связи высших порядков. Несмотря на то. что 
корреляционные связи являются наиболее важными при описании случайных процессов, при 
решения ряда задач статистического анализа негауссовых процессов следует учитывать ста­
тистические связи более высоких порядков [1 -  6].

Модели линейного предсказания, построенные на основе корреляционных [7] и момент- 
ных функций [8] негауссова случайного процесса, позволяют решать методом линейного 
предсказания ряд прикладных задач. Выбор типа используемой модели далеко не всегда 
имеет однозначное решение [7]. Поэтому при оценивании и подгонке моделей регрессии и 
авторегрессии (АР) существенное внимание уделяется исследованию остатков и ошибок 
предсказания [7. 9]. Их анализ позволяет выбрать наиболее подходящую модель авторегрес­
сии и уточнить оценки ее параметров.

При оценивании и подгонке обобщенных моделей линейного предсказания, исследование 
ошибок предсказания имеет ряд особенностей. Ошибки предсказания не должны иметь стати­
стических связей некоторого порядка, что дает возможность рассчитать параметры моделей. 
Однако они могут иметь статистические связи других порядков, которые также можно описы­
вать моделями линейного предсказания. Задача построения моделей линейного предсказания не- 
гауссовых ошибок предсказания остается неизученной в научной литературе. Решение этой за­
дачи позволит повысить эффективность анализа и обработки негауссовых процессов, расширить 
классы моделей линейного предсказания, уточнить применяемые модели.

В основу модели АР положена корреляция отсчета случайного процесса в текущий мо­
мент времени с некоторым конечным или бесконечным числом отсчетов в предыдущие мо­
менты времени. Такой вид регрессии называется авторегрессией. В уравнении АР текущий 
отсчет представляется взвешенной суммой предыдущих отсчетов с некоторыми коэффици­
ентами веса

*[/]=  £ ф [ . /М '- .Л + Ф ] ,  (О

где Ф[/] -  коэффициенты АР. £/[/] -  ошибки предсказания, представляющие собой некорре­
лированные случайные отсчеты, р  -  порядок модели АР.

Цель статьи -  разработка принципов построения обобщенной модели авторегрессии 
(ОАР) негауссовых ошибок предсказания АР и ОАР, вывод уравнений для расчета парамет­
ров модели.

В статье рассматриваются следующие задачи: обоснование возможности построения 
моделей ОАР ошибок предсказания, разработка полной модели ОАР иегауссова процесса.

Представление ошибок предсказания обобщенными моделями предсказания
Исследование ошибок предсказания позволяет оценить порядок, а также адекватность 

выбранной модели линейного предсказания случайному процессу. С этой целью анализиру­
ется корреляционная функция ошибок предсказания или ее СПМ. Если у гауссова процесса 
корреляционная функция ошибок предсказания лежит внутри некоторого доверительного 
интервала, то ее можно считать равной нулю, а ошибки предсказания выбранной модели не­
коррелированными.

Для иегауссова процесса некоррелированность ошибки предсказания не означает стати­
стической независимости его отсчетов [10]. Поэтому у таких процессов моментные функции 
выше второго порядка могут быть значимыми и содержать полезную информацию. В таких
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случаях для ошибок предсказания можно построить обобщенные модели линейного предска­
зания. Хотя существует множество комбинаций построения таких моделей, ниже будут рас­
смотрены несколько наиболее важных. Выбор способа построения комбинации моделей за­
висит от статистических характеристик процесса, цели исследования или требований и усло­
вий решаемой задачи.

Исследование случайных негауссовых процессов показывает, что некоторые процессы 
имеют заметное отличие в характере убывания корреляционной и моментных функций. Это 
приводит к тому, что частотные .характеристики обеляющих фильтров, построенные на осно­
ве обычных моделей линейного предсказания или обобщенных моделей, будут иметь суще­
ственные отличия. Поэтому при обелении негауссовых процессов ошибки предсказания, об­
ладая статистической независимостью для данного ранга и сдвига, могут иметь ненулевые 
моментные функции для иных рангов и сдвигов. Для уточнения модели в таких случаях 
можно построить обобщенные модели линейного предсказания ошибок предсказания. 

Уравнение ОАР модели г-го ранга имеет вид [8]

Ч ']  = I  “ Ф';к' - ' ит 1 - п + 4 х - ’ит  • о )
/ = 1

где индексы 1,к и могут принимать целые положительные и отрицательные значения

(включая 0), а их количество равно г - 2; ф ('*  “ [г] -  коэффициенты ОАР, а**' "[г]- стати­
стически независимые ошибки предсказания. Чтобы получить уравнения, по которым можно

вычислять ф(: необходимо левую и правую части (2) умножать на
*[* ~ / №  “  -  и] и взять математические ожидания

Р1,к,, .и I ,
У - и ] -  Е  у = 1, г, . . . ,р{ку_ и . (3)

/=|
Моменты негауссова процесса и ошибок предсказания связаны соотношением

тг = X  Ф1; к"- 'иЩтг [1 1 ] + т ^ ~ ‘зи .
/=1

Таким образом, зафиксировав в (3) индексы и вычислив коэффициенты

 ̂зная ^  ? из можно найти ошибку предсказания .

Модели ОАР ошибок предсказания модели АР
В модели АР гауссовых случайных процессов ошибки предсказания а[{] не только не­

коррелированные. но и не имеют статистических связей более высокого порядка. Однако для 
негауссовых процессов ошибки предсказания АР модели негауссовы и могут содержать ста­
тистические связи высокого порядка, а их моментные функции отличны от нуля. Следова­
тельно. описанную выше модель ОАР можно применять к представлению ошибок предска­
зания в виде ОАР процессов.

Модель ОАР третьего ранга ошибок предсказания, для которых будем использовать
обозначение ф ]  = [/], где нижний индекс показывает ранг модели для которой определя­
ется ошибка предсказания, описывается рекуррентным выражением

%  И  = Г  Ф 1 № 2  Гг “  г'Э + й ’ И )
1 = 1

где а1аЩ -  ошибка предсказания модели ОАР ошибки предсказания а2[(], для которой мо- 
ментная функция третьего порядка для сдвига / равна нулю. т. е.

Е Й „ [Ф 2[' -  Ла2[> - ! ] ) = Щ « У Ф з ф - Ф з * [ '- /]}  = 0 , 0 < } . ( 5 )
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Умножив левую и правую части (4) на [/ -  У ] <̂2  ̂] н взяв математическое ожида­
ние, с учетом (5), получим рекуррентное уравнение для расчета коэффициентов ОАР:

’”3а2 О '-У -/]=  Е ф 3№>3«2 У  ~ ' У ~  7-1 • (б)
1=1

где

^ З я 2 [Л  У -  Л = В {а2 [{]а2 [I -  ]]а2 [? — /]} .  (1)

Как видно из (7), моментиые функции третьего порядка вычисляются по ошибкам пред­
сказания а2[(] . Чтобы это ие вызывало недоразумений, для моментных функций моделируе­
мых ошибок предсказания будет указываться в подстрочном обозначении моментной функ­
ции для какой ошибки предсказания она получена, например, а [у , у —/] .  Для моментов

ошибок предсказания модели ОАР ошибок предсказания будем применять обозначение

т^а . Умножив левую и правую части (4) на [^]«2 [̂ 1 и взяв математическое ожидание, с

учетом (5), получим

где центральные моменты

т 3а2 = Е 1(л 2 М . Г Ь  l»L Я) = Е { ( Д [ г ] Г ) .

Как и для модели ОАР третьего ранга случайного процесса x[f]> определение коэффи­
циентов ОАР для фиксированного / своди гея к решению системы уравнений, следующей из 
(6), в которой моментная функция оценивается по выражению (7). Решение уравнения (6)

будет представлять наборы коэффициентов ОАР ф ( [1].Ф Д2],....Ф ( (у?/ ], соответствующих
различным фиксированным сдвигам /.

Практически все свойства модели QAP негауссовых процессов справедливы я для про­
цессов, представляющих собой негауссовы ошибки предсказания. Так. полученные соотно­
шения (6). описывающие модели ОАР ошибок предсказания, показывают, что для ошибок 
предсказания также можно ввести частную моментную функцию третьего ранга. Оператор 
ОАР третьего ранга такой модели совпадает с оператором АР модели. Поэтому условие ста­
ционарности .модели ОАР ошибок предсказания описывается аналогичным характерногиче­
ски м уравнением.

Таким же способом можно построить модель ОАР произвольного г -го ранга ошибок 
предсказания я 2[ /] . Соответствующая модель описывается уравнением

^ [ t \ = Plkt" V - *  " [ > - ы г - о + 4 Л " ’" [Л  (8)
Г = 1

Умножив правую и левую части (8) на й2[г -  Д я 2[ Г <?2j) ~ w] и взяв математиче­
ское ожидание, получим

mrehl M  »]= S  <&rk’~'U[i)mril2[ j - U - h - - - , j - u \ , 0 < j < P i ' k %и, (9)
i=l

»ha, =  " K K e ,I  >■.....
- (=1 - 3

где
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Щ а2 = Е{я2[ ф 2[г -  /]а2[г .,С12 [( -  м]},

тгаг = Е {(а2[/])'-}, т'Пг =  Е{(й'-*' "[Г])'}-

При выводе уравнения (9) использовались соотношения 

Е{«2[/ -  Д а 2[г - /] ..л 2[Г - =

= -  Л - 4 ' к.... “ [' -«]а^*А— "[/]} = 0, *  0.
Приведенные примеры построения моделей ОАР ошибок предсказания (4), (8) демонст­

рируют возможность использования различных вариантов построения моделей ОАР ошибок 
предсказания АР модели.

Модели ОАР ошибок предсказания модели ОАР случайного процесса

Если у ошибок предсказания #з0 !/] есть статистические связи третьего порядка, можно по­

строить модель ОАР четвертого ранга ошибки предсказания Ц „|7] модели ОАР третьего ранга:

< 4 и =  I  -/]+«!■*[']■
г = 1

Рекуррентные уравнения, позволяющие находить коэффициенты ОАР. имеют вид

Р! к I ь
тАа3 У- X  Ф4 № >4а} и0 < _/ < , (10)

г=1

где т4а} у ,7 - / , ; - * ■ ] =  Е{а^[г]а{[1 - у]«з ['-!]а'-}[‘ -  *]} •

При выводе (10) полагалось, что ошибка предсказания а ^ [ 1 ]  не содержит статистиче­

ских связей третьего порядка, т. е.

Е{Д[г -у ]а Д / - ф Д /  -  П-/V»'-* = 0, *  0 .

Свойства модели ОАР четвертого ранга ошибки предсказания а^[1] аналогичны такой же

модели для негауссова процесса. Если есть необходимость, для ошибки предсказания п1[г\ 
можно построить модель ОАР произвольного ранга, как это было показано на примере с 
ошибкой предсказания я7{7].

Обобщая приведенные выше соотношения для ошибки предсказания (/] . при­

ведем уравнение, описывающие модель. ОАР /-го ранга ошибки предсказания

= Р‘X -  п  •
/=1

I к иУравнение ДЛЯ вычисления коэффициентов ф г .....  [/] имеет вид

тга [/,/....,« ] = 2  0 < ] <  Р1Х ..,.и ' ( и )
/ = 1

где Щаг_х [ М - - “ ] = - у ] ^ [  "л-

При выводе уравнения (11) было учтено, что

Е{аа , . .Л [ ,  _ 7]ад*г - “ [<- П - 4 ' к “ [']} = Е { 4 ' к’- ' “[ 1 - Л - 4 к ч ф ^ - " " И }  = 0.
/ , /  к ф 0 .
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Модель ОАР г-го ранга ошибок предсказания обладает всеми свойствами модели ОАР 
произвольного ранга случайного процесса.

Полная модель ОАР иегауссова случайного процесса
Модели ОАР ошибок предсказания, представленные выше, позволяют построить пол­

ную ОАР модель негауссова случайного процесса. Подставив в уравнение (2) вместо ошибки

предсказания a[t) ее ОАР модель третьего ранга (4). а вместо oL [t\ ее модель четвертого 
рангам т.д.. получим уравнение, которое представим в несколько упрошенном виде

=  Г ф 2 Г №  - ' ]  + Е ф з М " 2  [ ' - ' ]  +  •..+ £  Ф г [ ф г _ I [ '  - ' ]  f  аг Щ . (12)
(=1 Ы  1=1

Введя, предсказания произвольного ранга, описываемые выражениями типа

= I  Ф ,+1 [ф ., Ф  4 0  = а, 10,
/~1

уравнение (12) можно представить в виде

х[(] = х ,[г] + х 2 [/] + ... + х г _ {[/] + a r [t].  (13)

Следовательно, разложение (13) является представлением негауссова процесса в виде 
суммы составляющих также негауссовых процессов, каждый из которых описывается соот­
ветствующей моделью ОАР. Описанная процедура построения модели ОАР ошибок пред­
сказания дает возможность последовательно учитывать негауссовы составляющие случайно­
го процесса, так как первое слагаемое в (12) описывает гауссову часть процесса.

Заключение
Ошибки предсказания обобщенной модели авторегрессии негауссова процесса могут со­

держать статистические связи некоторых порядков. Поэтому у таких процессов моментные 
функции ошибок предсказания являются значимыми и содержат полезную информацию о 
негауссоБых процессах. В таких случаях для ошибок предсказания можно построить обоб­
щенные модели линейного предсказания. В статье предложены обобщенные модели авторег­
рессии высших рангов стационарных негауссовых ошибок предсказания. Рассмотрены раз­
личные способы построения обобщенных моделей ошибок предсказания и самих негауссо- 
вых процессов. Представленные в статье модели значительно расширяют классы обобщен­
ных моделей линейного предсказания. Предложенные модели могут быть полезны при оце­
нивании и подгонке моделей авторегрессии, а также при решении различных задач статисти­
ческой радиотехники.
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