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ÒÅÂßØÅÂ À.Ä., ÑÓÇÄÀËÜ Â.Ñ.,
ÁÎÐÎÄÀÂÊÎ Þ.Ì., ÏÅËÈÏÅÖ À.À.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà âûðàùèâàíèÿ êðèñòàëëîâ
èç ðàñïëàâà ìåòîäîì ×îõðàëüñêîãî. Â êà÷åñòâå ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå Áóññè-
íåñêà, à ïðè åå ðåàëèçàöèè – ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíî-
ñòåé. Àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå ñïîñîáà ïîäâîäà òåïëà,
óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ êðèñòàëëà è òèãëÿ, ðàäè-
óñà êðèñòàëëà íà êàðòèíó òå÷åíèÿ è êîíöåíòðàöèþ
ïðèìåñåé â çîíå êðèñòàëëèçàöèè.

Êðèñòàëëû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ýëåìåíòíîé
áàçå ÝÂÌ, ëàçåðíîé òåõíèêå, ñðåäñòâàõ ñâÿçè.
Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè ìîíîêðèñ-
òàëëîâ èãðàþò ãèäðîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû è ïðî-
öåññû òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà. Â [3] äàíî îáîñíî-
âàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà âûðàùèâà-
íèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ ìåòîäîì ×îõðàëüñêîãî. Ðåà-
ëèçàöèÿ ýòîé ìîäåëè íà ÝÂÌ ïðèâåäåíà íèæå.

1. Ñõåìà óñòàíîâêè

Ðàññìîòðèì óñòàíîâêó äëÿ âûðàùèâàíèè ìîíîêðè-
ñòàëëîâ (ðèñ. 1).
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Ðèñ.1. Ñõåìà óñòàíîâêè äëÿ âûðàùèâàíèÿ
êðèñòàëëîâ ìåòîäîì ×îõðàëüñêîãî: KR – ðàäèóñ

êðèñòàëëà; TR  – ðàäèóñ òèãëÿ; H  – ãëóáèíà ðàñ-
ïëàâà; K – óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êðèñòàëëà;

T  – óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òèãëÿ

Ìîíîêðèñòàëë âûòÿãèâàåòñÿ èç ïîìåùåííîãî â
òèãåëü ðàñïëàâëåííîãî ìàòåðèàëà. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
îñåâîé ñèììåòðèè ïîäâîäà òåïëà êðèñòàëë è òèãåëü
ìîãóò âðàùàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ â îäèíà-
êîâûõ èëè ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäà ×îõðàëüñ-
êîãî îñíîâàíî íà ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåñòàöèîíàð-
íûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñîâìåñòíî ñ óðàâíå-
íèÿìè ïåðåíîñà òåïëà è ïðèìåñè â ïðèáëèæåíèè
Áóññèíåñêà. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäïîëàãà-
åòñÿ îñåâàÿ ñèììåòðèÿ, ó÷èòûâàåòñÿ âðàùåíèå êðè-
ñòàëëà è òèãëÿ, ãðàâèòàöèîííàÿ, òåïëîâàÿ è êîíöåí-
òðàöèîííàÿ êîíâåêöèè, à òàêæå ïîâåðõíîñòíûå
ìåõàíèçìû äâèæåíèÿ – òåðìîêàïèëëÿðíàÿ è êà-
ïèëëÿðíî-êîíöåíòðàöèîííàÿ êîíâåêöèè. Ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåæèìîâ âûðàùèâà-
íèÿ êðèñòàëëîâ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð íà ñòåí-
êàõ òèãëÿ, ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâà è â ïîäêðèñòàëü-
íîé îáëàñòè çàäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè äàííûìè.

Â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëèðîâêà óðàâíå-
íèé Íàâüå-Ñòîêñà â ïåðåìåííûõ , , W  ïðè
÷èñëåííîì ðåøåíèè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé
(ÌÊÐ) â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ïðîñòîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé ôîðìû ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè:
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Çäåñü U , V , W – êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè;

– âèõðü;  – ôóíêöèÿ òîêà; 
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– ëàïëàñèàí ñêàëÿðíîé ôóíêöèè, â êà÷åñòâå õàðàê-
òåðíûõ ìàñøòàáîâ âûáðàíû ñêîðîñòü âðàùåíèÿ

K  è ðàäèóñ KR  êðèñòàëëà.

Ñîâìåñòíî ñ ñèñòåìîé (1)-(3) ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ
ïåðåíîñà òåïëà (4) è ïðèìåñè (5):
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: 0 ; 0W ; 0 ; 0C .
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
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ãäå 0,0,1 zRrzrG T  – äíî òèãëÿ;

HzRrzrG T 0,,2 – áîêîâàÿ ñòåíêà òèãëÿ;

HzRrRzrG TK ,,3 – ïîâåðõíîñòü ðàñïëà-

âà; HzRrzrG K ,0,4  – ôðîíò êðèñòàëëè-

çàöèè; HzrzrG 0,0,5  – îñü ñèììåòðèè.

Ïàðàìåòðû  ñèñòåìû: 
T
TT K – áåçðàçìåðíàÿ

âåëè÷èíà òåìïåðàòóðû; KT TTT  – ìàêñèìàëü-

íàÿ ðàçíèöà òåìïåðàòóð â ðàñïëàâå; KT , TT  –
ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà òåìïåðàòóð
íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà è ñòåíêàõ òèãëÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî; 0T  – òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû;

T
TT 0

0  – áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà îêðóæàþ-

ùåé ñðåäû; KC , TC  – êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â
êðèñòàëëå è íà ñòåíêàõ ñîîòâåòñòâåííî;

TK CCC  – ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü êîíöåíò-

ðàöèè ïðèìåñè; 
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– ÷èñëî Áèîòà (êîíöåíòðàöèîí-

íîå); ddPe PrRe – ÷èñëî Ïåëëå; PrGrRa  –

÷èñëî Ðýëåÿ (òåïëîâîå); dd GrRa Pr – ÷èñëî Ðýëåÿ
(êîíöåíòðàöèîííîå); g – óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè;
v , D , a – êîýôôèöèåíòû êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêî-

ñòè, äèôôóçèè è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè; d  –
ôèêñèðîâàííàÿ ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ôðîíòà êðè-
ñòàëëèçàöèè; T , d  – êîýôôèöèåíòû îáúåìíîãî
ðàñøèðåíèÿ – òåïëîâîãî è êîíöåíòðàöèîííîãî;

T , d  – êîýôôèöèåíòû ïîâåðõíîñòíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ – òåïëîâîãî è êîíöåíòðàöèîííîãî;  –
êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà íà ïîâåðõíîñòè ðàñïëà-
âà; k  – êîýôôèöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè íà
ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè.

3. Ìåòîä ðåøåíèÿ

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
èñïîëüçóåòñÿ ÌÊÐ. Ðåøåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî ìå-
òîäà, óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè òîêà
ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííî ñ îïòèìàëüíûì íàáîðîì
ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ââåäåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñåòêó ñ
êîîðäèíàòàìè ihri , jlzi , ni , ãäå  h , l  –
øàãè ñåòêè ïî êîîðäèíàòàì r , z  ñîîòâåòñòâåííî;

 – øàã ïî âðåìåíè, Mi ,0 , Nj ,0 , Kn ,0 .

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: n
jinjlih ,,, .

Ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì
áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè:
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Ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè çàìåíèì ðàçíîñòíûì
îòíîøåíèåì “âïåðåä” â âèäå
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Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ÿâíîé ñõåìû 
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– ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé îò ÷èñëà Ðåéíîëüäñà è
óáûâàþùèé îò 1 äî 0,1 ïðè óâåëè÷åíèè ýòîãî ÷èñëà
îò 0 äî 600.

4. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ëèíèé òîêà â
çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ  òèãëÿ è êðèñ-
òàëëà, ðàçìåðîâ âûðàùèâàåìîãî êðèñòàëëà ïî îòíî-
øåíèþ ê ðàçìåðàì òèãëÿ, îò ñîîòíîøåíèÿ âûñîòû
òèãëÿ è åãî øèðèíû, ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Re .

Ïàðàìåòðû ñèñòåìû:

1TR ; 5,0KR ; 1K ; 5,0T ;

300Re ; 5101Gr ; 3101DGr ;

02,0Pr ; 3,0PrD ; 4101,5Mn ;
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5,0Bi ; 6,15DBi , m=21, n=21.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: 121 TT , 5,03T , 04T .

Âðàùåíèå êðèñòàëëà, ðàñïîëîæåííîãî íà ïîâåðõíî-
ñòè ðàñïëàâà, ñîçäàåò öåíòðîáåæíîå ñèëîâîå ïîëå,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé öèðêóëÿöèè æèäêîñòè
â ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè. Îáðàçóåòñÿ öèðêó-
ëÿðíîå òå÷åíèå â âèäå òîðà, ðàñïîëîæåííîãî ïîä
êðèñòàëëîì (ðèñ. 2).
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Ðèñ.2. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè òîêà: 1K , 5,0T

Âðàùàþùèéñÿ òèãåëü ñîçäàåò áîëåå ìîùíóþ öèð-
êóëÿöèþ ïðîòèâîïîëîæíîãî íàïðàâëåíèÿ, èìåþ-
ùóþ ãðóøåîáðàçíóþ ôîðìó. Íà îáùóþ êàðòèíó
òå÷åíèÿ âëèÿþò ãðàäèåíòû  òåìïåðàòóð è ãðàâèòà-
öèÿ: íàãðåòûå ñëîè æèäêîñòè, íàõîäÿùèåñÿ âáëèçè
ñòåíêè, ïîäíèìàþòñÿ ââåðõ, õîëîäíûå îïóñêàþòñÿ
âíèç, ñîçäàâàÿ çàâèõðåííîñòü. Íà ðèñ.3 è 4  ïðåä-
ñòàâëåíû ëèíèè óðîâíÿ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðà-
öèè ïîáî÷íîé ïðèìåñè.
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Ðèñ. 3. Ëèíèè óðîâíÿ òåìïåðàòóðû: 1K , 5,0T
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Ðèñ.4. Ëèíèè óðîâíÿ êîíöåíòðàöèè: 1K , 5,0T

Ïðè âðàùåíèè òîëüêî êðèñòàëëà èëè ïðè îòñóò-
ñòâèè âðàùåíèÿ íàáëþäàåòñÿ îäíîâèõðåâîå òå÷åíèå
(ðèñ. 5, 6).
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Ðèñ. 5. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè òîêà: 0K , 0T
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 Ðèñ.6. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè òîêà: 1K , 0T



15ÐÈ, 2002, ¹ 1

Â äèàïàçîíå ìàëûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà èíòåíñèâ-
íîñòü òå÷åíèÿ ðàñïëàâà ñëàáàÿ, â öèðêóëÿöèè ó÷à-
ñòâóþò ñëîè, ñîñðåäîòî÷åííûå âáëèçè ïîâåðõíîñòè
æèäêîñòè. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ïðèâîäèò
ê îáðàçîâàíèþ âòîðè÷íîãî òå÷åíèÿ â ïîäêðèñòàëü-
íîé îáëàñòè (ðèñ. 7,8). Îáðàçîâàíèå âòîðè÷íîãî
òå÷åíèÿ ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì áîêîâûõ ãðàíèö, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ïðåãðàäó äëÿ ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ
æèäêîñòè.
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   Ðèñ. 7. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè òîêà:

1K , 5,0T , 688Re
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    Ðèñ. 8. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè òîêà:

1K , 5,0T ,
41057,1Re

Ïðè èçìåíåíèè ðàäèóñà êðèñòàëëà (ðèñ. 9,10) èçìå-
íÿþòñÿ ðàçìåðû è èíòåíñèâíîñòü ïîäêðèñòàëüíîé
öèðêóëÿöèè: ÷åì áîëüøå ðàäèóñ êðèñòàëëà, òåì
êðóïíåå âèõðü è âûøå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ðàñïëà-
âà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïîäêðè-
ñòàëüíîé öèðêóëÿöèè âîçðàñòàåò óãðîçà ðàçúåäèíå-
íèÿ êðèñòàëëà è ðàñïëàâà.
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Ðèñ. 9. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè òîêà:

1K , 5,0T , 2,0KR
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   Ðèñ. 10. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè òîêà:

1K , 5,0T , 7,0KR

Íà ðèñ. 11, 12 ïðåäñòàâëåíû ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè
òîêà äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçáèåíèÿ îáëàñòè.
Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê ðàçáèåíèÿ ïîâûøàåò-
ñÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, è ëèíèè óðîâíÿ ñòàíîâÿòñÿ
áîëåå ãëàäêèìè (ðèñ. 12).

Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïåðåãðåâà îáëàñòè êðèñòàëëè-
çàöèè, îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîìåðíîñòè íàãðåâà è ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðèìåñåé íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå íàáîðû ïàðàìåòðîâ:

1/ TT RH , 1K , 5,0T , 5,0KR ; ïîäâîä
òåïëà ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ÷åðåç íèæíþþ è áîêî-
âóþ ñòåíêè.
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Ðèñ. 11.  Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè òîêà:

1K , 5,0T , 21m , 21n
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Ðèñ. 12. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè òîêà:

1K , 5,0T , 30m , 30n

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ
òåïëî- è ìàññîîáìåíà  ïðè âûðàùèâàíèè ìîíîêðè-
ñòàëëîâ ìåòîäîì ×îõðàëüñêîãî. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè îöåíêå
îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïàðàìåòðîâ îòäåëüíûõ
óçëîâ óñòàíîâêè äëÿ âûðàùèâàíèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ
ìåòîäîì ×îõðàëüñêîãî, à òàêæå ñèñòåìû óïðàâëå-
íèÿ ðåæèìîì åå ðàáîòû. Íàéäåí íàáîð ïàðàìåòðîâ,
ðåêîìåíäóåìûé äëÿ âûðàùèâàíèÿ êðèñòàëëîâ.

Ëèòåðàòóðà: 1. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîí-
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Ïðèâîäèòñÿ äåìîíñòðàöèÿ äåéñòâèÿ ðàçðàáîòàííûõ àë-
ãîðèòìîâ ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è ïà-
ðàìåòðîâ ýëåêòðîííîãî ïó÷êà íà âûõîäå èññëåäóåìîé
ñèñòåìû, à òàêæå â îáëàñòè åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîå ïðîåêòèðîâàíèå ýëåêò-
ðîííûõ ïðèáîðîâ òðåáóåò íàëè÷èÿ íàäåæíûõ ïðî-
ãðàììíûõ êîäîâ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç òàêèõ
ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ àâòîðû ïðåäëàãàþò èñ-
ïîëüçîâàòü ðàçðàáîòàííóþ ÷èñëåííóþ äèíàìè÷åñ-
êóþ ìîäåëü ýëåêòðîííî-ëó÷åâûõ ïðèáîðîâ (ÝËÏ).

Öåëüþ åå ñîçäàíèÿ ÿâèëîñü ìîäåëèðîâàíèå ôèçè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ÝËÏ ñ ìàêñèìàëüíûì ïðèáëè-
æåíèåì ê ðåàëüíûì óñëîâèÿì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ýòèõ óñòðîéñòâ. Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü – èíñòðó-
ìåíò ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ
èññëåäîâàíèÿ êàê óñòàíîâèâøèõñÿ, òàê è ïåðåõîä-
íûõ ïðîöåññîâ â îáúåìå ÝËÏ, ñ âîçìîæíîñòüþ
çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè
ðàçíûõ ðåæèìàõ ðàáîòû óñòðîéñòâ ñ ó÷åòîì ïîëåé
ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà äëÿ ïó÷êîâ ðàçëè÷íîé
èíòåíñèâíîñòè, ñî ñòàòèñòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíè-
åì ïðîöåññà ýìèññèè è ó÷åòîì ïðèêàòîäíûõ ÿâëå-
íèé, ñ âîçìîæíîñòÿìè èññëåäîâàíèÿ ôëóêòóàöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ.

Â îñíîâå ìîäåëè ëåæèò ñàìîñîãëàñîâàííàÿ çàäà÷à
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàêðî÷àñ-
òèö, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ñîçäàâàåìûõ èìè
ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà è âíåøíèõ ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðå-


