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Ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ê ñóììèðîâàíèþ ðÿäîâ â ÃÏÂß.
Ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà òðåõ òåîðåì, èìåþùèõ òåîðåòè-
÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿþòñÿ íîâûå
ðåçóëüòàòû äëÿ ñóììèðîâàíèÿ îäíîãî çíàêîïåðåìåí-
íîãî ðÿäà, ðåøåíèÿ ñóììàòîðíîãî è èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèé.

1. Ââåäåíèå

Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñ âîñïðîèçâîäÿùèìè
ÿäðàìè (ÃÏÂß) ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ãèëü-
áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ: 2LH . Ìåòîäû ÃÏÂß
ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷ òåîðèè ñâÿçè, òåîðèè èíôîðìàöèè, ðàäèî-
ýëåêòðîíèêè è îïòèêè, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè
ñèãíàëîâ ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì. Ñ èõ ïîìîùüþ
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîëåçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, îòðàæàþùèå ñâîéñòâà ðåàëüíûõ ñèñ-
òåì. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ÃÏÂß ðàññìîò-
ðåíû â [1]. Ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ íåèçâåñòíûõ
àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëÿ ïðè ðàñ÷åòå
àíòåííûõ ðåøåòîê íà îñíîâå ìåòîäîâ ÃÏÂß ðàçâè-
âàåòñÿ â [2-4]. Íîâûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèòåëüíî ê
ñóììèðîâàíèþ ðÿäîâ ïðèâåäåíû â [5]. Â [6] ïðåä-
ëàãàåòñÿ àíàëèç ìîäåëåé ïðîñòðàíñòâ, íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ. Îí
ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü èõ ïî íàïðàâëåíèÿì:
èñòîðèêî-âðåìåííîìó ðàçâèòèþ, ìíîãîîáðàçèþ
ìîäåëåé, îïðåäåëÿåìûõ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè. Êëàññèôèêàöèÿ íå ïðåòåíäóåò íà ïîë-
íîòó, íî ïîçâîëÿåò â ñîâîêóïíîñòè îïðåäåëèòü
ïàëèòðó èñïîëüçóåìûõ òèïîâ ïðè âûïîëíåíèè
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ÃÏÂß H ñóùåñòâóåò îïåðàòîð , êîòîðûé îñòàâ-
ëÿåò áåç èçìåíåíèÿ ôóíêöèþ èç ÃÏÂß, à ëþáóþ
ôóíêöèþ èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà 2L  ïåðåâî-
äèò â ôóíêöèþ èç ÃÏÂß (ðèñóíîê).
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Íàïðèìåð, ôóíêöèè ñ ôèíèòíûìè ñïåêòðàìè êî-
ñèíóñ- è ñèíóñ- ïðåîáðàçîâàíèé, à òàêæå Ãàíêåëÿ
îáðàçóþò ÃÏÂß.

Ìåòîä, èñïîëüçóþùèé îäíó èç ìîäåëåé ñóùåñòâó-
þùèõ â ìàòåìàòèêå ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûé óìåíü-
øàåò âðåìåííûå è ìàòåðèàëüíûå çàòðàòû íà ðàçðà-
áîòêó êîíêðåòíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ïðîáëåìû,
âñåãäà àêòóàëåí. Òàêèì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñóììèðîâà-
íèÿ ðÿäîâ â ÃÏÂß.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè – äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ
òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ìåòîäîì
ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ â ÃÏÂß, è èõ ïðàêòè÷åñêàÿ
îðèåíòàöèÿ.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ:

1. Äîêàçàòü òåîðåìó, îïðåäåëÿþùóþ ñóììó ðÿäà

,...3,2,1p,
)k(

)1(

k p

k
, â ÃÏÂß.

2. Íàéòè ðåøåíèå ñóììàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

0eB
m

yip
m m  îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ mB .

3. Íàéòè ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

0d)ikxexp()(P , a|x| .

2. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå

Òåîðèÿ ÃÏÂß áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåé òåîðåìå è
ñëåäñòâèè èç íåå [1, ñ.144-145].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü èìååòñÿ àáñòðàêòíîå ãèëüáåðòî-
âî ïðîñòðàíñòâî H  ñ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì )t,s(K ,
îïðåäåëåííûì íà ìíîæåñòâå T . Ïóñòü )}t,s({ ii ,

Tti  – ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H .
Åñëè ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ïîñòî-
ÿííûå ic  òàêèå, ÷òî

)t,s(Kc)t,s( iiii , ic|)t,t(K| , Tt ,

òî ðàçëîæåíèå ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñ-
òåìå äëÿ ëþáîé Af , èìåþùåå âèä

),f(a,Ts),t,s(a)s(f iiiii ,

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì.

Òåîðåìà 1 óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ðàçëîæåíèÿ-
ìè ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå è ïî
âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì â ÃÏÂß.

Ñëåäñòâèå. Â ÃÏÂß H ëþáàÿ ôóíêöèÿ Hf  ðàçëà-
ãàåòñÿ â ðÿä ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì

k )ks(
)ks(sin)k(f)s(f , s .   (1)

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íà ïðèìåíåíèå ñëåäñòâèÿ.
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ [7, ñ. 187].

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ðÿä 
m mz

1
:

mm zsin)mz(
)mcosz(sinmcos
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zctg
zsin
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)mz(sin
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.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ [8, ñ. 23].

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå, äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. ��Äëÿ áèëàòåðàëüíîãî çíàêîïåðåìåííîãî

ðÿäà ,...3,2,1p,
)k(
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k
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñ-

êîé èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì ðÿä 
k p

k

)k(
)1(

.

Áóäåì îïðåäåëÿòü åãî ñóììó ïðè íàòóðàëüíûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ð.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè 1n2p  èìååì
ôîðìóëó:

1n2k 1n2

k

sin
1

)k(
)1(

, ,...3,2,1n ,  (3)

à ïðè n2p :

n2k n2

k

sin
cos

)k(
)1(

, ,...3,2,1n .    (4)

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äîêàæåì ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû, êîòîðûå ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè öåëîãî ðÿäà
âàæíûõ äëÿ ïðàêòèêè çàäà÷.

Òåîðåìà 3. Ðåøåíèåì ñóììàòîðíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

0eB
m

yip
m m , 2/d|y|2/l  ,      (5)

ãäå mp , m , d ,  – çàäàííûå ïàðàìåòðû, ÿâëÿåòñÿ

)m(J
m
1B 1kd2m ,              (6)

çäåñü kd  ( kd0 ),  – èçâåñòíûå âåëè÷èíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå êî-
ýôôèöèåíòû mB  â âèäå ðÿäà [10]:

0s
1s2sm )m(Jx

m
1B ,              (7)

ãäå sx  – íîâûå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû,
)m(J 1s2  – ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ïîêàæåì, ÷òî (7)
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ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå (5) â èñòèííîå ðàâåíñòâî.
Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì (7) â (5):

0)m(Jx
m
1e

0s
1s2s

m

yipm , 2/d|y|2/l  . (8)

Â (8) èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ:
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
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m
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Ïîäñòàâèì (10) â (9):
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ss , 1|| .           (11)

Ïîêàæåì, ÷òî (11) âåðíî. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî
ñóììà ðÿäà (10) ðàâíà íóëþ, ò.å. 0)(Ms . Ñ ýòîé
öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì
áåññåëåâûõ ôóíêöèé [11]:
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Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì [13, ñ. 185, ô-
ëà (11)]:
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ãäå )
c
p(U 1n  – ïîëèíîì ×åáûøåâà 2-ãî ðîäà [14,

ñ.209]: )tarccosnsin()t(Un .

Ñîãëàñíî (16), 0)(Ms .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16), âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå
(11) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè ëþáîì êîíå÷íîì è íå
ðàâíîì íóëþ sx . Ïðåäñòàâèì êîýôôèöèåíòû sx
â âèäå:

)skd(
)skd(sin

)kds(
kd

x s
s ,              (17)

ãäå kd  – èçâåñòíûé ïàðàìåòð, s  – ÷èñëî Íåéìàíà.
Ïîäñòàâèì (17) â (7):

0s
1s2

s
m )m(J

)skd(
)skd(sin

)kds(
kd

m
1B . (18)

Ñîãëàñíî [1], èç (18) ñëåäóåò âûðàæåíèå (6) äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ mB . Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

0d)ikxexp()(P , a|x|        (19)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

)ka(JA)(P 1ka2 ,           (20)

ãäå a,k  – èçâåñòíûå âåëè÷èíû, A – ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ )(P  â
âèäå ðÿäà:

0m
1m2

m )ka(J
C

)(P ,       (21)

çäåñü mC  – íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû. Ïîäñòà-
âèì (21) â (19):

0d])ka(J
C

)[ikxexp(
0m

1m2
m

, a|x| .(22)

Èçìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâà-
íèÿ â (22):

0d)ikxexp()ka(J1C 1m2
0m

m .  (23)

Ñîãëàñíî [13, ñ. 185, ô-ëà (11)] èíòåãðàë â (23) ðàâåí
íóëþ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè m , ñëåäîâàòåëüíî, (23)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî mC . Áóäåì èñêàòü êîýô-
ôèöèåíòû mC  â âèäå:

)mka(
)mka(sin

)mka(
ka

AC m
m .      (24)

Ïîäñòàâèì (24) â (21):

0m
1m2

m )ka(J
)mka(

)mka(sin
)mka(

kaA)(P .(25)

Ñîãëàñíî [1, ñ. 145] èç (25) èìååì âûðàæåíèå (20).
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Óðàâíåíèå âèäà (19) âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å äèôðàê-
öèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïëîñêîì ïðîâîäÿ-
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ùåì ýêðàíå ñî ùåëüþ [15]. Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå
ðåøàåòñÿ â çàäà÷å î íîðìàëüíîì ïàäåíèè Í-ïîëÿ-
ðèçîâàííîé âîëíû íà ïîëîñó øèðèíîé 2à [16, ñ
644]. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (19) âñòðå÷àåòñÿ
òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû íà ñòðóêòóðå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
íåýêâèäèñòàíòíî ðàñïîëîæåííûõ ëåíò ðàçëè÷íîé
øèðèíû [17].

Ñóììàòîðíîå óðàâíåíèå âèäà (5) ïîÿâëÿåòñÿ, â
÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè çàäà÷: î íîðìàëüíîì ïàäå-
íèè ïëîñêîé Å-ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû íà ðåøåòêó, ñîñòîÿùóþ èç òîíêèõ èäåàëüíî
ïðîâîäÿùèõ áåñêîíå÷íî äëèííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ
ëåíò [9, 18], î âîçáóæäåíèè êîëüöåâîãî âîëíîâîäà
äèïîëåì [19], îá èçëó÷åíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû ýëåêòðîííûì ïîòîêîì, äâèæóùèìñÿ âíóòðè
êîëüöåâîãî âîëíîâîäà [20].

3. Ðåçóëüòàòû è âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâî-
ëèëè ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû, èìå-
þùèå íàó÷íîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå:

– ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 îïðåäåëåíà
ñóììà çíàêîïåðåìåííîãî áèëàòåðàëüíîãî ðÿäà, êî-
òîðàÿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (2); â èçâåñòíîé ëèòå-
ðàòóðå äëÿ íåãî äàíû òîëüêî ÷àñòíûå ñëó÷àè [7];

– íàéäåíî ðåøåíèå ñóììàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (5)
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, îïðå-
äåëÿþùèõ èñêîìîå ïîëå â çàäà÷àõ òåîðèè äèôðàê-
öèè;

– íàéäåíî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (19),
êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ðÿäà âàæíûõ
çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû îï-
ðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ìà-
òåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå ïðè ðåøåíèè óêàçàííûõ
âûøå çàäà÷. Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü èññëåäîâàíèé
çàêëþ÷àåòñÿ â:

– ïðèìåíåíèè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñóììèðîâà-
íèÿ ðÿäîâ ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì ïðè ñèíòåçå
è àíàëèçå óñòðîéñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è
ðàäèîýëåêòðîíèêè;

– ìíîãîêðàòíîé ýêîíîìèè ñòîèìîñòè ðàñ÷åòîâ
âñëåäñòâèå óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ðÿäîâ îïðåäå-
ëåííîãî òèïà;

– âîçìîæíîñòè àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ,
÷òî ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå âû÷èñëè-
òåëüíûõ ïðîöåññîâ.

Íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü
ñëåäóþùèå âûâîäû.

1) Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ â ÃÏÂß ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóìì èçáðàííûõ
ðÿäîâ.

2) Ïðåèìóùåñòâà íàçâàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àþòñÿ
â: ïðèìåíåíèè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê
îáùåìó ÷ëåíó ðÿäà, ÷òî ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè
ïîëó÷èòü ðåøåíèå çà ìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ;
îòñóòñòâèè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü òàáëèöû

èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îáðàùàòüñÿ ê èí-
òåãðèðîâàíèþ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè.

3) Ïðèìåíåíèå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ÃÏÂß
äëÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çà-
äà÷ äàåò âîçìîæíîñòü óïðîùàòü èçâåñòíûå ìåòîäû
è ïîëó÷àòü íà èõ îñíîâå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå,
óäîáíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

4) Ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñóììè-
ðîâàíèÿ ðÿäîâ.
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