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Лавинный пробой в данном случае начинается рань-
ше, причем зарождение лавины происходит в области
дефекта, что приводит к быстрому перегреву всей
зоны канал-сток и катастрофическому отказу. Дан-
ные выводы подтверждаются и полученными крите-
риальными зависимостями Вунша-Белла. Кривая 2 на
рис.3,а,б соответствует однородному каналу, а кри-
вая 1 получена с учетом дефекта в виде области с
избыточным легированием в канале. Время выхода
транзистора из строя в случае наличия такого дефекта
меньше, чем в случае однородного канала.
При наличии дефекта в виде области с недостаточным
легированием увеличение тока стока (кривые 5, 6 на
рис.2) обусловлено увеличением длины свободного
пролета носителей тока в канале. В этом случае элект-
роны, пролетая канал, практически не испытывают
столкновений с ионами примеси, соответственно вре-
мя релаксации импульса больше, и они успевают на-
брать большую энергию. В результате лавинный про-
бой начинается, как и при наличии дефекта с избыточ-
ным легированием в канале, при более низких напря-
жениях, чем в случае однородного канала. Он начина-
ется в области стока, неравновесные электроны успе-
вают быстро попасть на сток, токовый шнур получается
коротким, и пробой не имеет столь резкий и критичес-
кий характер (кривая 3 на рис.3,а,б). При этом время
выхода транзистора из строя в результате пробоя боль-
ше, чем в двух других случаях. В области рабочих
напряжений наличие дефекта с недостаточным легиро-
ванием приводит к ухудшению чувствительности тран-
зистора (кривые 5, 6 на рис.2).
4. Заключение
В результате проведенных исследований получены
новые данные по влиянию неоднородности в канале
ПТШ на его ВАХ и пороговые напряжения пробоя.
Практическую ценность имеет вывод о том, что
наличие неоднородности в канале транзистора приво-
дит к ухудшению усилительных характеристик, сни-

жает пороговое напряжение пробоя, однако наличие
дефекта в виде обедненной области в канале приводит
к более медленному течению пробоя и транзистор
может выдержать внешнее воздействие более дли-
тельное время. Таким образом, неоднородность в
канале может иметь и положительный эффект, увели-
чивая пороговое напряжение пробоя ПТШ.
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МНОГОПЕРИОДНАЯ
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
МАГНЕТРОНА

ЧУРЮМОВ Г.И., БАСРАВИ К.М.,
СИВОКОНЬ К.В.

Предлагается многопериодная двумерная математичес-
кая модель магнетронного генератора для исследования
энергетических и частотных характеристик с учетом про-
цессов переноса (локализации) тепла, выделяемого осе-
дающими электронами на электродах прибора (катоде и
аноде). Проводится  анализ точности решения самосогла-
сованной системы уравнений движения, возбуждения и
Пуассона для расчета сил пространственного заряда с
учетом особенностей пространственной и временной
дискретизации, а также оценивается степень дискретного
представления электронного потока (заряда крупной ча-

стицы) и обосновывается выбор исходных (начальных)
данных. Рассматриваются  основные причины, определя-
ющие рост вычислительной погрешности и приводящие
к вычислительной неустойчивости решения. Предлага-
ются новые более точные алгоритмы вычисления энер-
гий вылета частиц на электроды прибора.

1. Введение
Результатом исследования сложных нелинейных про-
цессов взаимодействия электронного потока с элект-
ромагнитной волной является создание большого ко-
личества математических моделей: от линейных ана-
литических до нелинейных численных моделей. Ос-
новы численного моделирования нелинейных про-
цессов в магнетронных генераторах методом круп-
ных частиц были изложены в работах Г.Г. Моносова,
J.R.M. Vaughan, R.W. Hockney, S.P. Yu, G.P. Kooyers,
O. Bunemann, Г.Ф. Филимонова, А.С. Рошаля,
А.А. Шадрина, D.M. MacGregor, A. Drobot, В.Б. Бай-
бурина и др. Полученные результаты исследований
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позволили объяснить и решить многие сложные воп-
росы нелинейного взаимодействия в магнетронах.
В первую очередь это касается роли сил простран-
ственного заряда (ПЗ) и их влияния на механизм
токоотбора с катода, включая процессы ограничения
эмиссии ПЗ и образования виртуального катода, осо-
бенностей группировки (фазировки) электронного
потока и образования спиц ПЗ, что способствовало
улучшению энергетических характеристик магнетро-
нов (повышение выходной мощности и КПД) и пони-
манию характера влияния неоднородностей распреде-
лений статических магнитного и электрического по-
лей на работу прибора.
С другой стороны, широкое применение магнетронов
в области радиолокации и СВЧ технологий обуслови-
ло повышенный интерес к изучению их энергетичес-
ких, частотных и нагрузочных характеристик [см.,
например, 1-3], а также к проблеме возбуждения
побочных и паразитных колебаний [4]. Методом мате-
матического моделирования проводятся исследова-
ния новых конструкций магнетронов (комбинирован-
ный или двухкаскадный магнетрон [5]). Данные ис-
следования направлены на решение важных задач,
среди которых следует выделить улучшение частот-
ных характеристик магнетронов путем применения
внешней синхронизации (когерентный магнетрон),
исследование разделения функций работы прибора,
обеспечивающих высокую стабильность частоты ге-
нерации с получением большой выходной мощности
и т.п. Последние результаты экспериментальных ис-
следований причин нестабильности колебаний в маг-
нетронах связаны с изучением влияния температуры
на качество генерируемых магнетроном колебаний и
применением режима синхронизации для улучшения
работы прибора [6].
Целью данного исследования является разработка
двухмерной многопериодной математической моде-
ли магнетрона. Особенностью предлагаемой модели
(по сравнению с существующими) является возмож-
ность проведения полномасштабного моделирования
работы магнетрона с учетом влияния теплового режи-
ма работы на стабильность генерируемых магнетро-
ном колебаний.
2. Исходные положения
Для проведения исследований используются следую-
щие исходные ограничения.
1. Рассматривается двухмерное приближение в по-
лярной системе координат (в плоскости − ϕr , где r
и ϕ  – радиальная и азимутальная координаты непод-
вижной (лабораторной) системы координат), полагая,

что 
∂
=

∂
0

z
.

2. Не учитываются релятивистские эффекты, т.е. пред-
полагается, что средняя скорость движения электрона

<<ev c , с – скорость света в вакууме.

3. Используется приближение «гладкого» анода, т.е.
рассматривается неразрезная структура анодного бло-
ка.
4. Электронно-волновые процессы рассматриваются
в подвижной системе координат ′ϕ(r, ) , где
′ϕ = ϕ − Ωt , Ω  – “холодная” угловая скорость вра-

щения ВЧ волны.
3. Основные уравнения математической
модели
Пространство взаимодействия магнетрона схематич-
но представлено на рис. 1. На рис. 1, а-г показаны
различные конструкции анодных блоков магнетро-
нов. Как видно из рис. 1, д, электроны, эмитируемые
с катода 1, образуют замкнутый электронный поток 2,
который вращается в пространстве взаимодействия
магнетрона 3 и возбуждает электромагнитные колеба-
ния в резонансной системе 4.

     

а                                                  б
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д

Рис. 1. Схема пространства взаимодействия магнетрона
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Взаимодействие электронного потока с ВЧ полем
резонансной системы описывается самосогласован-
ной системой уравнений, включающей систему урав-
нения Максвелла – Лоренца для электронов, движу-
щихся в вакууме ( ′ε = 1  и ′µ = 1 ):

∂
∇ × = +

∂

GG G D
H J ;

t
                     (1)

∂
∇ × = −

∂

GG B
E ;

t
                         (2)

∇ ⋅ = ρ
G
D ;                            (3)

∇ ⋅ =
G
B 0 ,                            (4)

дополненную системой материальных уравнений с
условием, что не учитываются потери в стенках резо-
нансной системы (удельная электропроводность
σ = 0 ):

= ε
G G

0D E ;  −ε = ⋅ 11
0

-
( 0.886 10 )

ì
;            (5)

= µ
G G

0B H ;  −µ = ⋅ 6
0

c…
( 1.256 10 )

ì
          (6)

и уравнением для плотности тока возбуждения (плот-
ность конвекционного тока):

= = ρ
G G G

*%…"J J v ,                      (7)

где ρ =
dQ

dt
 – плотность ПЗ; 

G
v  – вектор скорости

движения электронов, а также систему уравнений
движения для электрона:

= −η + ×
G G GGdv

(E v B) ;
dt

                   (8)

=
G

Gdr
v ,

dt
                           (9)

Здесь 
G
E  и 

G
H  – векторы напряженности электричес-

кой и магнитной составляющих электромагнитного
поля; 

G
r  – радиус-вектор электрона; η =e e m  – при-

веденный заряд электрона; e  и m  – заряд и масса
покоя электрона.
Решение систем уравнений (1) – (4) и (8), (9) прово-
дится при соответствующих граничных (для состав-
ляющих напряженностей электрического и магнитно-
го полей) и начальных (для координат и скоростей
электронов) условиях. В качестве метода решения
применяется метод конечных разностей (Finite Different
Time Domain (FDTD) Method [7]). Использование
конечно-разностной схемы “leap-frog” [8] позволяет
перейти от дифференциальной формы записи само-
согласованной системы уравнений к алгебраической

системе уравнений для составляющих электромаг-
нитного поля. Необходимо отметить, что практическая
реализация такого подхода возможна для наиболее
простых конструкций анодных блоков магнетронов
(например, лопаточных резонансных систем (рис. 1,
д)). Более сложные случаи (например, при использо-
вании систем со связками [9]) требуют применения
метода конечных элементов (Finite Elements Method
(FEM) [10]), который точнее описывает сложные
границы области расчета. В целом применение таких
методов значительно усложняет весь процесс моде-
лирования и требует значительных вычислительных
ресурсов. В целях ускорения процесса вычислений
применяются специальные высокопроизводительные
аппаратные средства (многопроцессорные ЭВМ) и/
или вычислительные алгоритмы, допускающие рас-
параллеливание вычислительного процесса.
С другой стороны, применение FDTD – метода позво-
ляет определить значения составляющих напряженно-
стей электромагнитного поля ϕ

G
r zE(E ,E ,E )  и

ϕ

G
r zH(H ,H ,H ) , которые представляют собой сумму

вихревой и потенциальной компонент электромагнит-
ного поля. Невозможность разделить значения дан-
ных компонент в процессе расчетов не позволяет
оценить их роль и влияние (особенно влияние поля ПЗ)
на механизм электронно-волнового взаимодействия.
Это приводит к потере физической наглядности рас-
четов и, в ряде случаев, к невозможности объяснения
полученных результатов.
 Значительно более простой подход к самосогласо-
ванному решению системы уравнений для электро-
магнитного поля (1) – (4) и уравнений движения
электронов (8) и (9) был предложен в [11]. Подход
основан на предварительном разделении электромаг-
нитного поля и плотности тока на вихревые и потенци-
альные компоненты:

= +
G GG �E E E ;                       (10)

= +
G GG �H H H ;                      (11)

= +
G GG �J J J ,                       (12)

где 
G
�E , 

G
�H  и 

G
�J  – вихревые компоненты поля и тока

( =
G
�div E 0 , =

G
�div H 0  и =

G
�div J 0 ); 

G
E , 

G
H  и 

G
J  –

потенциальные компоненты поля и тока ( =
G

rotE 0 ,
=

G
rotH 0  и =

G
rot J 0 ). Такое разделение компонент

поля и тока позволяет в качестве вихревого поля
рассматривать излучение электронов и/или собствен-
ные поля резонансных систем, а потенциальные поля
связывать со статическими электрическим и магнит-
ным полями, а также с полем ПЗ (квазистатическое
приближение), т.е.

= +
G G G

0 CƒE E E ;

=
G G

0H H ,
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где

ϕ= + ϕ + =

=
⋅

G G GG

G
0 0r 0 0 0 0z 0

a
0

a c

E E r E E z

U
r ;

r ln(r r )
             (13)

ϕ= + ϕ + =
G G G GH

0 0r 0 0 0 0z 0 0z 0H H r H H z H z      (14)

– выражения для статических электрического и маг-
нитного полей; aU  – анодное напряжение, ar  и cr  –
радиусы анода и катода, соответственно;

= − ϕ
G

CƒE gradU(r, )                (15)

– вектор напряженности поля ПЗ; ϕU(r, )  – потенциал
поля ПЗ.
С учетом выражений (10) – (12) система уравнений
для поля (1) – (4) распадается на систему уравнений
для вихревых компонент поля:

∂
∇ × = + ε ⋅

∂

GG G �� �
0

E
H J

t
;                    (16)

∂
∇ × = −µ ⋅

∂

GG ��
0

H
E

t
                     (17)

и уравнение Пуассона для расчета поля ПЗ:

ρ
∆ ϕ =

ε0

U(r, ) .                      (18)

Система уравнений движения электрона в случае
нерелятивистского приближения, т.е. при условии,
что пренебрегается действием вихревой компоненты
магнитного поля ( =

G
�H 0 ), имеет следующий вид:

= −η + + + ×
G G GG G G�

0 Cƒ 0

dv
(E E E v B )

dt
;         (19)

=
G

Gdr
v

dt
.                         (20)

Таким образом, процесс моделирования взаимодей-
ствия электромагнитного поля с электронным пото-
ком сводится к совместному решению системы урав-
нений для вихревых компонент поля (16) и (17),
уравнения Пуассона (18) для расчета сил кулоновс-
кого взаимодействия и системы уравнений движения
(19) и (20) для определения возбуждающего конвек-
ционного тока 

G
�J . Такое решение является самосогла-

сованным.
Система уравнений поля. Для решения системы
уравнений поля (16) и (17) воспользуемся общей
теорией возбуждения добротных колебательных сис-
тем электронным потоком, предложенной Л.А. Вайн-
штейном в [12]  и достаточно хорошо апробированной
автором применительно к магнетронным генераторам

в [13]. Согласно данной теории электронный поток
возбуждает в колебательной системе магнетрона элек-
тромагнитные поля на частотах, близких к частотам
собственных видов колебаний “холодной” резонанс-
ной системы. Условием возбуждения собственных
видов колебаний является выполнение условия синх-
ронизма в движениях электронного потока и ВЧ волн,
т.е. когда γΩ = Ωe , где Ωe  – угловая скорость враще-
ния замкнутого электронного потока; γΩ = ω γ  –
угловая частота вращения ВЧ поля заданного вида
колебания; ω = π2 f  – круговая частота генерируе-
мых колебаний; γ = +n mN ; =n 0,1,2, ... ,N / 2  –
номер основного вида  колебаний ( =m 0 );

= ± ± ±m 1, 2, 3, ...  – целые числа, соответствующие
номерам высших пространственных гармоник. Дан-
ное условие выполняется автоматически при увеличе-
нии анодного напряжения от нуля до рабочего (поро-
гового) значения, вызывая последовательно возбуж-
дение различных видов колебаний в резонансной
системе. Каждый вид колебаний соответствует замк-
нутой вращающейся ВЧ волне, содержащей вдоль
окружности резонансного анодного блока целое чис-
ло γ  полных ВЧ периодов (или замедленных длин
волн).
Собственные виды колебаний “холодной” резонанс-
ной колебательной системы в пространстве взаимо-
действия магнетрона, представленном на рис. 1, д,
определяются из решения однородной системы урав-
нений Максвелла для свободного пространства. По-
лагая в (16) и (17), что внешний источник тока отсут-
ствует, т.е. =

G
�J 0 , окончательно получаем выражения

для компонент собственного электромагнитного поля
в пространстве взаимодействия магнетрона в виде
[14]:

 

∞

ϕ
=−∞

γ γϕ

γ

θ γθ
ϕ = ×

π γθ
′

× ⋅′

∑m
m

j

a

N sin
E (r, ) E ( )

Z (kr)
e ;

Z (kr )

           (21)

∞

=−∞

γ γϕ

γ

θ γθ
ϕ = − γ ⋅ ×

π γθ

× ⋅′

∑r m
m

j

a

N sin
E (r, ) jE

kr

Z (kr)
e ,

Z (kr )

        (22)

где = π λk 2  – волновое число; θ2  – угловая ширина
зазора между ламелями резонансной системы;

γ
γ γ γ

γ

′
= − ⋅′

a

J (kr)
Z (kr) J (kr) N (kr)

N (kr )
;           (23)

γ
γ γ γ

γ

′
′ ′ ′= − ⋅′

c

a

J (kr )
Z (kr) J (kr) N (kr)

N (kr )
          (24)

– комбинации функций Бесселя и Неймана.
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В выражениях (21) и (22) отношения γ

γ

′

′
a

Z (kr)

Z (kr )
 и

γ

γ

′γ
′

a

Z (kr)

krZ (kr )
 представляют собой структурные функ-

ции ВЧ поля, амплитуда которого зависит от радиуса-
вектора Gr . Если  выполняется условие << γakr  (длин-
новолновое приближение), выражения для структур-
ных функций можно упростить, заменив их более
простыми для вычисления:

γ

γγ γ−

γ
γ

⎡ ⎤
′ −⎢ ⎥

⎢ ⎥Ψ = ≈ ⋅′ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

2c

1
r

2caa

a

r
1 ( )Z (kr) r r(r) ( )

rrZ (kr ) 1 ( )
r

;       (25)

 

γ

γγ γ−
ϕ

γ
γ

⎡ ⎤
′ +⎢ ⎥γ

⎢ ⎥Ψ = ≈ ⋅′ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

2c

1

2cca

a

r
1 ( )Z (kr) r r(r) ( )

rrkrZ (kr ) 1 ( )
r

.     (26)

Таким образом, полученные выражения для компо-
нент поля (21) и (22), с учетом (25) и (26), позволяют
определить полное ВЧ поле собственного вида коле-
бания “холодной” резонансной системы в виде:

}{ − ωγ
γ = ⋅
G GG G j t
E (r, t) Re E(r) e ,                 (27)

где ϕ= ϕ + ϕ ϕ
G G G G0 0

rE(r) E (r, )r E (r, ) , γ γ γ
′ ″ω = ω − ωj  –

комплексные частоты собственных видов колебаний;

γ
′ω – круговая “холодная” частота собственного вида;

γ
″ω – коэффициент затухания.

Общее решение неоднородной системы уравнений
Максвелла (16) и (17) относительно вихревых компо-
нент ВЧ поля можно представить в виде [15]:

}{ γ γ −γ −γ
γ

= +∑
G GG�E(r, t) C E C E ;        (28)

{ }γ γ −γ −γ
γ

= +∑
G G GG�H(r, t) C H C H ,         (29)

где коэффициенты разложения γC  и −γC  удовлетво-
ряют следующим выражениям:

γ γ
γγ

= − ⋅′ω − ω
∫
G G
��

V

j 1
C jE dV

N2( )
;           (30)

−γ −γ
γγ

= − ⋅″ω + ω
∫
G G
��

V

j 1
C JE dV

N2( )
.        (31)

Данные коэффициенты представляют собой медленно
меняющиеся функции времени (по сравнению с

′− ωγj t
e ). Повторяя рассуждения, приведенные в работе

[13], можно показать, что данные коэффициенты удов-
летворяют уравнению возбуждения:

γ
γ γ γ

γ

− + ω − ω = ∫
G G
� �

V

dC 1
j( )C J(t)E dV

dt 2N ,      (32)

где

γ γ γ′ ′= ε ε = − µ µ∫ ∫
G G
� �2 2

0 0

V V

1 1
N E dV H dV

2 2         (33)

– норма собственного вида колебаний резонансной
колебательной системы.

Полагаем , что ϑγ
γ γ= j

C C e , где γC  и

γ γ
′ϑ = ω − ω =∆ω( )t t  – модуль амплитуды и фаза

“горячей” ВЧ волны. После подстановки данного
выражения в уравнение возбуждения (32) и разделе-
ния его на действительную и мнимую части получаем
систему уравнений для мгновенных значений ампли-
туды и фазы возбуждаемого вида колебаний:

{
}

γ γ
γ γ

γ γ
ϕ γ γ

′ω
+ ⋅ ⋅ = −χ + Θ ×
ω

×Ψ ⋅ Φ + ⋅ Ψ ⋅ Φ

∑
�

� i

i“ …

i i i i i
r r

dV 1
V (1 )

dT 2Q

(R ) cos( ) u (R ) sin( ) ;
   (34)

{

}

γ γ γ
γ

γ

γ
ϕ γ

ϑ χ
= ⋅ ⋅ Ψ ⋅ Φ −

− + Θ ⋅ Ψ ⋅ Φ

∑�
i i i
r r

i

i i i

d
u (R ) cos( )

dT V

(1 ) (R ) sin( ) ,

где

γ γ

ω γθ
χ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

ω πγ γθ ⎡ ⎤
− ⎢ ⎥
⎣ ⎦

e
2

c a .*" c

a

QN sin 1

2U C r
1

r

.

Система уравнений возбуждения (34) представлена в
нормированном виде. Для этого использовались сле-
дующие нормированные переменные для координат и
скоростей электронов (частиц) электронного потока:

− ′= Φ = γϕ − ω
−

c

a c

r r
R ; t ;

r r       (35)

γ γ

Ω
= Θ =
Ω Ω

��
r

r
a

v
u ; ;

r           (36)

γ
γ

′ω
Ω =

γ
 – угловая скорость вращения ВЧ волны

рабочего вида колебания; γ γ′Φ = Φ −ϑ ; = Κ ⋅e eQ e

– заряд крупной частицы; Κ >>e 1  – коэффициент
укрупнения; ω = ηc e 0B  – циклотронная частота;

γ γ= ⋅
�

� m

a

U
V C

U
 – нормированная амплитуда ВЧ поля;

�
mU  – амплитуда ВЧ потенциала на уровне анода;
aU  – анодное напряжение; .*"C  – эквивалентная
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емкость резонансной системы магнетрона; …Q  – на-
груженная добротность.
Таким образом, полученная система уравнений воз-
буждения (34) позволяет определить амплитуду и
фазу (частоту) “горячего” ВЧ поля в разных режимах
работы магнетрона, а также возможность (или усло-
вия) формирования узкополосного сигнала с задан-
ной амплитудной частотной или фазовой модуляцией
в полосе пропускания резонансной системы.
Уравнения движения. Электроны, влетающие в про-
странство взаимодействия магнетрона (см. рис, 1, д),
движутся в электрическом и магнитном полях. Ис-
пользование принципа суперпозиции позволяет раз-
делить действие данных полей на электронный поток
и таким образом упростить задачу решения самосог-
ласованной системы уравнений поля (1) – (4) и потока
(19) и (20). Такое разделение связано с действием
вихревой и потенциальной компонент электромагнит-
ного поля. В этом случае упрощается не только реали-
зация алгоритма решения, но и границы области, в
которой рассматривается движение электронного по-
тока (см. рис. 1, д).
На рис. 2 схематично представлена модель простран-
ства взаимодействия магнетрона. Там же показана
траектория движения электрона, вылетевшего из т. А
и движущегося в электронной втулке под действием
статического 

G
0E и вихревого (π – вид) 

G
�

N / 2E  электри-
ческих и статического магнитного 

G
0B  полей. Движе-

ние электронов рассматривается в области, которая
ограничена поверхностью катода = = cR 0 (r r )  и
ламелями  резонансной  системы  (анода)

= = aR 1 (r r ) (приближение “гладкого” анода).

Рис. 2. Модель пространства взаимодействия
магнетрона

Система уравнений движения (19) и (20) записывает-
ся в подвижной системе координат ′ϕ(r, ) , вращаю-
щейся относительно неподвижной (лабораторной)
системы координат ϕ(r, )  с угловой скоростью синх-

ронного ВЧ поля γΩ . С учетом введенной нормиров-

ки для координат и скоростей частиц (35) и (36)
система уравнений движения может быть представле-
на в виде:

( ) ( ) ( )

⎧ ′= − ε + ε ± ×⎨
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dT ;                         (39)
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= ⋅
ω ζγ r
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dR 1
u

dT ,                   (40)

где ε = c

a

r

r
; ζ = − ε1 ; ε

ς =
ζ

; 
=

γ

=
Ω

0r ra

a 0

E
G

r B
;

=0

1
G

G
; 

ζ′ =G
G

; = ωcT t  – нормированное теку-

щее время; =ε = ��r r 0r ra
E E  и ϕ ϕ =ε = �� 0r ra

E E – r-я и ϕ -
я нормированные компоненты напряженности

ВЧ поля; =ε =Cƒ Cƒ 0r rr r a
E E  и =ϕ ϕ

ε =Cƒ Cƒ 0r ra
E E –

r-я и ϕ -я нормированные компоненты напряженности
поля ПЗ.
Верхние знаки в выражениях (37) – (40) соответству-
ют обычной конструкции магнетрона, а нижние –
обращенной конструкции.
Моделирование поля ПЗ. Для определения состав-
ляющих напряженностей поля ПЗ εCƒr  и ϕ

εCƒ

пpимeняется бeccтoлкнoвитeльная мoдeль “чacтица в
ячeйкe” (Particle-in-Cell (PIC) Model [16]). Данная
модель не учитывает “близкие” взаимодействия (вза-
имодействия в пределах ячейки сетки разбиения [11]),
а рассматривает влияние только дaльнoдeйcтвyющиx
кулоновских cил, влияющих на данную заряженную
частицу со стороны всех прочих частиц, которые
находятся на расстоянии большем, чем размер эле-
ментарной ячейки ∆c сетки разбиения. B этoм cлyчae
кyлoнoвcкoe пoлe, cooтвeтcтвyющee “дaльним”
взaимoдeйcтвиям электронов, являeтcя cглaжeнным
регулярным пoлeм. Потенциал такого поля определя-
ется из peшения зaдaчи Диpиxлe для уравнения Пуас-
сона (18), которое в подвижной цилиндрической си-
стеме координат ′ϕ(r, )  имеет следующий вид (квази-
статическое приближение):

′∂ ∂ ∂ ρ ϕ
⋅ ⋅ + ⋅ = −
∂ ∂ ε′∂ϕ

2

2 2
0

1 U 1 U (r, )
(r )

r t r r
.        (41)
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Для упрощения решения данного уравнения введем
новые переменные:

= cY ln(r r ) ; ′ ′Φ = γϕ .                (42)

Это позволяет кoнфopмнo отобразить кольцеобраз-
ную область пространства взаимодействия магнетро-
на  между катодом и  анодом ≤ ≤c ar r r  и

′≤ γϕ < πγ0 2  нa прямоугольную oблacть

( )≤ ≤ a c0 Y ln r r  и ′≤ Φ < πγ0 2 . Пepexoдя к

бeзpaзмepным пepeмeнным = aV U U , Y  и ′Φ ,
пoлyчaeм нормированное ypaвнeниe Пyaccoнa в виде:

( )∂ ∂ ′+ γ ⋅ = − ρ ϕ
ε′∂ ∂Φ

2 2 2
2

2 2
0 a

V V r
r,

UY
.          (43)

Учитывая, чтo установившийся пpoцecc
взaимoдeйcтвия элeктpoннoгo пoтoкa c BЧ пoлeм
резонансной колебательной системы магнетрона
пepиoдичeн вo вpeмeни и в пpocтpaнcтвe, paccмoтpим
peшeниe ypaвнeния Пуассона (43) для всей области
взаимодействия магнетрона, вдоль которой уклады-
вается целое число полных периодов ВЧ волны
( γ  зaмeдлeнных длин вoлн). Это соответствует уста-
новлению в пространстве взаимодействия заданного
вида колебания, характеризуемого постоянной рас-
пространения γ = +n mN . Граничные условия, не-
обходимые для решения уравнения (43), записывают-
ся в следующем виде:

′Φ =V(0, ) 0 ;       ( )′Φ =a cV ln(r r ), 0 ;

′ ′Φ = Φ ± πγV(Y, ) V(Y, 2 ) .           
   (44)

Для определения потенциала поля ПЗ в (43) применя-
ется алгоритм, предложенный R.W. Hockney [17] в
coчeтaнии c иcпoльзoвaниeм пpoцeдypы быcтpoгo
пpeoбpaзoвaния Фypьe [18]. С этой целью yчacтoк
пpocтpaнcтвa взaимoдeйcтвия разбивается
paвнoмepнoй пpямoyгoльнoй ceткoй (лaгpaнжeвой
сеткой) paзмepoм ( )+ ×M 1 N , гдe Κ+= 1M 2  и

Ρ+= 1N 2 , a Κ и Ρ  – цeлыe чиcлa.

На рис. 3 схематично показана пространственная
сетка, используемая для дискретизации пространст-
ва  взаимодействия магнетрона . Taкoй выбop
кoличecтвa cтpoк и cтoлбцoв ceтки дeлaeт вoзмoжным
фaктopизaцию мaтpиц пpeoбpaзoвaний пpи цик-
личecкoй peдyкции, Фypьe – aнaлизe и cинтeзe,
a тaкжe ycкopяeт выпoлнeниe этиx oпepaций.
Иcпoльзyя конечно-paзнocтнyю aппpoкcимaцию,
диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (43) зaмeняeтcя
cиcтeмoй  кoнeчнo-paзнocтныx ypaвнeний ,
cвязывaющиx пoтeнциaлы и зapяды, oтнeceнныe к
yзлaм ceтки разбиения ( )+ ×M 1 N  (см. рис. 3).
Дaннoe paзнocтнoe ypaвнeниe, зaпиcaннoe для ×(i j)
yзлa ceтки paзбиeния, имeeт cлeдyющий вид:

[ ]
+ − + − + α ×

× + − + − =

=

2V(i 1, j) 2V(i, j) V(i 1, j)

V(i, j 1) 2V(i, j) V(i, j 1)

S(i, j),
          (45)

где
γ

= ⋅ ×
πε

−
× ⋅ ⋅
∆ −

a c

0 a

e

ln(r r )1
S(i, j)

2 U

Q N 1
N(i, j);

z M 1

               (46)

= +i 1,2,3, ...,(M 1) ; = +j 1,2,3, ...,(N 1)  –
цeлoчиcлeнныe индeкcы yзлoв, cooтвeтcтвyющиe
цeнтpy элeмeнтapнoй ячeйки  co cтopoнaми
∆ = −a cY ln(r r ) (M 1)  и ′∆Φ = πγ −2 /(N 1) ;

′α = γ ∆ ∆Φ2 Y ; ∆eQ z  – линейная плотность заряда

крупной частицы; N(i, j)  – фyнкция pacпpeдeлeния
зapядa в узлах лaгpaнжeвoй сетки разбиения
( )+ ×M 1 N .

Рис. 3. Дискретная сетка разбиения пространства
взаимодействия магнетрона

Ocoбo нeoбxoдимo ocтaнoвитьcя нa пoдxoдax,
cвязaнныx c oпpeдeлeниeм знaчeний фyнкции
pacпpeдeлeния зapядa Q(i, j)  в yзлaх ceтки
( )+ ×M 1 N . Для этoй цeли нaибoлеe часто применя-
ются двe cxeмы дискретизации заряда [16]: Near Grid
Point (NGP) – cxeмa, кoгдa вecь зapяд крупной чacтицы
пpипиcывaeтcя ближaйшeмy yзлy ceтки, и Cloud – in
– Cell (CIC) – cxeмa, кoтopaя пoдpaзyмeвaeт, чтo зapяд
чacтицы pacпpeдeляeтcя мeждy чeтыpьмя ближaйшими
узлами ячейки, обратно пpoпopциoнaльнo плoщaдям
областей, на которые делится площадь элементарной
ячейки. Следствием диcкpeтизaции элeктpoннoгo
пoтoкa и пpocтpaнcтвa взaимoдeйcтвия являются флук-
туации знaчeний пoтeнциaлa V(i, j)  в yзлax выбpaннoй
ceтки paзбиeния. Дaнныe флyктyaции пoля простран-
ственного заряда paccмaтpивaютcя кaк «мaшинный»
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шyм [8,16,19]. B peзyльтaтe вычиcлeниe кyлoнoвcкиx
cил coпpoвoждaeтcя знaчитeльными пoгpeшнocтями,
чтo отрицательно oтpaжaeтcя нa динaмикe элeктpoннoгo
пoтoкa и может пpивести к eгo нeycтoйчивocти. В
цeлях  yмeньшeния аномального влияния «мaшинныx»
шyмoв пpимeняeтcя лoкaльнoe cглaживaниe фyнкции
pacпpeдeлeния пoтeнциaлa V(i, j) . Для этoгo с помо-
щью метода наименьших квадратов диcкpeтная
фyнкция потенциала ПЗ aппpoкcимиpyетcя ee
aнaлитичecкoй зaвиcимocтью в видe aлгeбpaичecкoгo
пoлинoмa в oблacти − ÷ + − ÷ +(i 1 i 1; j 1 j 1) :

′ ′ ′ ′= + + +

′ ′ ′ ′+ + +
1 2 3

2 2
4 5 6

V(x , y ) a a x a y

a x y a x a y ;
            (47)

гдe 
′ ′Φ − Φ

′ =
′∆Φ
i, jx ; 

−
′ =

∆
i, jY Y

y
Y

 – нopмиpoвaнныe

кoopдинaты; i, jY  и ′Φi, j  – кoopдинaты yзлa ceтки
разбиения, ближaйшeгo к тoчкe, в кoтopoй нaxoдитcя
чacтицa, т.e. тoчкa c текущими кoopдинaтaми Y  и ′Φ ;

1 2 6a ,a , ...,a  – постоянные кoэффициeнты пoлинoмa,
oпpeдeляeмыe c пoмoщью мeтoдa нaимeньшиx
квaдpaтoв [20].
Окончательно, выражения для нормированных со-
ставляющих напряженностей поля ПЗ εCƒr и ϕ

εCƒ с
учетом (15) можно представить в следующем виде:

− ∂
ε = − ⋅

′ζ ς + ∂Cƒr

M 1 V

( R) y ;                     (48)

ϕ

γ − ∂
ε = − ⋅ ⋅

′π ζ ς + ∂
a c

Cƒ

ln r r (N 1) V

2 ( R) x
.           (49)

Выражения (48) и (49) являются универсальными и
позволяют определить компоненты напряженности
поля ПЗ в азимутально-симметричных магнетронных
системах обычной и обращенной конструкций без
изменения алгоритма и программы расчета.
Расчет теплового режима. Процесс бомбардировки
электродов магнетрона (катода и анода) вылетающи-
ми электронами вызывает нагрев данных электродов
и приводит к росту их температуры. Изменение темпе-
ратурного режима прибора ухудшает его характерис-
тики, в частности, приводит к уходу частоты генери-
руемых колебаний. Для учета тепловых процессов,
обусловленных вылетом электронов на катод и анод,
модель магнетрона дополняется уравнением тепло-
проводности. В случае изотропной однородной среды
(“гладкие” электроды (см. рис. 2)) данное уравнение
имеет вид:

∂
= α ∆ +

∂ T

T
T Q

t
,                  (50)

где α = ρT M M VK c  – коэффициент температуро-
проводности; MK  – теплопроводность материала ка-
тода и анода (меди); ρM  – плотность материалов

катода и анода; Vc  – удельная теплоемкость матери-
алов катода и анода; T  – температура; = ρM VQ q c ;
q  – заданная плотность тепловых источников (тепло-
выделения), в качестве которой выступает плотность
энергии, выделяемой на электродах прибора бомбар-
дирующими их электронами.

Моделирование тепловых процессов на катоде связа-
но с определением дополнительного повышения тем-
пературы поверхности катода за счет обратной бом-
бардировки его первичными электронами. Полная
кинетическая энергия, выделяемая на всей поверхно-
сти катода возвращающимися электронами, равна:

=
=

= ∑
G

2Nc
i

c e 3ä r rc
i 1

1
W M (v )

2
,                (51)

где = γ = == Ω + ε Θ
G i 2 2 2

3ä r r a r r r r rc c c
(v ) r (u ) ( )  – модуль

вектора скорости удара о катод i-й частицы;
=e eM K m  – масса крупной частицы; cN  – количе-

ство частиц, вылетевших на катод за шаг решения по
времени ∆T . Для упрощения расчетов предполагает-
ся, что данная энергия выделяется в бесконечно тон-
ком слое равномерно по всей поверхности катода
∆ = πc c cS 2 r h , где ch  – высота катода.

Результатом решения уравнения (50) является зависи-
мость повышения и колебаний температуры катода от
времени. Знание такой зависимости позволяет опре-
делить колебание термоэмиссионного тока и влияние
дополнительной термоэлектронной эмиссии на рост
вторичноэмиссионного тока и, как следствие этого,
на стабильность частоты генерируемых магнетроном
колебаний [21].
Аналогичным образом проводится моделирование
тепловых процессов на аноде. При вылете частиц на
анод =(R 1)  определяется полная кинетическая энер-
гия, выделяемая на аноде вылетающими частицами в
виде:

 =
=

= ∑
G

2Na
p

a e 3ä r ra
p 1

1
W M (v )

2
,                (52)

где = γ = == Ω + Θ
G p 2 p 2 p

3ä r r a r r r r ra a a
(v ) r (u ) ( )  – модуль

вектора скорости удара о анод p -й частицы; aN  –
количество частиц, вылетающих на анод за шаг реше-
ния по времени ∆T . Особенностью моделирования
тепловых процессов на аноде является их стационар-
ность во времени, т. е. ∂ ∂ =t 0 . В этом случае реше-
нием уравнения (50) является установившееся рас-
пределение температуры в анодном блоке магнетрона
(без применения принудительных способов охлажде-
ния: воздушного или водяного). Это позволяет опре-
делить излишек энергии, который необходимо отвес-
ти с помощью специальных способов охлаждения
анодного блока.
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Начальные условия. Для решения самосогласо-
ванной системы уравнений (34), (37) – (40) и (43)
необходимо определить начальные условия, характе-
ризующие состояние ВЧ поля и электронного потока
в пространстве взаимодействия. Предполагается, что
в начальный момент времени =t 0  под действием
статических электрического и магнитного полей элек-
тронный поток формируется в виде втулки ПЗ в
прикатодной области < ≤ "20 R R  и ′≤ Φ < πγ0 2 , где

[ ]= ω ⋅ −"2 e c a cR 2v (r r )  – высота втулки ПЗ. Части-
цы с зарядом eQ равномерно распределены в указан-
ной области в виде eL  слоев по eP  частиц в слое.
Начальные координаты данных частиц определяются
из следующих выражений:

= ⋅"2
i, j j

e

R
R i

L    и  
π′Φ = ⋅ −i, j i
e

2
( j 1)

P ,       (53)

где = ei 1,2,...,L  – номер слоя; = ej 1,2,...,P  – номер
частицы в слое.
Начальное распределение скоростей частиц опреде-
ляется в соответствии с законом сохранения энергии
частицы, движущейся в статических электрическом и
магнитном полях, т.е.

γ

ℜ⎛ ⎞
= = π⎜ ⎟

Ω ⎝ ⎠

� 0
r i, j i, j0

r i, j
a "2

(v )
(u ) sin

r R ;          (54)

γ

Ω ℜ⎡ ⎤
Θ = = + π⎢ ⎥Ω ⎣ ⎦

� 0
i, j i, j0

i, j
"2

cos (1 )
R .

При этом знак продольной составляющей скорости
частиц в потоке выбирается случайным образом, т.е.
если для (i, j)  частицы ℜ >i, j  0.5, то >0

r i, j(u )  0, если
ℜ <i, j  0.5, то <0

r i, j(u ) 0, где ℜi, j  – случайное чис-
ло, равновероятное в интервале [0,1].

Необходимо  отметить, что такое состояние  электрон-
ного облака является первичным и его наличие вполне
обосновано в приближении малой плотности ПЗ,
т.е. когда его плотность удовлетворяет условию, что
ρ << ρK! , ρ = ε ω η2

K! 0 c  – бриллюэновская плотность
ПЗ.
Для частиц, вводимых с катода, выбор начальных
условий для их координат и скоростей зависит от
условий их эмиссии. В модели учитываются три ее
вида: термоэлектронная, вторичноэлектронная и авто-
электронная эмиссии.
В случае применения термоэмиссионных катодов по-
лагается, что плотность тока эмиссии определяется из
выражения Ричардсона – Дэшмана:

⋅
πε=

3 / 2 Ee 0
kT 4k 0

te 0j j e ,                    (55)

где 
ϕ

−
= kT2 k

0 R kj A DT e  – плотность тока насыщения;

=R 2 2

`
A 120.4

“ì j
 – постоянная Ричардсона ;

= −D (1 r)  – прозрачность потенциального барьера;
r   – коэффициент отражения электронов от поверхно-
сти катода (усредненный по энергиям); ϕ  – работа
выхода электрона; 0E  – напряженность внешнего
электрического поля у катода; cT  – абсолютная тем-
пература катода; k  – постоянная Больцмана.

Применение выражения (55) позволяет определить
плотность тока термоэмиссии и рассчитать количе-
ство точек эмиссии

π
= ⋅

ω

2 2
c c

te te
c e

2 r h
N j

5 Q
.                   (56)

Начальные координаты и скорости термоэмиссион-
ных электронов, эмитируемых в пространство взаи-
модействия, равны:

=gR 0 ;   
πγ′Φ = ⋅g
te

2
g

N
;                (57)

= η −0 g
r g te i,j(u ) 2 (U U ) ;         Θ =g 0 ,

где = teg 1,2,...,N ; teU  – энергия вылета термоэмис-
сионных частиц с катода, диапазон изменения кото-
рой равен (15 ÷ 25) эВ [19]; g

i,jU  – разность потенци-
алов статического поля и поля ПЗ над точкой эмиссии.
Термоэлектронная эмиссия учитывается только тог-
да, когда − >g

te i,jU U 0 . В противном случае насту-
пает режим ограничения эмиссии полем ПЗ и эмиссия
частицы отсутствует.
Для моделирования процесса вторично-эмиссионно-
го размножения применяется модель вторичной эмис-
сии, достаточно подробно описанная в [19, 20, 22].
В общем случае коэффициент вторичной эмиссии σ
представляется в виде суммы коэффициентов упруго-
го отражения r , неупругого отражения η  и коэффи-
циента  истинной вторичной эмиссии δ , т.е.
σ = + η + δr .

Особенностью применяемой модели вторичной эмис-
сии является использование экспериментальных за-
висимостей коэффициента вторичной эмиссии от энер-
гии падающих частиц для разных типов катодов:
термоэмиссионных оксидных катодов, вторичноэмис-
сионных катодов с “поджигом” (сплавы −Pd Ba  или

−Pl Ba ) и холодных металлических (Cu  или Pl )
автоэмиссионных катодов.
На рис. 4 представлены усредненные по количеству
образцов экспериментальные зависимости для вто-
ричноэмиссионного и холодного катодов. Данные
кривые аппроксимируются полиномиальной зависи-
мостью σ = σ 3ä(U ) , которая используется для опре-
деления текущего значения коэффициента вторичной
эмиссии. При расчете значения σ учитываются мате-
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риал, из которого изготовлен эмиттер (значение мак-
симального коэффициента вторичной эмиссии σmax ),
характер поверхности катода, энергия обратной бом-
бардировки катода 3äU , а также угловая зависимость
σ ϕ( ) , где ϕ  – угол падения электрона на катод [23].
Также учитывается изменение температуры поверх-
ности катода, вследствие дополнительной энергии,
привносимой бомбардирующими катод частицами.

Рис. 4. Зависимость кривой вторичной эмиссии
от энергии падающих частиц

Важной задачей при моделировании вторичноэмисси-
онных процессов является точное вычисление потен-
циала обратной бомбардировки катода первичными
частицами == η

G 2

3ä 3ä r rc
U (v ) 2 , где =

G
3ä r rc

(v )  – мо-
дуль скорости частицы в точке вылета на катод при

=R 0 . Ошибки вычисления координат и скоростей
частиц, вылетевших на катод, приводят к завышенному
значению их энергии вылета и, как следствие этого, к
значительным погрешностям в определении σ .
На рис. 5 схематично показана траектория движения
частицы в прикатодной области. Траектория частицы
построена по результатам решения системы уравне-
ний движения на каждом временном шаге ∆T  (дис-
кретные точки − −k 2, k 1  в пространстве взаимодей-
ствия и точка K , соответствующая случаю вылета
частицы на катод). Для вычисления кинематических
характеристик частицы в плоскости катода (точка A )
можно использовать интерполяцию значений в точках

−(k 1)  и K  (линейная интерполяция) или в точках
− −(k 2),(k 1)  и K  (квадратичная интерполяция).

Однако такой подход требует значительной дополни-
тельной памяти и к тому же имеет повышенную вы-
числительную погрешность (из-за учета в расчетах
значений в точке K ). Поэтому предлагается достаточ-
но простой и, как показали расчеты, точный алгоритм
вычисления энергии частицы в плоскости касания
катода (точка A ). Данный алгоритм связан с опреде-
лением кинетической энергии вылетающей частицы в
точке, предшествующей ее вылету на катод, т.е. в
точке −(k 1) . Для вылета данной частицы на катод
необходимо преодолеть потенциальный барьер, опре-
деляемый как e “3ìQ U , где “3ìU  – суммарный потен-
циал статического электрического поля в точке −(k 1)

с учетом экранирующего действия поля ПЗ, определя-
емого в ближайшем узле разностной сетки ′Φ(Y, ) . С
учетом этого выражение для потенциала вылета части-
цы на катод можно представить в виде:

= − −== − ⋅ −
η

G 2

r rk 1 i,jk 1 c
3ä a Cƒ

a c

(v) ln(r r )
U U U

2 ln(r r )
,   (58)

где = − γ = =− − −
= Ω + Θ

G 2 2
r r k 1 r r r r rk 1 k 1 k 1

(v ) r (u ) ( )  –

модуль скорости частицы в точке −(k 1) ; i,j
CƒU  –

потенциал поля ПЗ в ближайшем узле сетки разбиения.

Рис. 5. Траектория частицы, вылетающей на катод

Анализ вычисленного значения 3äU  позволяет опре-
делить составляющие коэффициента вторичной эмис-
сии. В случае, когда <3ä 1U U , где 1U  – значение
первого критического потенциала при σ = 1 , рас-
сматриваются упруго и неупруго отраженные части-
цы для конкретного материала катода. При условии,
что >3ä 1U U  рассматриваются истинно вторичные
частицы, количество которых определяется с помо-
щью экспериментальных зависимостей, представлен-
ных на рис. 4.

Начальные координаты вторичных частиц совпа-
дают с координатами первичных частиц в лаборатор-
ной системе координат. Однако координаты вторич-
ных частиц в подвижной системе координат вводятся
с учетом времени запаздывания вылета вторичной
частицы, которое равно ~ 10-13 с. Начальные скорости
для вводимых вторичных частиц выбираются случай-
ным образом в интервале значений энергии вылета от
5 до 20 эВ [ 19].

Начальное значение амплитуды γ
� 0V  ВЧ поля, воз-

буждаемого электронным потоком в резонансной
колебательной системе, выбирается из условия нали-
чия в предгенерационном режиме магнетрона слабого
ВЧ поля в виде “нерезонансного” фона, который
можно рассматривать как шумовую составляющую
колебаний, возбуждаемых статическим облаком ПЗ
на фронте импульса анодного напряжения. Амплиту-
ду и спектральное распределение энергии, излучае-
мой ускоренно движущимися электронами в свобод-
ном пространстве магнетрона, можно оценить вос-
пользовавшись результатами работы [24]. Проведен-
ные тестовые расчеты показывают, что амплитуда
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данных колебаний меньше уровня “машинных” шу-
мов и не превышает – 60 дБ от уровня колебаний,
соответствующих стационарному режиму работы.

Начальная фаза ВЧ колебаний γϑ�
0  выбирается слу-

чайным образом в интервале значений [ ]π0,2 . Это
соответствует случаю генерации магнетроном неко-
герентного сигнала с произвольной (случайной) на-
чальной фазой. При синхронизации магнетрона вне-
шним сигналом начальная фаза генерируемого сигна-
ла γϑ�

0  определяется фазой внешнего синхронизиру-
ющего сигнала.
4. Анализ вычислительной погрешности
модели
Погрешность численного решения самосогласован-
ной системы уравнений (34), (37) – (40) и (43) связана
с пространственно-временной дискретизацией, а так-
же с дискретным представлением сплошного элект-
ронного потока в виде совокупности крупных частиц
с зарядом eQ (метод крупных частиц). Наличие такой
пoгpeшнocти может пpивести  к пoявлeнию
вычиcлитeльнoй нeycтoйчивocти peшeния и затрудня-
ет анализ физических результатов и их объяснение.
Для тoгo чтoбы oцeнить вeличинy вычиcлитeльнoй
пoгpeшнocти мoдeли магнетрона, нeoбxoдимo
oпpeдeлить вoзмoжныe пpичины ee пoявлeния.
Koличecтвeннo вeличинa пoгpeшнocти зависит от
знaчeний мoдeльныx пapaмeтpoв: шaга интeгpиpoвaния
пo вpeмeни ∆T , paзмepов ячeйки пpocтpaнcтвeннoй
ceтки разбиения ∆Y  и ′∆Φ , a тaкжe чиcла крупных
чacтиц eN  (или заряда частицы eQ ). Ocтaнoвимcя
бoлee пoдpoбнo и пpoaнaлизиpyeм cвязь кaждoгo из
дaнныx мoдeльныx пapaмeтpoв c вычиcлитeльнoй
пoгpeшнocтью.
Для определения погрешности численного решения
дифференциальных уравнений движения сравним ре-
зультаты их решения с расчетами, проведенными по
аналитическим выражениям для наиболее простых
случаев взаимодействия (например, расчет траекто-
рий частиц в статическом режиме работы без учета
действия поля ПЗ). В этом случае относительная по-
грешность равна

−
ε = ⋅÷,“ë =…=ë

%2…
=…=ë

D D
100 %

D ,           (59)

где ÷,“ëD  – значение параметра, определяемого с
помощью численного метода решения; =…=ëD  – точ-
ное значение параметра, определяемого из аналити-
ческого выражения.
На рис. 6 представлена обобщенная зависимость от-
носительной погрешности решения уравнений движе-
ния ε%2…  для частицы, движущейся в скрещенных
статических электрическом и магнитном полях. Рас-
четы проводились разными численными методами:
одношаговыми (методом Эйлера, методом Рунге-
Кутта 4-го порядка) и многошаговыми (методом про-
гноза и коррекции, методом Адамса-Башфорта, мето-

дом Нюстрема) с обычной (кривая 1) и двойной
(кривая 2) точностью.

Рис. 6. Зависимость относительной погрешности
решения уравнений движения с обычной (1)

и двойной (2) точностью

Из пpeдcтaвлeнныx зaвиcимocтeй виднo, чтo
чиcлeнный подход к решению xapaктepизyeтcя
oпpeдeлeнным интepвaлoм знaчeний шaгa интегриро-
вания ∆T , в пpeдeлax кoтopoгo oтнocитeльнaя
пoгpeшнocть ε%2…  нe пpeвышaeт зaдaннoгo приемле-
мого знaчeния. C yвeличeниeм шага интегрирования
( ∆ >∆ maxT T ) или его yмeньшeниeм ( ∆ <∆ minT T )
имeeт мecтo pocт пoгpeшнocти вычиcлeний. Пpи этoм
наблюдается увеличение энергии, запасенной в элек-
тронном потоке (тaк нaзывaeмый «пceвдoнaгpeв»
[19]). Mинимизaция мoдyля вычиcлитeльнoй пo-
гpeшнocти ε%2…  являeтcя кpитepиeм пpaвильнocти
выбopa шaгa интeгpиpoвaния пo вpeмeни. Heoбxoдимo
oтмeтить, чтo пpичинa pocтa ε%2… пpи yвeличeнии или
yмeньшeнии ∆T  paзличнa и oбycлoвлeнa в пepвoм
cлyчae ( ∆ >∆ maxT T ) нapyшeниeм coглacoвaннocти
диcкpeтнoй  aппpoкcимaции c иcxoдным
диффepeнциaльным ypaвнeниeм, a вo втopoм –
( ∆ <∆ minT T ) нaкoплeниeм oшибoк oкpyглeния чиceл
ввидy pocтa кoличecтвa выпoлняeмыx apифмeтичecкиx
oпepaций. Taким oбpaзoм, при выборе знaчeния шaгa
интeгpиpoвaния ∆T  следует исходить из условия
минимизации вычислительной погрешности. Прове-
денные тестовые расчеты показали, что в интервале
значений шага интегрирования ≤∆ ≤c c

1 1
T T T

32 8
(случай обычной точности), где = π ωc cT 2  – период
циклотронных колебаний, относительная погрешность
ε%2…  в точке вылета частицы на катод не превышает

3,4 % с минимальным значением 1,2 % при ∆ = c

1
T T

12
.

Это позволяет рассчитывать энергию частицы с абсо-
лютной точностью:

ε
ε = ⋅ %2…

=K“ aU
100

.                      (60)

Анализ вычислительной погрешности, связанной с
пространственной дискретизацией, oбуслoвлeннoй
ввoдoм простpaнcтвeннoй  сетки  разбиения

+ ×((M 1) N)  для решения уравнения Пуассона.
Сетoчнaя диcкретизaция простpaнcтвa взaимoдeйcтвия
aвтoмaтически oгpaничивает вoзмoжность yчeтa вoлн,
длинa кoтopыx cтaнoвитcя сравнимoй c paзмером



26 РИ, 2006, № 2

элeмeнтарнoй ячeйки сетки ∆c . C другoй cтороны,
cyществyeт cвязь мeждy cтeпeнью диcкретизaции
проcтpaнcтвa взaимoдeйcтвия и кoличествoм круп-
ных чacтиц eN , yчacтвyющиx вo взaимoдeйcтвии, a
тaкжe выбpaннoй схемoй «paзмaзывaния» чacтиц по
ячейке сетки разбиения. Для тoгo чтoбы cвязaть мeждy
coбoй paзмеры элeмeнтарнoй ячeйки проcтpaнcтвeннoй
сетки ∆c  и кoличествo чacтиц eN , ввoдитcя харак-
терный пространственный интервaл – paдиус Дeбaя

Dr  [16]. C физическoй тoчки зрения радиус Дебая
paзгpaничивaет oблacть, гдe проявляютcя
кoллeктивныe cвoйcтвa cиcтeмы чacтиц > D(r r ) , oт
oблacти, в кoторой преoблaдaют микроcкoпическиe
эффeкты парнoгo взaимoдeйcтвия < D(r r ) . В прибли-
жении учета действия дальнодействующих сил куло-
новского взаимодействия размер проcтpaнcтвeннoй
сетки выбиpaется из услoвия, чтo ∆ ≈c Dr .
Кoличество крупных чacтиц eN , yчacтвyющиx вo
взaимoдeйcтвии, связано с величиной заряда eQ  и
автоматически «регулируется» величиной ПЗ в при-
катодной области (режим ограничения эмиссии ПЗ
[20]). При этом между количеством частиц и их
зарядом, как показывают тестовые расчеты, суще-
ствует прямопропорциональная зависимость, близкая
к линейной. Однако значительное уменьшение коли-
чества частиц за счет роста их заряда ограничивается
ростом вычислительных флюктуаций потенциала ПЗ в
узлах сетки разбиения и может привести к появлению
аномальных эффектов (например, к «налипанию» ча-
стиц на катоде, резким скачкам плотности ПЗ и т.д.).
К тому же зaмeнa NGP-aлгopитмa «paзмaзывaния»
частиц в пределах ячейки сетки разбиения на схему
CIC-алгоритма имеет oгpaничeния на допустимое
минимальное кoличествo чacтиц, при котором
иcключaютcя cкaчкообpaзныe измeнeния распреде-
ления потенциала ПЗ oт шaгa к шaгy по времени.
Для проведения тестовых расчетов рассматривается
прибор со следующими параметрами: =ar 0,0075 м;

=cr 0,0048 м; =aU 14000 В; =0B 0,25 Тл; =f 4,0 109

Гц. Предполагается, что движение частицы, вылетев-
шей с катода =(R 0) , рассматривается в кинематичес-
ком приближении (без учета действия поля ПЗ, т.е.

ϕ
ε =Cƒr,

0 ) с начальными скоростями вылета с катода,
равными нулю ( =ru 0 и Θ = 0), и в ВЧ поле постоян-
ной амплитуды, т.е. =�

N / 2V  1 и начальной фазой
γϑ = −π� 0 .

Для выбранного режима работы и шага интегрирова-
ния ∆ = c

1
T T

12
, согласно (60), абсолютная погреш-

ность определения энергии частицы равна 168 эВ. Как
видно из рис. 4, такая абсолютная погрешность опре-
деления энергии удара является недопустимой для
расчета значения коэффициента вторичной эмиссии.
Поэтому для снижения вычислительной погрешности
в модели предлагается использовать алгоритм умень-
шения шага решения для частиц, вылетающих на
катод. В этом случае шаг решения выбирается равным

′∆ = ∆
1

T T
10

 в прикатодной области пространства

взаимодействия ∆ <"2R 0,1. В результате абсолютная
погрешность ε=K“  снижается и не превышает (3÷5) эВ,
что позволяет контролировать поведение малоэнерге-
тичных электронов с энергиями менее 10 эВ.
На рис. 7 представлены результаты моделирования
движения частиц в статическом (а) и динамическом
(б) режимах работы магнетрона.

′Φ , рад

a

Φ , рад

б

Рис. 7. Траектории движения электронов в статическом
(а) и динамическом (б) режимах работы магнетрона

Анализ движения частиц в статическом режиме без
учета влияния поля ПЗ показывает, что имеет место
бомбардировка катода и эмиссия вторичной частицы.
При этом энергия удара составляет единицы электрон-
вольт и происходит упругое отражение частицы от
катода. Многократность отражения частицы подтвер-
ждает отсутствие накопления вычислительной погреш-
ности и корректность выбранного шага решения.
В случае динамического режима (с учетом действия
поля ПЗ) движение частицы происходит в ускоряю-

щих (
π π′− < Φ < +
2 2

) и тормозящих 
π π′< Φ <

3

2 2
фазах ВЧ поля. В первом случае это приводит к
образованию электронных спиц ПЗ и вылету частицы
на анод. Движение частиц в ускоряющих фазах ВЧ
поля обуславливает бомбардировку электронами ка-
тода. В результате вторичноэмиссионного размноже-
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ния электронов в пространстве взаимодействия маг-
нетрона поддерживается необходимая плотность элек-
тронного потока.
Выводы
Разработана многопериодная математическая модель
магнетрона в двухмерном приближении, включая
основные уравнения модели, а также начальные и
граничные условия их решения. Проведен анализ
вычислительной точности решения уравнений модели
с учетом особенностей вылета частиц на катод и
анодную резонансную систему. Показано, что для
адекватного описания физических процессов в маг-
нетроне и минимизации погрешности вычислений (не
более (2 ÷ 3) % для частиц, движущихся в простран-
стве взаимодействия, и 0,1 % для частиц, вылетаю-
щих на катод и анод) шаги интегрирования по времени

не должны превышать ∆ = c

1
T T

12
 и ′∆ = ∆

1
T T

10
,

соответственно. Размер пространственной сетки раз-
биения для определения сил ПЗ выбирается из усло-
вия, что ∆ ≈c Dr . Для указанных значений модельных
параметров проведен тестовый расчет траекторий дви-
жения частиц в статическом и динамическом режи-
мах работы магнетрона. Полученный результат адек-
ватно описывает физические процессы, сопровожда-
ющие движение электронного потока в магнетроне.
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