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ôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ) è ýëåêòðîííûå (ïðîâîäè-
ìîñòü) ñâîéñòâà ëó÷øå, ÷åì ó a-Si:H è a-SiC:H.
Êðîìå òîãî, mc-Si èìååò òàêóþ æå îïòè÷åñêóþ
øèðèíó ùåëè, êàê è êðèñòàëëè÷åñêèé êðåìíèé (1,1
ýÂ), à çíà÷èò ìîæíî åùå áîëüøå ðàñøèðèòü ñïåê-
òðàëüíûé äèàïàçîí ïðåîáðàçîâàíèÿ, åñëè íà åãî
îñíîâå ñòðîèòü íèæíèå ÿ÷åéêè ÑÝ (ìèêðîìîðôíûå
ñîëíå÷íûå ýëåìåíòû). Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå mc-
Si ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ïðîáëåìàì. Äëÿ ýôôåê-
òèâíîãî ïîãëîùåíèÿ â äëèííîâîëíîâîé îáëàñòè
íåîáõîäèìà òîëùèíà i-ñëîÿ â íåñêîëüêî ìêì,
ïðèòîì, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà mc-Si íåâåëèêà (<0,5
íì/ñ). Áîëåå òîãî, äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ òîêîâ ïðè
èñïîëüçîâàíèè íèæíèõ mc-Si ñëîåâ íóæíî óâåëè-
÷èâàòü òîëùèíó âåðõíåãî ñëîÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òîíêîïëåíî÷íûõ ñîëíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ äîëæíî áûòü ñâÿçàíî ñ îïòèìèçàöèåé
òåêñòóðèðîâàííûõ ìíîãîçîííûõ ñòðóêòóð, ïðè ýòîì
ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìèêðî-
ìîðôíûõ ñîëíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ âûñîêîêà÷åñòâåí-
íûì (ñòàáèëüíûì) âåðõíèì a-Si:H i-ñëîåì è ÑÂ×
ñèñòåì îñàæäåíèÿ. Íåîáõîäèìî ðàçâèòèå êàê ãðóï-
ïîâîé, òàê è êîíâåéåðíîé òåõíîëîãè÷åñêèõ êîí-
öåïöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ ýôôåêòèâíîñòü/öåíà.

Äëÿ ðàçâèòèÿ ãåëèîýíåðãåòèêè ïî êîíâåéåðíîé
êîíöåïöèè íóæíû çíà÷èòåëüíûå êàïèòàëîâëîæå-
íèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â îòå÷åñòâåííûõ óñëîâèÿõ áîëåå
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ãðóïïî-
âóþ òåõíîëîãèþ è óæå èìåþùååñÿ îáîðóäîâàíèå
òîíêîïëåíî÷íîãî ïðîèçâîäñòâà. Ïðè ýòîì îñíîâ-
íîé çàäà÷åé ñòàíåò ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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ÒÅÂßØÅÂ À.Ä., ÑÓÇÄÀËÜ Â.Ñ.,
ÁÎÐÎÄÀÂÊÎ Þ.Ì., ÏÅËÈÏÅÖ À.À.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãî-
ñòè â ñâÿçè ñ óñëîâèÿìè ðîñòà êðèñòàëëîâ – óðàâíå-
íèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òåðìîóï-
ðóãèõ íàïðÿæåíèé ïðè ðîñòå êðèñòàëëîâ. Ýòà ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò íàéòè êîìïîíåíòû òåíçî-
ðà äåôîðìàöèè è òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðè çàäàííîì
òåìïåðàòóðíîì ïîëå è ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ â êîíêðåòíîì ïðîöåññå âûðàùè-
âàíèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ èç ðàñïëàâà.

1. Ââåäåíèå

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûìè èñòî÷íèêàìè íàïðÿæå-
íèé ïðè ðîñòå êðèñòàëëîâ ÿâëÿþòñÿ íåîäíîðîäíîå
ïîëå òåìïåðàòóðíûõ äåôîðìàöèé, âûçûâàþùåå

òåðìîóïðóãèå íàïðÿæåíèÿ, à òàêæå äèñëîêàöèè è
ïðèìåñíûå íåîäíîðîäíîñòè, ñîçäàþùèå îñòàòî÷-
íûå íàïðÿæåíèÿ [1, 2, 4, 5].

Íàõîæäåíèå òåíçîðà äåôîðìàöèè è òåíçîðà òåðìî-
óïðóãèõ íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé èññëåäîâà-
íèÿ ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ íàïðÿæåíèé è äèñëîêà-
öèé â ðàñòóùèõ êðèñòàëëàõ è ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòî-
ÿòåëüíûé èíòåðåñ ïðè óñòàíîâëåíèè áåçîïàñíîãî
ðåæèìà èõ îõëàæäåíèÿ [3-5].

2. Òåíçîð äåôîðìàöèè è òåíçîð íàïðÿæåíèé.
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Ïîä âëèÿíèåì ïðèëîæåííûõ ñèë òâåðäûå òåëà
äåôîðìèðóþòñÿ. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èõ
äåôîðìàöèè ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî-
ëîæåíèå êàæäîé òî÷êè òåëà îïðåäåëÿåòñÿ åå ðàäèóñ-
âåêòîðîì r â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðè
äåôîðìèðîâàíèè òåëà âñå åãî òî÷êè ñìåùàþòñÿ.
Òàêîå ñìåùåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü âåêòîðîì

rru  èëè
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âåêòîðû òî÷êè òåëà äî è ïîñëå åãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Âåêòîð u  íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì äåôîðìàöèè èëè
âåêòîðîì ñìåùåíèÿ. Êîîðäèíàòû ix  ñìåùåííîé
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öèè iu  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò ix . Çàäàíèå
âåêòîðà u  êàê ôóíêöèè îò ix  ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåò äåôîðìàöèþ òåëà.

Ïðè äåôîðìèðîâàíèè òåëà ìåíÿåòñÿ ðàññòîÿíèå
ìåæäó åãî òî÷êàìè. Ðàññìîòðèì äâå áëèçêèå òî÷êè.
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– òåíçîð äåôîðìàöèè.

Èç îïðåäåëåíèÿ iku  âèäíî, ÷òî îí ñèììåòðè÷åí:

kiik uu .                      (4)

Ïðàêòè÷åñêè ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ äåôîðìèðîâà-
íèÿ òåë äåôîðìàöèè îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî èçìåíåíèå ëþáîãî ðàññòîÿíèÿ â òåëå
ïîëó÷àåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèì ðàññòîÿ-
íèåì. Åñëè òåëî ïîäâåðãàåòñÿ ìàëîé äåôîðìàöèè,

òî âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ
ìàëûìè; ìàëûì áóäåò è âåêòîð äåôîðìàöèè iu .

Ïîýòîìó â îáùåì âûðàæåíèè (3) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
ïîñëåäíèì ÷ëåíîì êàê ìàëîé âåëè÷èíîé âòîðîãî
ïîðÿäêà è ïðåäñòàâèòü òåíçîð äåôîðìàöèè, äëÿ
ñëó÷àÿ ìàëûõ äåôîðìàöèé, â âèäå
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé ik . Âûäåëèì â òåëå êàêîé-íèáóäü îáúåì è
ðàññìîòðèì äåéñòâóþùóþ íà íåãî ñóììàðíóþ ñèëó.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòà ñóììàðíàÿ ñèëà ðàâíà ñóììå
âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà êàæäûé èç ýëåìåíòîâ
ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà, ò.å. ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà â âèäå îáúåìíîãî èíòåãðàëà dVF , ãäå

F – ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó îáúåìà òåëà, òàê
÷òî íà ýëåìåíò îáúåìà dV  äåéñòâóåò ñèëà dVF . Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñèëû, ñ êîòîðûìè äåéñòâóþò äðóã
íà äðóãà ðàçëè÷íûå ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà,
íå ìîãóò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ îòëè÷íîé îò íóëÿ
ñóììàðíîé ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû, ïîñêîëüêó
îíè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ðàâåíñòâà äåéñòâèÿ
ïðîòèâîäåéñòâèþ â ñóììå óíè÷òîæàþò äðóã äðóãà.
Ïîýòîìó èñêîìóþ ïîëíóþ ñóììó ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñóììó òîëüêî òåõ ñèë, êîòîðûå äåéñòâó-
þò íà äàííûé îáúåì ñî ñòîðîíû îêðóæàþùèõ åãî
÷àñòåé òåëà. Íî ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå ýòè ñèëû
äåéñòâóþò íà ðàññìàòðèâàåìûé îáúåì ÷åðåç åãî
ïîâåðõíîñòü, è ïîòîìó ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà êàæäûé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè îáúåìà, ò.å. â âèäå
íåêîòîðîãî èíòåãðàëà ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî îáúåìà òåëà êàæäàÿ èç

òðåõ êîìïîíåíò dVFi  ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ

âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâà-
íà â èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ýòîãî îáúåìà. Êàê
èçâåñòíî, èíòåãðàë îò ñêàëÿðà ïî ïðîèçâîëüíîìó
îáúåìó ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â èíòåãðàë ïî
ïîâåðõíîñòè â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòîò ñêàëÿð ÿâëÿåòñÿ
äèâåðãåíöèåé íåêîòîðîãî âåêòîðà. Â äàííîì ñëó÷àå
ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë íå îò ñêàëÿðà, à îò âåê-

òîðà. Ïîýòîìó âåêòîð iF  äîëæåí áûòü äèâåðãåíöè-
åé íåêîòîðîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, ò.å. èìåòü âèä
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k

ik
i x

F .                     (7)

Òîãäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà íåêîòîðûé îáúåì,
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå èíòåãðàëà ïî
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé äàííûé
îáúåì:

kik
k

ik
i dfdV

x
dVF .        (8)

Òåíçîð ik  íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé. Êàê

âèäíî èç (8), kik df  åñòü i -ÿ êîìïîíåíòà ñèëû,

äåéñòâóþùàÿ íà ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè df . Âûáèðàÿ
ýëåìåíòû ïîâåðõíîñòè â ïëîñêîñòÿõ zxzyyx ,;,;, ,
íàõîäèì, ÷òî êîìïîíåíòà ik  òåíçîðà íàïðÿæåíèé
åñòü i -ÿ êîìïîíåíòà ñèëû, äåéñòâóþùåé íà åäèíè-

öó ïîâåðõíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê îñè kx . Òàê,
íà åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê îñè
x , äåéñòâóåò íîðìàëüíàÿ ê íåé (íàïðàâëåííàÿ
âäîëü îñè x ) ñèëà xx  è òàíãåíöèàëüíûå (íàïðàâ-
ëåííûå ïî îñÿì y  è z ) ñèëû yx , zx .

Êàê ïîêàçàíî â [3],

kiik ,                      (9)

ò.å. òåíçîð íàïðÿæåíèé – ñèììåòðè÷íûé.

Íàéäåì ik  ïðè ðàâíîìåðíîì âñåñòîðîííåì ñæàòèè
òåëà. Ïðè òàêîì ñæàòèè íà êàæäóþ åäèíèöó ïîâåð-
õíîñòè òåëà äåéñòâóåò îäèíàêîâîå ïî âåëè÷èíå
äàâëåíèå, íàïðàâëåííîå âåçäå ïî íîðìàëè ê ïîâåð-
õíîñòè âíóòðü îáúåìà òåëà. Åñëè îáîçíà÷èòü ýòî
äàâëåíèå áóêâîé p , òî íà ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè idf
äåéñòâóåò ñèëà ipdf . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ñèëà
ðàâíà kik df . Ïîñêîëüêó kiki dfppdf , òî

ikik p .                   (10)

Âñå îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿ-
æåíèé ðàâíû äàâëåíèþ p .

Â ðàâíîâåñèè ñèëû âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé äîëæ-
íû âçàèìíî êîìïåíñèðîâàòüñÿ â êàæäîì ýëåìåíòå
îáúåìà òåëà, ò.å. äîëæíî áûòü 0iF . Òàêèì îáðà-
çîì, óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äåôîðìèðîâàííîãî òåëà
èìåþò âèä

0
k

ik
x .                  (11)

Åñëè òåëî íàõîäèòñÿ â ïîëå òÿæåñòè, òî äîëæíà
èñ÷åçàòü ñóììà gF  ñèë âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé
è ñèëû òÿæåñòè g , äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó
îáúåìà òåëà (  – ïëîòíîñòü, g  – âåêòîð óñêîðåíèÿ
ñèëû òÿæåñòè, íàïðàâëåííûé âåðòèêàëüíî âíèç);
óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

0i
k

ik g
x .               (12)

×òî êàñàåòñÿ âíåøíèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ íåïîñðåä-
ñòâåííî ê ïîâåðõíîñòè òåëà, òî îíè âõîäÿò â
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ. Ïóñòü

P  – âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåëà, òàê ÷òî íà ýëåìåíò
ïîâåðõíîñòè df  äåéñòâóåò ñèëà dfP . Â ðàâíîâåñèè
îíà äîëæíà êîìïåíñèðîâàòüñÿ ñèëîé kik df ,
äåéñòâóþùåé íà òîò æå ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ñî
ñòîðîíû âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé. Òàêèì îáðàçîì,
äîëæíî áûòü 0kiki dfdfP .

Íàïèñàâ kdf  â âèäå dfndf kk , ãäå n  - åäèíè÷íûé
âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî âíåøíåé íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè, íàõîäèì

ikik Pn .                   (13)

Ýòî è åñòü óñëîâèå, êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íà âñåé ïîâåðõíîñòè íàõîäÿùåãîñÿ â ðàâíîâåñèè
òåëà.

3. Òåðìîäèíàìèêà äåôîðìèðîâàíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåôîðìàöèÿ òåëà ìåíÿåòñÿ òàê,
÷òî âåêòîð äåôîðìàöèè iu  èçìåíÿåòñÿ íà ìàëóþ
âåëè÷èíó iu . Ðàáîòà R , ïðîèçâîäèìàÿ ïðè ýòîì
ñèëàìè âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé â åäèíèöå îáúåìà
òåëà, êàê èçâåñòíî [3], îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ikik uR .                 (14)

Åñëè äåôîðìàöèÿ òåëà äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ïî
ïðåêðàùåíèè äåéñòâèÿ âûçâàâøèõ äåôîðìàöèþ
âíåøíèõ ñèë òåëî âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå íåäå-
ôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Òàêèå äåôîðìàöèè íà-
çûâàþòñÿ óïðóãèìè. Ïðè áîëüøîé äåôîðìàöèè
ïðåêðàùåíèå äåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë íå ïðèâîäèò ê
åå ïîëíîìó èñ÷åçíîâåíèþ; òàêèå äåôîðìàöèè íà-
çûâàþòñÿ ïëàñòè÷åñêèìè. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî óïðóãèå äåôîðìàöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ñîâåð-
øàåòñÿ íàñòîëüêî ìåäëåííî, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè â òåëå óñïåâàåò óñòàíîâèòüñÿ ñîñòîÿíèå
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå
òåì âíåøíèì óñëîâèÿì, â êîòîðûõ òåëî â äàííûé
ìîìåíò íàõîäèòñÿ. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, ïðîöåññ
áóäåò òåðìîäèíàìè÷åñêè îáðàòèìûì.

Óñëîâèìñÿ îòíîñèòü âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè-
÷èíû ê åäèíèöå îáúåìà.

Áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå d  âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ðàâíî ðàçíîñòè ïîëó÷åííîãî äàííîé åäèíèöåé
îáúåìà òåëà êîëè÷åñòâà òåïëà è ïðîèçâåäåííîé
ñèëàìè âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ðàáîòû dR . Êîëè-

÷åñòâî òåïëà ðàâíî ïðè îáðàòèìîì ïðîöåññå TdS ,

ãäå T  – òåìïåðàòóðà. Òàêèì îáðàçîì, dRTdSd ;
ó÷èòûâàÿ (14), èìååì:

ikik duTdSd                (15)

– îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ
äåôîðìèðóåìûõ òåë.

Ââîäÿ âìåñòî ýíåðãèè  ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ
TSF , ïåðåïèñûâàåì ñîîòíîøåíèå (15) â âèäå

ikik duSdTdF .            (16)
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Íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè â (15) è (16) ÿâëÿþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâåííî S , iku  è T , iku . Êîìïîíåíòû
òåíçîðà íàïðÿæåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, äèôôåðåí-
öèðóÿ  èëè F  ïî êîìïîíåíòàì òåíçîðà äåôîðìà-
öèé, ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïîñòîÿííîé ýíòðîïèè S
èëè òåìïåðàòóðå T :

TikSik
ik u

F
u .          (17)

4. Çàêîí Ãóêà. Îäíîðîäíûå äåôîðìàöèè

Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü
îáùèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ê òåì èëè
èíûì êîíêðåòíûì ñëó÷àÿì äåôîðìàöèé, íåîáõîäè-
ìî èìåòü âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè òåëà F
êàê ôóíêöèè òåíçîðà äåôîðìàöèè. Ýòî âûðàæåíèå
ëåãêî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ìàëîñòüþ äå-
ôîðìàöèé è ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ðàçëîæèòü ñâî-
áîäíóþ ýíåðãèþ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì iku .

Ðàññìîòðèì äåôîðìèðîâàííîå èçîòðîïíîå òåëî,
íàõîäÿùååñÿ ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé âäîëü òåëà
òåìïåðàòóðå. Íåäåôîðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèå òåëà
áóäåì ñ÷èòàòü ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë è ïðè
òîé æå òåìïåðàòóðå. Òîãäà ïðè 0iku  äîëæíû
îòñóòñòâîâàòü è âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ, ò.å. äîë-

æíû áûòü 0ik . Ïîñêîëüêó 
ik

ik u
F

, òî îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî â ðàçëîæåíèè F  ïî ñòåïåíÿì iku
äîëæíû îòñóòñòâîâàòü ëèíåéíûå ÷ëåíû.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ âå-
ëè÷èíîé ñêàëÿðíîé, òî êàæäûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè
F  òîæå äîëæåí áûòü ñêàëÿðîì. Èç êîìïîíåíò
ñèììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà iku  ìîæíî ñîñòàâèòü äâà
íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðà âòîðîé ñòåïåíè; â èõ êà÷åñòâå
ìîæíî âûáðàòü êâàäðàò 2

iiu  ñóììû äèàãîíàëüíûõ
êîìïîíåíò è ñóììó 2

iku  êâàäðàòîâ âñåõ êîìïîíåíò
òåíçîðà iku . Ðàçëàãàÿ F  â ðÿä ïî ñòåïåíÿì iku ,
ïîëó÷àåì ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà
âûðàæåíèå âèäà

22
0 2 ikii uuFF .              (18)

Ýòî è åñòü îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè
äåôîðìèðîâàííîãî èçîòðîïíîãî òåëà. Âåëè÷èíû 
è  íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ëàìý.

Èçâåñòíî [3], ÷òî èçìåíåíèå îáúåìà ïðè äåôîðìà-

öèè îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé iiu . Åñëè ýòà ñóììà ðàâíà
íóëþ, òî ïðè äåôîðìèðîâàíèè îáúåì äàííîãî òåëà
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì è ìåíÿåòñÿ òîëüêî åãî ôîðìà.
Òàêèå äåôîðìàöèè áåç èçìåíåíèÿ îáúåìà íàçûâà-
þòñÿ ñäâèãîì.

Äåôîðìàöèÿ, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ èçìåíåíèåì îáúå-
ìà, íî áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû, íàçûâàåòñÿ âñåñòî-
ðîííèì ñæàòèåì. Êàæäûé ýëåìåíò îáúåìà òåëà ïðè
òàêîé äåôîðìàöèè îñòàåòñÿ ïîäîáíûì ñàìîìó ñåáå;

òåíçîð òàêîé äåôîðìàöèè èìååò âèä ikik constu .

Âñÿêóþ äåôîðìàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû äåôîðìàöèé ÷èñòîãî ñäâèãà è âñåñòîðîííåãî
ñæàòèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàïèñàòü òîæäåñòâî

llikllikikik uuuu
3
1

3
1

.        (19)

Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñòûé
ñäâèã, ïîñêîëüêó ñóììà åãî äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ ðàâíà íóëþ ( 3ii ). Âòîðîé æå ÷ëåí ñâÿçàí ñî
âñåñòîðîííèì ñæàòèåì.

Â êà÷åñòâå îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèè äåôîðìèðîâàííîãî èçîòðîïíîãî òåëà óäîáíî
íàïèñàòü âìåñòî (18) äðóãîå, âîñïîëüçîâàâøèñü
óêàçàííûì ðàçëîæåíèåì ïðîèçâîëüíîé äåôîðìà-
öèè íà ñäâèã è âñåñòîðîííåå ñæàòèå. Âûáèðàÿ â
êà÷åñòâå äâóõ íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðîâ âòîðîé ñòåïå-
íè ñóììû êâàäðàòîâ êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâåííî
ïåðâîãî è âòîðîãî ÷ëåíîâ â (19), èìååì:

2
2

23
1

llllikik uKuuF ,          (20)

ãäå  è K  íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëåì
ñäâèãà è âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ. Ïîñëåäíèé ñâÿçàí
ñ êîýôôèöèåíòàìè Ëàìý ñîîòíîøåíèåì

3
2K ,                (21)

ïðè÷åì                0 , 0K .                (22)

Âîñïîëüçîâàâøèñü îáùèì òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñî-
îòíîøåíèåì (17) è âûðàæåíèåì (20), èìååì äëÿ
òåíçîðà íàïðÿæåíèé:

ikllikikllik uuKu
3
12 .      (23)

Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò òåíçîð íàïðÿæåíèé
÷åðåç òåíçîð äåôîðìàöèé äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà. Èç
íåãî âèäíî, ÷òî åñëè äåôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì
ñäâèãîì èëè ÷èñòûì âñåñòîðîííèì ñæàòèåì, òî
ñâÿçü ìåæäó ik  è iku  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
îäíèì òîëüêî ìîäóëåì ñäâèãà èëè ìîäóëåì âñåñòî-
ðîííåãî ñæàòèÿ.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü è îáðàòíûå ôîðìóëû, âûðàæà-
þùèå iku  ÷åðåç ik :

llikikllikik K
u

3
1

2
1

9
1

.    (24)

Èç (24) âèäíî, ÷òî òåíçîð äåôîðìàöèè iku  ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé ôóíêöèåé òåíçîðà íàïðÿæåíèé ik , ò.å.
äåôîðìàöèè ïðîïîðöèîíàëüíû ïðèëîæåííûì ê
òåëó ñèëàì. Ýòîò çàêîí, èìåþùèé ìåñòî ïðè ìàëûõ
äåôîðìàöèÿõ, íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Ãóêà.

Ó÷èòûâàÿ êâàäðàòè÷íîñòü F  ïî òåíçîðó äåôîðìà-
öèè è (24), ïîëó÷àåì äâå ïîëåçíûå ôîðìóëû:

2
ikik u

F ,                   (25)

ik
ik

Fu .                   (26)
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Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (17) ÿâëÿåòñÿ îáùèì òåðìî-
äèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì, à ñïðàâåäëèâîñòü
ôîðìóëû (26) ñâÿçàíà ñ âûïîëíåíèåì çàêîíà Ãóêà.

Åñëè òåíçîð äåôîðìàöèè ïîñòîÿíåí âäîëü âñåãî
îáúåìà òåëà, òî äåôîðìàöèþ íàçûâàþò îäíîðîäíîé.
Ê ÷èñëó òàêèõ äåôîðìàöèé îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð,
ïðîñòîå ðàñòÿæåíèå (èëè ñæàòèå) ñòåðæíÿ. Ïóñòü
ñòåðæåíü ðàñïîëîæåí âäîëü îñè z  è ê åãî êîíöàì
ïðèëîæåíû ñèëû, ðàñòÿãèâàþùèå åãî â ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû. Ýòè ñèëû äåéñòâóþò ðàâíîìåðíî
íà âñþ ïîâåðõíîñòü êîíöîâ ñòåðæíÿ; ñèëà, äåéñòâó-
þùàÿ íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè, ïóñòü áóäåò p .

Ïîñêîëüêó äåôîðìàöèÿ îäíîðîäíà, ò.å. iku  ïîñòî-
ÿííû âäîëü òåëà, òî ïîñòîÿíåí òàêæå è òåíçîð
íàïðÿæåíèé ik , ïîýòîìó åãî ìîæíî íàéòè íåïîñ-
ðåäñòâåííî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (13). Íà áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ âíåøíèå ñèëû îòñóòñòâóþò,
ïîýòîìó 0kik n . Ïîñêîëüêó åäèíè÷íûé âåêòîð
n  íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðåí ê îñè
z , ò.å. èìååò òîëüêî êîìïîíåíòû xn , yn , òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ik , çà èñêëþ÷åíèåì

zz , ðàâíû íóëþ. Ïîñëåäíþþ íàõîäèì èç ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé íà êîíöàõ ñòåðæíÿ pnizi , îòêóäà

pzz .

Èç îáùåãî âûðàæåíèÿ (24), ñâÿçûâàþùåãî êîìïî-
íåíòû òåíçîðîâ äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèé, âèäíî,
÷òî âñå êîìïîíåíòû iku  ñ ki  ðàâíû íóëþ. Äëÿ
îñòàëüíûõ êîìïîíåíò íàõîäèì:

.1
3
1

3
1

,
3
1

2
1

3
1

p
K

u

p
K

uu

zz

yyxx

         (27)

Êîìïîíåíòà zzu  îïðåäåëÿåò îòíîñèòåëüíîå óäëèíå-
íèå ñòåðæíÿ âäîëü îñè z [3]. Êîýôôèöèåíò ïðè p
íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ, à îáðàòíóþ
âåëè÷èíó – ìîäóëåì ðàñòÿæåíèÿ (èëè ìîäóëåì
Þíãà) E :

E
pu zz , 

K
KE

3
9

.            (28)

Êîìïîíåíòû xxu  è yyu  îïðåäåëÿþò îòíîñèòåëüíîå

ñæàòèå ñòåðæíÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Îòíî-
øåíèå ïîïåðå÷íîãî ñæàòèÿ ê ïðîäîëüíîìó ðàñòÿ-
æåíèþ íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà .

Èòàê,        zzxx uu , 
K

K
3

23
2
1

.        (29)

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ðàñòÿíóòîãî ñòåðæíÿ

E
puF zzzz 22

1 2
.              (30)

Îáû÷íî ïðèíÿòî ïîëüçîâàòüñÿ âåëè÷èíàìè E  è 
âìåñòî ìîäóëåé K  è . Èç (28) è (29) ñëåäóåò:

213
,

12
EKE

.            (31)

Îáùèå ôîðìóëû (20), (23), (24) äëÿ ñâîáîäíîé
ýíåðãèè, òåíçîðà íàïðÿæåíèé è òåíçîðà äåôîðìà-
öèè ñ êîýôôèöèåíòàìè, âûðàæåííûìè ÷åðåç E  è

, èìåþò âèä:

22
2112 llik uuEF ,          (32)

ikllikik uuE
211 ,         (33)

ikllikik E
u 11

.        (34)

5. Äåôîðìàöèè ñ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû

Çàìåòèì, ÷òî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ìîæåò ïðîèñ-
õîäèòü êàê â ðåçóëüòàòå ñàìîãî ïðîöåññà äåôîðìè-
ðîâàíèÿ, òàê è ïî ïîñòîðîííèì ïðè÷èíàì.

Áóäåì ñ÷èòàòü íåäåôîðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèå òåëà
ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë ïðè íåêîòîðîé çàäàí-
íîé òåìïåðàòóðå 0T . Åñëè òåëî íàõîäèòñÿ ïðè
òåìïåðàòóðå 0TT , òî äàæå â îòñóòñòâèå âíåøíèõ
ñèë îíî áóäåò äåôîðìèðîâàíî â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì
òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Ïîýòîìó â ðàçëîæåíèå ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè )(TF áóäóò âõîäèòü íå òîëüêî
êâàäðàòè÷íûå, íî è ëèíåéíûå ïî òåíçîðó äåôîðìà-
öèè ÷ëåíû. Èç êîìïîíåíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà iku
ìîæíî ñîñòàâèòü òîëüêî îäíó ëèíåéíóþ ñêàëÿðíóþ
âåëè÷èíó – ñóììó iiu  åãî äèàãîíàëüíûõ êîìïî-
íåíò. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîïðîâîæäàþùåå
äåôîðìàöèþ èçìåíåíèå 0TT  òåìïåðàòóðû ìàëî.
Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè iiu  â
ðàçëîæåíèè F  ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè

0TT . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äëÿ ñâîáîäíîé
ýíåðãèè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

2
2

00

23
1

)()()(

llllikik

ll

uKuu

uTTKTFTF

,        (35)

ãäå êîýôôèöèåíò ïðè 0TT  íàïèñàí â âèäå ( K ).

Âåëè÷èíû , K ,  íàäî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè;
ó÷åò èõ çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû ïðèâåë áû ê
âåëè÷èíàì âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Äèôôåðåíöèðóÿ F  ïî iku , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé:

llikikikllikik uuKuTTK
3
12)( 0 .(36)

Ïåðâûé ÷ëåí çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíè-
òåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì
òåìïåðàòóðû òåëà. Ïðè ñâîáîäíîì òåïëîâîì ðàñøè-
ðåíèè òåëà (â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë) âíóòðåííèå
íàïðÿæåíèÿ äîëæíû îòñóòñòâîâàòü. Ïðèðàâíèâàÿ

ik  íóëþ, íàéäåì, ÷òî iku  èìååò âèä const ik ,
ïðè÷åì

)( 0TTull .                (37)

Íî llu  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîñèòåëüíîå èçìåíå-
íèå îáúåìà ïðè äåôîðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì,  –
êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ òåëà.
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6. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èçîòðîïíûõ òåë

Ïîäñòàâèì â îáùåå óðàâíåíèå (12)

0i
k

ik g
x

âûðàæåíèå (33) äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Èìååì:

.
1)21)(1( k

ik

i

ll

k

ik

x
uE

x
uE

x

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà 
i

k

k

i
ik x

u
x
uu

2
1

, ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå ðàâíîâåñèÿ â âèäå

0
)21)(1(2)1(2

2

2

2

i
li

l

k

i g
xx

uE
x
uE

. (38)

Ýòè óðàâíåíèÿ óäîáíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû 2

2

k

i

x
u

ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà u , à udiv
x
u

i

i
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèîáðåòà-
þò âèä

E
gugraddivu )1(2

21
1

 .      (39)

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå òîæäåñòâî

uugraddivurotrot ,

ïðåäñòàâèì (39) â âèäå

)1(
)21)(1(

)1(2
21

E
gurotrotugraddiv . (40)

Ïðè íàëè÷èè êàêèõ-ëèáî îáúåìíûõ ñèë âåêòîð g
â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äîëæåí áûòü
çàìåíåí ñîîòâåòñòâóþùåé äðóãîé “ïëîòíîñòüþ”
îáúåìíûõ ñèë.

Åñëè äåôîðìàöèÿ âûçûâàåòñÿ íå îáúåìíûìè ñèëà-
ìè, à ñèëàìè, ïðèëîæåííûìè ê ïîâåðõíîñòè òåëà,
òî óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèíèìàåò âèä

0)21( ugraddivu             (41)

èëè       0)21()1(2 urotrotugraddiv .   (42)

Âíåøíèå ñèëû âõîäÿò â ðåøåíèå òîëüêî ïîñðåä-
ñòâîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (42) îïåðàöèþ div  è ïîìíÿ,
÷òî udivgrad , èìååì:

0udiv ,                    (43)

ò.å. âåëè÷èíà udiv , îïðåäåëÿþùàÿ èçìåíåíèå îáúå-
ìà ïðè äåôîðìàöèè, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóí-
êöèåé. Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (41) îïåðàòîð Ëàï-
ëàñà , ïîëó÷àåì

0u ,                   (44)

ò.å. â ðàâíîâåñèè âåêòîð äåôîðìàöèè óäîâëåòâîðÿåò
áèãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ýòè ðåçóëüòàòû îñ-
òàþòñÿ â ñèëå è â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè, òàê êàê
ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïðàâàÿ ÷àñòü (55) èñ÷åçàåò,

íî îíè íå ñïðàâåäëèâû â îáùåì ñëó÷àå ïåðåìåííûõ
âäîëü òåëà îáúåìíûõ âíåøíèõ ñèë.

Åñëè òåëî íåðàâíîìåðíî íàãðåòî, òî óðàâíåíèå
ðàâíîâåñèÿ (42) áóäåò èìåòü èíîé âèä; äåéñòâèòåëü-
íî â òåíçîðå íàïðÿæåíèé äîëæåí áûòü ó÷òåí ÷ëåí

ikTTK )( 0  è ñîîòâåòñòâåííî â 
k

ik
x  âîçíèêà-

åò ÷ëåí

ii x
TE

x
TK

)21(3 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â âèäå

Turotrotugraddiv
)1(2
)21(3

1
)1(3

.  (45)

7. Óïðóãèå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ

Èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè èçîòåðìè÷åñ-
êîì ñæàòèè êðèñòàëëà ÿâëÿåòñÿ, êàê è ó èçîòðîïíûõ
òåë, êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé òåíçîðà äåôîðìàöèé.
Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü òîìó, ÷òî èìåëî ìåñòî äëÿ
èçîòðîïíûõ òåë, ýòà ôóíêöèÿ ñîäåðæèò íå äâà, à
áîëüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Îáùèé âèä ñâîáîäíîé ýíåðãèè äåôîðìèðîâàííîãî
êðèñòàëëà åñòü

lmikiklm uuF
2
1

,             (46)

ãäå iklm  – íåêîòîðûé òåíçîð 4-ãî ðàíãà, íàçûâàå-
ìûé òåíçîðîì ìîäóëåé óïðóãîñòè. Ïîñêîëüêó òåí-
çîð äåôîðìàöèé ñèììåòðè÷åí, òî ïðîèçâåäåíèå

lmik uu  íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ i  ñ
k , l  ñ m  èëè ïàðû ki,  ñ ïàðîé ml, . Î÷åâèäíî
ïîýòîìó, ÷òî è òåíçîð iklm  ìîæåò áûòü îïðåäåëåí
òàê, ÷òîáû îí îáëàäàë òàêèìè æå ñâîéñòâàìè ñèì-
ìåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ:

lmikikmlkilmiklm .          (47)

Ïóòåì ïîäñ÷åòà ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò òåíçîðà 4-ãî ðàíãà, îáëàäà-
þùåãî òàêèìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè, ðàâíî â
îáùåì ñëó÷àå 21.

Ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèþ (46) äëÿ ñâîáîäíîé
ýíåðãèè çàâèñèìîñòü òåíçîðà íàïðÿæåíèé îò òåí-
çîðà äåôîðìàöèé èìååò â êðèñòàëëàõ âèä

lmiklm
ik

ik u
u
F

.           (48)

Íàëè÷èå òîé èëè èíîé ñèììåòðèè êðèñòàëëà ïðè-
âîäèò ê ïîÿâëåíèþ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ðàçëè÷-
íûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà iklm , òàê ÷òî ÷èñëî
åãî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå,
÷åì 21.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåïëîâîå ðàñøèðåíèå êðèñòàë-
ëîâ. Â èçîòðîïíûõ òåëàõ îíî ïðîèñõîäèò îäèíàêîâî
ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, òàê ÷òî òåíçîð äåôîðìàöèè
ïðè ñâîáîäíîì òåïëîâîì ðàñøèðåíèè èìååò èçâå-
ñòíûé âèä:

ikik TTu 03
1

,

ãäå  – êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Â
êðèñòàëëàõ æå íàäî ïèñàòü
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03
1 TTu ikik ,              (49)

çäåñü ik  – íåêîòîðûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ñèììåò-
ðè÷íûé ïî èíäåêñàì ki, . Âûÿñíèì ÷èñëî íåçàâèñè-
ìûõ êîìïîíåíò ýòîãî òåíçîðà â êðèñòàëëàõ ðàçíûõ
ñèñòåì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì èç òåí-
çîðíîé àëãåáðû ïðàâèëîì: âñÿêîìó ñèììåòðè÷íîìó
òåíçîðó âòîðîãî ðàíãà ìîæíî ïðèâåñòè â ñîîòâåòñòâèå
íåêîòîðûé òåíçîðíûé ýëëèïñîèä. Èç ñîîáðàæåíèé
ñèììåòðèè âèäíî, ÷òî ïðè òðèêëèííîé, ìîíîêëèí-
íîé è ðîìáè÷åñêîé ñèììåòðèÿõ ýëëèïñîèä ÿâëÿåòñÿ
òðåõîñíûì (ò.å. äëèíû âñåõ åãî îñåé ðàçëè÷íû). Ïðè
òåòðàãîíàëüíîé, ðîìáîýäðè÷åñêîé è ãåêñàãîíàëüíîé
ñèììåòðèÿõ îí äîëæåí áûòü ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ.
Íàêîíåö, êóáè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ïðèâîäèò ê âûðîæ-
äåíèþ ýëëèïñà â øàð. Íî òðåõîñíûé ýëëèïñîèä
îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè (äëè-
íàìè îñåé), ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ – äâóìÿ, øàð –
îäíîé. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïî-
íåíò òåíçîðà ik  â êðèñòàëëàõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì åñòü:
òðèêëèííàÿ, ìîíîêëèííàÿ, ðîìáè÷åñêàÿ – 3; òåòðà-
ãîíàëüíàÿ, ðîìáîýäðè÷åñêàÿ, ãåêñàãîíàëüíàÿ – 2;
êóáè÷åñêàÿ – 1.

Îòìåòèì, ÷òî òåïëîâîå ðàñøèðåíèå êðèñòàëëîâ
êóáè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé âåëè÷è-
íîé, ò.å. îíè âåäóò ñåáÿ â îòíîøåíèè ñâîåãî
òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ êàê èçîòðîïíûå òåëà.

8. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåðìîóïðóãèõ
íàïðÿæåíèé

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé
ik  â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî òåìïåðàòóðíîãî

ïîëÿ è ïðîèçâîëüíîé ôîðìû êðèñòàëëîâ íåîáõîäè-
ìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç óðàâ-
íåíèé ðàâíîâåñèÿ è óðàâíåíèé Ãóêà, ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Óêàçàííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé è ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé ïðè ðîñòå êðèñòàëëîâ.
Íàïðèìåð, äëÿ èçîòðîïíûõ êðèñòàëëîâ öèëèíäðè-
÷åñêîé ôîðìû ðàäèóñà R  ýòà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü èìååò âèä:
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

0rzrr  ïðè Rr ,           (56)

0rzzz  ïðè lz ,0 ,         (57)

0ru , 0
r

uz  ïðè 0r ,           (58)

ãäå 21/12a , 1b , 1/1c ;
 – ìîäóëü ñäâèãà;  – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà;
 – êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ; T  –

èçâåñòíîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå, êîòîðîå äëÿ ñëó÷àÿ
ðîñòà êðèñòàëëîâ íàõîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
çàäà÷è Ñòåôàíà; ru  è zu  – ðàäèàëüíîå è îñåâîå
ïåðåìåùåíèÿ.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî (50),(51) – óðàâíåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, à âûðàæåíèÿ (52)-(55) ñîîòâåòñòâóþò çàêîíó
Ãóêà, ñâÿçûâàÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà òåðìîóïðóãèõ
íàïðÿæåíèé ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äåôîðìàöèé.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (56)-(58) çàïèñàíû â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ïîâåðõíîñòè, âêëþ÷àÿ ãðàíèöó ðàçäåëà
ôàç, ñâîáîäíû îò âíåøíèõ ñèë, à íà îñè âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè.

Çàäà÷à (50)-(58) äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî òåìïåðàòóð-
íîãî ïîëÿ zrT ,  ïðè âûðàùèâàíèè ìîíîêðèñòàë-
ëîâ ìåòîäîì ×îõðàëüñêîãî ìîæåò áûòü ðåøåíà
÷èñëåííûì ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ÝÂÌ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíû ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îïèñàíèÿ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â ñâÿçè
ñ óñëîâèÿìè ðîñòà êðèñòàëëîâ, ïðèâåäøèå ê ïîñò-
ðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåðìîóïðóãèõ íà-
ïðÿæåíèé ïðè âûðàùèâàíèè ìîíîêðèñòàëëîâ èç
ðàñïëàâà.
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