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Введение
Появление новых эффективных средств и мето-

дов обработки и хранения информации обеспечило 
базу разработки и внедрения в практику информа-
ционных систем различного уровня и назначения. 
Прогресс в области информационных технологий 
и методов проектирования программного обеспе-
чения способствовал существенному пересмотру 
принятых ранее подходов к созданию информаци-
онных систем. 

Представление знаний в такой системе связа-
но с решением задач формализации знаний. Для 
этого разрабатываются специальные модели пред-
ставления и языки описания знаний, выделяются 
их различные типы.

Одним из средств, используемых в качестве ап-
парата формализации знаний, является алгебра 
конечных предикатов – современный универсаль-
ный математический аппарат, позволяющий мо-
делировать многоместные конечные отношения 
на рассматриваемых множествах, представляя их в 
виде системы логических уравнений.

Одной из задач, требующих решения в данной 
связи, является разработка алгебры подстановоч-
ных операций как отдельного случая алгебры ко-
нечных предикатов.

Целью данной статьи является получение зависи-
мости между исходными предикатами, имеющими 
различные формы, и предикатами, полученными в 
результате действия подстановочных операций.

1. Действие подстановочных операций на предикат, 
представленный в виде дизъюнктивной нормальной 

формы
Рассмотрим действие оператора подстановки на 

предикат P , представленный в виде дизъюнктив-
ной нормальной форма (ДНФ) и конъюнктивной 
нормальной формы (КНФ).

Пусть P  – n − арный предикат, зависящий от 
переменных x x xn1 2, ,..., , каждая из которых имеет 
области допустимых значений, a j j

n

1 1

1{ } =
, a j j

n

2 1

1{ } =
, …,  

anj j

nn{ } =1
 соответственно. Оператором подстановки 

a Pij ( )  назовем оператор, преобразующий преди-
кат P  в предикат P1  путем подстановки значения 
aij  переменной xi  в предикат P :

 
a P x x x P x x a x

P x x

ij n ij n( ( , ,..., )) ( , ,..., ,..., )

( , ,...,

1 2 1 2

1 2

= =

= ii i nx x x− +1 1, ..., ).
 (1)

Приведем несколько примеров действия опера-
тора подстановки.

Пусть P x x x x x x x x xa a a a a a( , , ) .1 2 3 1 2 3 2 3 3
12 21 33 22 31 32= ∨ ∨  

Тогда 11 2 3 3
22 31 32a P x x xa a a( ) = ∨ . Очевидно, P  и 

11 1a P P( ) =  связаны соотношением

 P P1 ⊃ .  (2)

Пусть P x x x x x x xa a a a a( , )1 2 1 2 2 2 2
11 21 12 21 22= ∨ ∨ ∨  ∨ 2

23ax . 
Тогда

11 2 2 2
21 22 23a P x x xa a a( ) = ∨ ∨ =  

= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨2 1 1 1 1 2 2
21 11 12 13 14 22 23a a a a a a ax x x x x x x( )

В этом случае P  и 11 1a P P( ) =  связаны соотно-
шением 
 P P1 ⊂ .  (3)

Пусть

P x x x x x x

x x x x x

a a a

a a a a a

( , , )

.

1 2 3 1 2 3

1 2 3 2 3

11 21 32

12 22 32 23 31

= ∨

∨ ∨ ∨

Тогда a P P x x x xa a a a
11 1 2 3 2 3

21 32 23 31( ) = = ∨ ∨ . В данном 
примере не выполняется ни одно из соотношений 
(2), (3).

Назовем оператор ija P P( ) = 1  сужающим, если 
для P  и P1  выполняется соотношение (2).

Назовем оператор ija P P( ) = 1  расширяющим, 
если для P  и P1  выполняется соотношение (3).

Назовем оператор ija P P( ) = 1  смещающим, если 
для P  и P1  не выполняются соотношения (2), (3).

Исследуем вопрос о зависимости общего вида 
предиката P x x xn1 2, ,...,( )  и сужающего, расширяю-
щего или смещающего действия оператора подста-
новки.
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Рассмотрим унарный предикат P x( ) , имеющий 
вид:

P x x x xa a an( ) ...= ∨ ∨ ∨1 2 .

Очевидно, действие оператора подстановки ai  
на данный предикат приводит к получению либо 
нуля (в случае, если узнавание xai  отсутствует), 
либо единицы (в случае, если такое узнавание при-
сутствует). В первом случае оператор подстановки 
действует сужающее, во втором – расширяюще.

Предположим, что n = 2  и рассмотрим бинар-
ный предикат P x x( , )1 2  с областями допустимых 
значений переменных { , ,..., }a a an1 2  и { , ,..., }b b bm1 2  
соответственно. Рассмотрим действие оператора 
подстановки a P x x P x1 1 2 1 2( ( , )) ( )= .

Предположим также, что предикат P  имеет вид 
ДНФ. Все слагаемые в P  разобьем на пять групп, 
каждая из которых содержит слагаемые следующе-
го вида:

x x j ma bj
1 2 1

1 1 1, { ,..., }∈ ;

x x i n j m
a bi j
1 2 1 1

1 1 2 1, { ,..., } { ,..., }∈ ∈ , 

причем второй сомножитель в слагаемых этого типа 
обязательно присутствует среди аналогичных со-
множителей слагаемых первого типа;

x x i n j m
a bi j
1 2 2 2

2 2 2 1, { ,..., }, { ,..., }∈ ∈ ;

x k n
ak
1 1

1 2, { ,..., }∈ ;

x k m
ak
1 2

2 1, { ,..., }∈ .

Таким образом, предикат P  можно записать в 
следующем виде:

 

P x x x x
j m

a b

i n
j m

j( , )
{ ,..., }

{ ,..., }
{ ,..., }

1 2
1

1 2

2
1

1

1 1

1
1

= ∨

∨

∈

∈
∈

∨

∨ xx x x x
a b

i n
j m

a b

k

i j i j
1 2

2
1

1 2

2

1 1

1
1

2 2

1

∨ ∨

∨

∈
∈

∈

∨
{ ,..., }
{ ,..., }

{ ,...,, } { ,..., }

.
n

a

k m

b
x xk k∨ ∨∨

∈
1

1
2

1

2

2

 (4)

Так, например, если P x x x x xa b a( , )1 2 1 2 1
1 1 3= ∨ ∨  

∨ ∨ ∨ ∨x x x x x x xb a b a b a b
2 1 2 1 2 1 2

4 1 3 2 1 2 2 , то, заключая последо-
вательно каждую группу разбиения, соответствую-
щего оператору a1  в скобки, запишем:

 
P x x x x x x

x x x x x

a b a b

a b a b a

( , ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

1 1 1 3

2 1 2 2 3

= ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨∨ ( ).xb
2

4
 (5)

Заметим, что второй сомножитель слагаемых 
второй группы обязательно повторит один из со-
множителей слагаемых первой группы.

Итак, при действии оператора подстановки a1  
на предикат P , очевидно, что первое слагаемое в 
(4) преобразуется в дизъюнкцию вторых сомно-
жителей каждой пары, второе, третье и четвертое 
слагаемые обратятся в нуль, а последнее останется 
без изменения:

 a P x x P x x x
j m

bj

k m

bk
1 1 2 1 2

1
2

1

1
2

2

1 2

( ( , )) ( ) .
{ ,..., } { ,..., }

= = ∨
∈ ∈
∨ ∨  (6) 

Например, применяя операторы a1  к предикату 
P  (формула (5) из вышеприведенного примера), 
получаем 

 a P P x x xb b b
1 1 2 2 2

1 3 4( ) ( ) ( )= = ∨ ∨ . (7) 

Представим теперь предикат P  (формула (6)) в 
следующем виде: 

P x x x x
j m

b

i n

a

k m

bj i k
1 2

1
2

1
1

1
2

1

1

2

2( )
{ ,..., } , { ,..., }

= ∧ ∨
∈ = ∈
∨ ∨ ∨ .

Тогда

 P x x x
j m
i n

a b

k m

b
i j k

1
1

1

1 2
1

2
1

1

2

2=
∈

=
∈

∨ ∨
{ ,..., }
,

{ ,..., }

.  (8)

Очевидно, так как второй сомножитель каждой 
пары первого слагаемого уравнения (8) повторяет 
аналогичный в парах первого и второго слагаемого 
уравнения (4), а множество первых сомножителей 
первого слагаемого уравнения (8) содержит все 
возможные узнавания переменной x1 , то первое 
слагаемое в (8) полностью включает первое и вто-
рое слагаемые в (4). Последние слагаемые урав-
нений (4) и (8) одинаковы. Таким образом, верны 
следующие утверждения:

Утверждение 1. Если в предикате P x x( , )1 2  сла-
гаемые из первой группы отсутствуют, то для P  и 
P1  выполнится соотношение (2), и оператор под-
становки a P x x P x1 1 2 1 2( ( , )) ( )=  действует сужающе.

Доказательство следует из того факта, что в дан-
ном случае предикат, представленный формулами 
(6) и (8), будет состоять только из второго слагае-
мого.

Пример 1. Пусть P x x x x x xa b a b( , )1 2 1 2 1 2
2 1 3 2= ∨ ∨  

∨ ∨x xa b
1 2

1 3 . Тогда a P x x P x xb( ( , )) ( )1 2 1 2 2
3= =  и, следо-

вательно, P P1 ⊃ .
Утверждение 2. Если в предикате P x x( , )1 2  сла-

гаемые из первой группы присутствуют, а слагае-
мые третьей и четвертой группы отсутствуют, то 
для P  и P1  выполнится соотношение (3), и опе-
ратор подстановки a P x x P x1 1 2 1 2( ( , )) ( )=  действуют 
расширяюще.

Доказательство следует из представления пре-
диката P1  формулой (8).

Пример 2. Пусть P x x x x x xa b a b( , )1 2 1 2 1 2
1 1 1 2= ∨ ∨  

∨ ∨x x xa b b
1 2 2

2 1 3 . Тогда a P x x P x xb( ( , )) ( )1 2 1 2 2
1= = ∨  

∨ ∨x xb b
2 2

2 3  и, следовательно, P P1 ⊂ .
Утверждение 3. В случае, если предикат P  содер-

жит слагаемые первой, третьей и четвертой группы, 
то не выполняются соотношения (2), (3), т.е.

 ( ) ( ).P P P P1 1⊃ ∧ ⊂  (9)

Пример 3. Пусть P x x x x xa b a( , )1 2 1 2 1
1 2 2= ∨ ∨  ∨xb

2
3 .  

Тогда a P x x P x x xb b
1 1 2 1 2 2 2

2 3( ( , )) ( )= = ∨  и, следова-
тельно, оператор a1  действует смещающе. 
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ПрИМЕНЕНИЕ ПОДСТАНОВОЧНЫх ОПЕрАЦИЙ К ПрЕДИКАТАМ, ПрЕДСТАВЛЕННЫМ ФОрМуЛАМИ АЛГЕБрЫ КОНЕЧНЫх ПрЕДИКАТОВ

Пусть теперь P x x x x x x xa b a b b( , )1 2 1 2 1 2 2
1 2 2 3 1= ∨ ∨ .  

Тогда a P x x P x x xb b
1 1 2 1 2 2 2

1 2( ( , )) ( )= = ∨  и, следователь-
но, оператор подстановки действует также смеща-
юще.

Рассмотрим теперь n − арный предикат 
P x x xn1 2, ,...,( )  с областью допустимых значений 
(ОДЗ) переменных { , ,..., }a a a n11 12 1 , { , ,..., }a a a n21 22 2

,…, { , ,..., }a a an n nn1 2  соответственно. Исследуем дей-
ствие оператора подстановки a P Pij ( ) = 1 . Разобьем 
все слагаемые предиката . P ., представленного в 
виде ДНФ, на следующие пять классов.

1. Содержит слагаемые вида

x x x x j n k n
a a

i
a

n
a

k k
j j ij njn

1 2
1 1 2 2 1 1... ... , { ,..., }, ,∈ = .

2. Содержит слагаемые вида

x x x x j n k n
a a

i
a

n
a

k k
j j iji njn

1 2
1 1 2 2 1 1... ... , { ,..., }, ,∈ = , 

причем произведение всех переменных данного 
сомножителя, кроме узнавания переменной xi ,  

( x x x x x
a a

i
a

i
a

n
aj j i ji i ji njn

1 2 1 1
1 1 2 2 1 1 1 1... ..., ,

− +
− − + + ) содержится среди 

аналогичных в слагаемых первого класса.
3. Содержит слагаемые вида

x x x x l n k n
a a

i
a

n
a

k k
j l ili nln

1 2
1 1 2 2 1 1... ... , { ,..., }, ,∈ = , 

причем сомножитель x x x x x
a a

i
a

i
a

n
aj j i ji i ji njn

1 2 1 1
1 1 2 2 1 1 1 1... ..., ,

− +
− − + +

отличается от аналогичных в слагаемых первого 
класса.

4. Содержит слагаемые вида x l ni
a

i i
ili , { ,..., }∈ 1 .

5. Содержит слагаемые вида

x x x x x l
a a

i
a

i
a

n
a

k
l l i li i l i nln

1 2 1 1
1 1 2 2 1 1 1 1 1... ... , { ,., ,

− +
− − + + ∈ ..., }, , .n k ni =1  

Таким образом, предикат P  можно записать в 
виде: 

P x x xn
j n

j nn

( , ,..., )
{ ,..., }

..................
{ ,...,

1 2
1

1

1 1

=
∈

∈ nn

j j ij njnx x x x
a a

i
a

n
a

j n

}

{ ,..., }
..........

... ...∨ ∨

∨
∈

1 2

1

1 1 2 1

1 1
.........

{ ,..., }

... ...

j n

a a
i
a

n
a

l

n n

j j ij njnx x x x

∈

∈

∨ ∨

1

1 2
1 1 2 2

1

  

{{ ,..., }
..................

{ ,..., }

.
1

1

1 2
1

1 1 2 2

n

l n

a a

n n

l lx x

∈

∨  ... ...
{ ,..., }

{ ,..., }

x x xi
a

n
a

l n
i

a l

l n

ili nln

i i

i i∨ ∨

∨

∈

∈

∨
1

11 1

  

  

...................
{ ,..., }

... ,

l n

a a
i
a

n n

l l i lx x x

∈

−∨ −

1

1 2 1
1 1 2 2 1 ii i l i nlnx xi

a
n
a− + +

+
1 1 1

1
, ... .

  (10)

На примере 

P x x x x x x x x x x x
a a a a a a a a

a

( , , )1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 3

1

11 21 11 22 31 12 22 31= ∨ ∨ ∨

∨ 112 23 33 13 23 32
2 3 1 2 3x x x x x x
a a a a a∨ ∨

проведём разбиение по указанным выше пяти клас-
сам, заключая каждый из них в скобки

 

P x x x x x x x x

x x x

a a a a a

a a a

( , , ) ( )

(

1 2 3 1 2 1 2 3

1 2 3

11 21 11 22 31

12 22 31

= ∨ ∨

∨ )) ( )

( ) ( ).

∨ ∨

∨ ∨
1 2 3

1 2 3

12 23 33

13 23 32

a a a

a a a

x x x

x x x

  (11) 

Применяя оператор подстановки  к предикату 
P , заданному уравнением (10), получим

 

a P P xij
j n

j n

a

n n

( )
{ ,..., }

..................
{ ,..., }

= =
∈

∈

∨1
1

1

1
1 1

11 1 2 1

1 1

2

1

1

j j njn

n

x x
a

n
a

l n

l

...

{ ,..., }
..................

{ ,

∨

∨
∈

∈ ...., }

{ ,..., }
.........

...

n

a a
n
a

l n

n

l l nlnx x x  

  

∨ ∨

∨
∈

1 2

1

1 1 2 2

1 1
..........

{ ,..., }

... ,

l n

a a
i
a

i
a

n n

l l i l i ix x x x

∈

− +∨ − −

1

1 2 1 1
1 1 2 2 1 1 ++ +1 1, ... ,l i nlnxn

a

      (12)

где первое слагаемое данного уравнения образовано 
из первого слагаемого уравнения (10) вследствие 
обращения в единицу узнавания i

aijx , а последнее 
слагаемое повторяет аналогичное в уравнении (10). 
Второе, третье и четвёртое слагаемые уравнения (10) 
обращаются в нуль. На примере предиката, пред-
ставленного уравнением (11), действие оператора 
подстановки выглядит следующим образом: 

 
a P x x x

x x x x x
a a a a a

11 1 2 3

2 2 3 2 3
21 22 31 23 32

( ( , , ))

( ) ( ).

=

= ∨ ∨
 (13) 

Из приведенных рассуждений можно вывести 
утверждения:

Утверждение 4. Если предикат P x x xn1 2, ,...,( )  не 
содержит слагаемых первого класса, то предикат 
P1 , общий вид которого представлен уравнением 
(12), будет содержать только второе и третье слага-
емые, а следовательно, P  и P1  связаны соотноше-
нием (2), то есть оператор подстановки действует 
сужающе.

Утверждение 5. Если предикат P x x xn1 2, ,...,( )  
содержит слагаемые первого класса, а слагаемые 
третьего и четвёртого классов отсутствуют, то, пре-
дикаты P  и P1  связаны соотношением (3), то есть 
оператор подстановки действует смещающее.

Утверждение 6. Если предикат P x x xn1 2, ,...,( )  
содержит слагаемое первого класса, а также слага-
емые третьего или четвёртого классов, то оператор 
подстановки действует смещающее.

Приведём примеры, иллюстрирующие утверж-
дение 4-утверждение 6.

Пример 4. Пусть 

P x x x( , , )1 2 3 == ∨ ∨ ∨1 2 3 1 2 3 4 2 3
12 21 32 13 21 32 14 22 33a a a a a a a a a

x x x x x x x x x . 

Тогда 211 1 2 3 1 3
22 33a aa P x x x P x x( ( , , ))= = . Очевидно, P P1 ⊃ ,  

т.е. оператор подстановки a11  действует сужающе.
Пример 5. Пусть 

P x x x1 2 3, ,( ) =  = ∨ ∨ ∨1 2 1 2 2 3 2 3
11 21 12 21 22 33 23 32a a a a a a a a

x x x x x x x x . 

Тогда 

a P x x x P x x x x x
a a a a a

11 1 2 3 1 2 2 3 2 3
21 22 31 23 32( ( , , )) = = ∨ ∨ =  

2 1 1 1 2 3 2 3
21 11 12 13 22 31 23 32a a a a a a a a

x x x x x x x x= ∨ ∨ ∨ ∨( ) . 

Следовательно, P P⊃ 1,  т.е. оператор подстановки 
a11  действует расширяюще.
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Пример 6. Пусть 

P x x x1 2 3, ,( ) =  = ∨ ∨1 2 3 1 2 3 2 3
11 22 31 12 23 31 21 32a a a a a a a a

x x x x x x x x .

Тогда a P x x x P x x x x
a a a a

11 1 2 3 1 2 3 2 3
22 31 21 32( ( , , )) = = ∨  . В этом 

случае оператор подстановки a11  действует смещаю-
ще, так же как и в следующем примере: 

P x x x x x x x x x x
a a a a a a a

1 2 3 1 2 3 1 1 2 3
11 22 31 12 13 21 32, ,( ) = ∨ ∨ ∨ . 

Тогда 

a P x x x P x x x x
a a a a

11 1 2 3 1 2 3 2 3
22 31 21 32( ( , , )) = = ∨ .

2. Действие подстановочных операций  
на предикат, представленный в виде  
конъюнктивной нормальной формы

Допустим, что n -арный предикат P x x xn1 2, ,...,( )  
представлен в виде КНФ таким образом, что каж-
дая элементарная дизъюнкция содержит узнавания 
только одной переменной. Например,

P x x x x x x x x x

x

a a a a a

a a

( , , ) ( ) ( )

(

1 2 3 4 1 1 1 2 2

3 3

11 12 14 21 22

31

= ∨ ∨ ∧ ∨ ∧

∧ ∨ 333 41 42
4 4x x x
a a) ( ).∧ ∨

В этом случае предикат P  в общем виде можно 
представить как

P x x x x

x

n
i n

a

i n

a

i

i

1 2
1

1

1
2

1 1

1 1

2 2

1 2

, ,...,
{ ,..., }

{ ,..., }

( ) = ∨ ∧

∧ ∨

∈

∈
∧∧ ∧ ∨

∈
... .

{ ,..., }i n
n
a

n n

inx
1

1

Рассмотрим действие оператора подстановки 
a P Pij ( ) = 1 . Возможны два случая:

Элементарная дизъюнкция, содержащая узна-
вания переменной xi содержит также узнавание 

i
aijx . Эта элементарная дизъюнкция не содержит 

такого узнавания.
В первом случае слагаемое i

aijx  обращается в 
единицу, а следовательно, в единицу обращается 
вся скобка. Тогда, очевидно, P P⊃ 1 , т.е. оператор 
подстановки действует расширяюще. Во втором 
случае вся элементарная дизъюнкция, содержащая 
узнавания переменной xi , обращается в нуль, а 
следовательно, весь предикат также обращается в 
нуль. Таким образом, в этом случае оператор дей-
ствует сужающе. 

Рассмотрим теперь предикат P x x xn1 2, ,...,( ) , 
представленный в виде произвольной КНФ. Пусть 

ОДЗ переменных составляют множества a j j

n

1 1

1{ } =
, 

a j j

n

2 1

2{ } =
, …, anj j

nn{ } =1
соответственно.

Разобьем все элементарные дизъюнкции на сле-
дующие три класса.

1. Сомножители, в которых присутствуют узна-
вание i

aijx .
2. Сомножители, в которых отсутствует узнава-

ние i
aijx , но присутствуют другие узнавания пере-

менной xi .
3. Сомножители, не содержащие вовсе узнава-

ний переменой xi .

Например, пусть предикат P x x x1 2 3, ,( )  имеет 
следующий вид:

P x x x x x x x x x

x

a a a a a a

a

1 2 3 1 1 2 1 2 3

3

11 12 21 11 22 31

32

, , ( )(

)

( ) = ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∧ (( )( )( )

(

1 1 2 1 3 2

2 3

12 13 21 12 31 22 33

21 31

a a a a a a a

a a

x x x x x x x

x

∨ ∨ ∨ ∨ ∧

∧ ∨ xx x
a∨ 3

32).

Тогда, исследуя оператор подстановки  
a11( P x x x1 2 3, ,( ) ), разобьём все множители на три 
класса:

( )1 1 2
11 12 21a a a

x x x∨ ∨ , ( )1 21 3 3
11 22 31 32a a a a

x x x x∨ ∨ ∨ ;

( )1 1 2
12 13 21a a a

x x x∨ ∨ , ( )1 3
12 31a a

x x∨ ;

( )2 3
22 33a a

x x∨ , ( )2 3 3
21 31 32a a a

x x x∨ ∨ .

Обозначим произведение всех сомножителей 
первого класса через A , т.е. 

 
A x x

x

k
i
a

i n

a

i n
n
a

k

ij i

n n

in

= ∧ ∨ ∨ ∧

∧ ∨

∈

∈

( ...

) .

{ ,..., }

{ ,..., }

1 1

1

1

1
1

1

 (14) 

Во втором классе в каждой элементарной дизъ-
юнкции можно выделить слагаемое двух типов: к 
первому отнесем слагаемые, являющиеся узна-
ваниями переменной xi , и обозначим их сумму в 
каждой j -й скобке через B j :

 B xj
k n

i
a

j
i i

iki=
∈
∨( )

{ ,..., }1

; (15) 

ко второму типу отнесем остальные слагаемые в этой 
элементарной дизъюнкции и обозначим их сумму 
через C j  в каждой j -й скобке :

 C xj
k n
l i
l n

l
a

j
l l

lkl=
∈

≠
∈

∨( ) .
{ ,..., }

{ ,..., }

1

1

 (16) 

Так, в вышеприведенном примере можно обо-
значить

B x x
a a

1 1 1
12 13= ∨ ; B x

a
2 1

12= ; C x
a

1 2
21= ; C x

a
2 3

31= .

Произведение сомножителей третьей группы 
обозначим через D :

 D x x
j i n

a

i n
n
a

j
i

n n

in= ∧ ∨ ∧ ∧ ∨
∈ ∈

( ... )
{ ,..., } { ,..., }2 2

2 2 1

1
2

1
, (17) 

Итак, предикат P  можно представить в виде

 P x x x A B C Dn
j

j j1 2, ,..., ( )( ) = ∧ ∧ ∨ ∧ . (18) 

При действии оператора подстановки a Pij ( )  
первый сомножитель – A  обращается в единицу, 
во втором сомножителе слагаемые B j  обращаются 
в нуль, третий сомножитель D  останется без изме-
нения. Таким образом, 

 a P x x x C Dij n
j

j( , ,..., )1 2( ) = ∧ ∧ . (19) 

Из вышеприведенных объяснений можно вы-
вести следующие утверждения.
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Утверждение 7. Если предикат P  не содержит 
элементарных дизъюнкций первого класса, то опе-
ратор подстановки действует сужающее.

Доказательство. В этом случае 

 P x x x B C Dn
j

j j1 2, ,..., ( )( ) = ∧ ∨ ∧ , (20)
а

P C D
j

j1 = ∧ ∧ .

Так как ∧ ∨ ∧ = ∧ ∧ ∧ ∧
j

j j
j

j
j

j k
j

jB C D B B C C D( ) ( ) , то, 

очевидно, выполняется соотношение (2).
Следствие. Если в дополнение к указанному в 

утверждении условию предикат P  не содержит со-
множителей третьей группы, то оператор подста-
новки действует также сужающе.

Утверждение 8. Если предикат P  содержит эле-
ментарные дизъюнкции первого класса, но не со-
держит таковых второго класса, то оператор под-
становки действует расширяюще.

Доказательство. В этом случае

 P x x x A Dn1 2, ,...,( ) = ∧ , (21)

а следовательно, P1 = D .
Очевидно, P  и P1  связаны соотношением (3).
Следствие. Если в дополнение к указанному в 

утверждении условию предикат P  не содержит со-
множителей третьей группы, то оператор подста-
новки действует также расширяюще.

Утверждение 9. Если предикат P  содержит со-
множители первого и второго класса, то оператор 
подстановки действует смещающе.

Доказательство. В этом случае предикат P  
представлен формулой (18), предикат P1  представ-
лен формулой (19) и они не связаны, очевидно, ни 
одним из соотношений (2), (3).

Следствие. Если в дополнение к указанному в 
утверждении условию предикат P  не содержит со-
множителей третьей группы, то оператор подста-
новки действует смещающе.

Приведем примеры, иллюстрирующие приве-
денные утверждения.

Пример 7. Пусть P x x x x x
a a

1 2 3 1 2
12 21, , (( ) = ∨ ∨

∨ ∧ ∨ ∧ ∨3 2 3 2 3
31 22 32 23 33a a a a a

x x x x x) ( ) ( ) . Тогда 

a P x x x x x x Pa a a a a a
11 2 3 2 3 2 3 1

21 31 22 32 23 33( ) ( ) ( ) ( ) .= ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ =  

Очевидно, P P1 ⊃ , т.е. оператор a P11( )  действует 
сужающе.

Пример 8. Пусть P x x x x x
a a

1 2 3 1 2
11 21, , ( )( ) = ∨ ∧

∧ ∨ ∧ ∨( ) ( )2 3 3 2
23 31 32 22a a a a

x x x x . Тогда 

a P x x x x Pa a a a
11 2 3 3 2 1

23 31 32 22( ) ( ) ( )= ∨ ∧ ∨ = . Очевидно, 

P P⊃ 1 , т.е оператор a P11( )  действует расширяю-
ще.

Пример 9. P x x x x x x
a a a

1 2 3 1 3 1
11 31 22, , ( )(( ) = ∨ ∨

∨ ∨ ∨2 3 2 3
21 32 22 33a a a a

x x x x)( ) . 

Тогда a P x x x x Pa a a a
11 1 3 2 3 1

11 31 22 33( ) ( )= ∨ ∨ = . 
Очевидно, не выполняется (2), (3) т.е. оператор 
a P11( )  действует смещающе.

3. Применение подстановочных операций  
к конъкюнции дизъюнктивных нормальных форм

Рассмотрим действие оператора подстановки 
на конъюнкцию предикатов Q P P= ∧1 2 , где P1  и P2  
– предикаты, представленные в виде ДНФ.

Пусть множества переменных, на которых 
определены предикаты P1  и P2 , не пересекаются. 
Тогда 

i k i j i i i j j jl l n na Q a P x x x P x x x

P

( ) ( ( , ,..., ) ( , ,..., ))= ∧ =

= ∧
1 2

2

1 2 1 2

ii kla P( ).1

.

Очевидно, оператор подстановки ila  действует 

на предикат Q  так же, как и на предикат P1 :

если a P P( )1 1⊃ , то a Q a P P P P( ) ( )= ∧ ⊃ ∧1 2 1 2 ;

если a P P( )1 1⊂ , то a Q a P P P P( ) ( )= ∧ ⊂ ∧1 2 1 2 .

Предположим, что предикаты P1  и P2  имеют 
общие переменные x xk k1 2

, ,... . Рассмотрим дей-
ствие оператора подстановки a Qk ml

( ) .
Утверждение 10. Если оператор подстановки 

ak ml
 является сужающим для предикатов P1  и P2 , 

то он является также сужающим и для их конъюнк-
ции – предиката Q P P= ∧1 2 .

Доказательство. 
a Q a P a P P Pk m k m k ml l l

( ) ( ) ( )= ∧ ⊃ ∧1 2 1 2 , 

т.к. a P P a P Pk m k ml l
( ) ( )1 1 2 2⊃ ∧ ⊃ .

Пример 10. P x x x x x xa a a a a a
1 1 2 3 1 2 3

11 22 33 11 23 31= ∨ ∨  ∨ 3
32ax  , 

P x x x xa a a a
2 2 3 4 4

22 33 42 41= ∨ . Оператор a21  является сужа-

ющим для предикатов P1 , P2  и Q : a Q x xa a
21 3 4

32 41( ) = ∨ .
Утверждение 11. Если оператор подстановки 

ak ml
 является расщиряющим для предикатов P1  и 

P2 , то он является также расширяющим и для их 
конъюнкции – предиката Q P P= ∧1 2 .

Доказательство. 
a Q a Pk m k ml l

( ) ( )= ∧1  ∧ ⊂ ∧a P P Pk ml
( )2 1 2 , 

т.к. a P Pk ml
( )1 1⊂ ∧  ∧ ⊂a P Pk ml

( )2 2 .

Пример 11. 

P x x x x xa a a a a
1 1 2 3 1 3

11 21 33 12 31= ∨ , P x x x xa a a a
2 2 3 3 4

21 31 33 41= ∨ . 

Оператор a21  является расширяющим для пре-
дикатов P1 , P2  и Q : 

a Q x x x x x x xa a a a a a a
21 1 3 1 3 3 3 4

11 33 12 31 31 33 41( ) ( ) ( )= ∨ ∧ ∨ . 

Но так как Q x x x x x x xa a a a a a a= ∨1 2 3 1 2 3 4
12 21 31 11 21 33 41 , то 

a Q P P21 1 2( ) ⊃ ∧ .
Утверждение 12. Если оператор подстановки 

ak ml
 является смещающим для предикатов P1  и P2 ,  

то на предикат Q P P= ∧1 2  он может действовать 
любым образом.

Докажем утверждение путем приведения при-
меров.

ПрИМЕНЕНИЕ ПОДСТАНОВОЧНЫх ОПЕрАЦИЙ К ПрЕДИКАТАМ, ПрЕДСТАВЛЕННЫМ ФОрМуЛАМИ АЛГЕБрЫ КОНЕЧНЫх ПрЕДИКАТОВ
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Пример 12.      P x x x xa a a a
1 1 2 2 3

11 21 22 31= ∨ , 

P x x xa a a
2 2 3 2

21 33 22= ∨ , a P x a
21 1 1

11( ) = , a P x a
21 2 3

33( ) = ; 

P P x x x x xa a a a a
1 2 1 2 3 2 3

11 21 33 22 31∧ = ∨ , a Q x xa a
21 1 3

11 33( ) = . 

В данном случае для предиката Q  оператор a21  
является смещающим.

Пример 13.  P x x x x xa a a a a
1 1 2 3 2 3

11 21 31 22 33= ∨ ∨

 ∨ 3
32ax , P x x x x x xa a a a a a

2 2 3 2 4 3 4
21 33 22 41 32 41= ∨ ∨ . 

Тогда          P P x x x x x xa a a a a a
1 2 2 3 4 2 3 4

22 33 41 22 32 41∧ = ∨ , 

 a P x x xa a a
21 1 1 3 3

11 31 32( ) = ∨ , a P x x xa a a
21 2 3 3 4

33 32 41( ) = ∨ , 

то есть этот оператор является смещающим для 
предикатов P1  и P2 . a Q x xa a

21 3 4
32 41( ) = . В данном 

случае для предиката Q  оператор a21  является су-
жающим.

Пример 14. P x x x x xa a a a a
1 1 2 3 2 3

11 21 31 22 31= ∨ ∨  

∨ 3
33ax , P x x x x x xa a a a a a

2 2 3 4 2 3 3
21 31 42 22 32 33= ∨ ∨ . 

Тогда             Q P P x x x x xa a a a a= = ∨1 2 1 2 3 4 3
11 21 31 42 33 . 

a P x x xa a a
21 1 1 3 3

11 31 33( ) = ∨ , a P x x xa a a
21 2 3 4 3

31 42 33( ) = ∨ , 

то есть этот оператор является смещающим для пре-
дикатов P1  и P2 . a Q x x x xa a a a

21 1 3 4 3
11 31 42 33( ) = ∨ . В данном 

случае для предиката Q  оператор a21  является рас-
ширяющим.

Утверждение 13. Если оператор подстановки 
ak ml

 является сужающим для предиката P1  и рас-
ширяющим для предиката P2 , то на предикат 
Q P P= ∧1 2  он может действовать любым образом.

Докажем утверждение путем приведения при-
меров.

Пример 15.    P x x x xa a a a
1 1 2 3 3

11 21 33 31= ∨ , 

P x x xa a a
2 2 3 4

22 31 42= ∨ . Q P P x x x xa a a a= = ∨1 2 1 2 3 4
11 21 33 42  

∨ ∨2 3 3 4
22 31 31 42a a a ax x x x , a Q x x xa a a

21 1 3 4
11 33 42( ) = ∨  ∨ 3 4

31 42a ax x . 

В данном случае для предиката Q  оператор a21  яв-
ляется смещающим.

Пример 16.  P x x x xa a a a
1 1 2 3 3

11 21 33 32= ∨ , 

P x x xa a a
2 2 3 4

22 31 42= ∨ . 

Тогда     Q P P x x x x x xa a a a a a= = ∨1 2 1 2 3 4 3 4
11 21 33 42 32 42 .

 a Q x x x x xa a a a a
21 1 3 4 3 4

11 33 42 32 42( ) = ∨ . 

В данном случае для предиката Q  оператор a21  яв-
ляется расширяющим.

Утверждение 14. Если оператор подстановки ak ml
 

является сужающим для предиката P1  и смещаю-
щим для предиката P2 , то на предикат Q P P= ∧1 2  
он может действовать любым образом.

Доказательство проведем аналогично предыду-
щим утверждениям.

Пример 17. P x x x x x xa a a a a a
1 1 2 3 1 2 3

12 22 31 13 21 33= ∨ ∨∨ 3
32ax ,

P x x x x x xa a a a a a
2 1 2 3 1 2 3

11 21 32 12 22 33= ∨ . Q P P x x xa a a= =1 2 1 2 3
11 21 32 . 

В данном случае для предиката Q  оператор a11  яв-
ляется расширяющим.

Пример 18. P x x x x x xa a a a a a
1 1 2 3 1 2 3

12 22 31 13 21 33= ∨ ∨∨ 3
32ax , 

P x x x x x x xa a a a a a a
2 1 2 3 1 2 3 2

11 21 32 12 22 32 23= ∨ ∨ . 

Q P P x x x x x x x xa a a a a a a a= = ∨ ∨1 2 1 2 3 1 2 3 2 3
11 21 32 12 22 32 23 32 . 

В данном случае для предиката Q  оператор a11  яв-
ляется смещающим.

Утверждение 15. Если оператор подстановки 
ak ml

 является расширяющим для предиката P1  и 
смещающим для предиката P2 , то на предикат 
Q P P= ∧1 2  он может действовать любым образом.

Приведем примеры, иллюстрирующие доказа-
тельство утверждения.

Пример 19. P x x x x x xa a a a a a
1 1 2 3 1 2 3

11 21 33 12 21 33= ∨ ∨ ∨ 2 3
22 33a ax x ,

 P x x x xa a a a
2 1 2 1 2

11 22 12 23= ∨ . Q P P x x xa a a= =1 2 1 2 3
11 22 33 . 

В данном случае для предиката Q  оператор a11  яв-
ляется расширяющим.

Пример 20. P x x x x x xa a a a a a
1 1 2 3 1 2 3

11 21 32 12 21 32= ∨ ∨  

∨ ∨2 3 2 3
23 33 21 31a a a ax x x x , P x x x xa a a a

2 1 2 1 2
11 22 12 23= ∨ ∨  ∨ 2

21ax . 

Q P P x x x x xa a a a a= = ∨1 2 1 2 3 2 3
12 23 33 21 31 . 

В данном случае для предиката Q  оператор a11  яв-
ляется сужающим.

Пример 21. P x x x x x xa a a a a a
1 1 2 3 1 2 3

11 22 31 12 22 31= ∨ ∨

∨ ∨2 3
23 32a ax x , P x x x x x xa a a a a a

2 1 2 3 1 2 3
11 22 31 12 23 32= ∨ ∨  ∨ 2 3

23 31a ax x . 

Тогда Q P P x x xa a a= = ∨1 2 1 2 3
11 22 31  ∨ ∨1 2 3 2 3

12 23 32 23 31a a a a ax x x x x .  

В данном случае для предиката Q  оператор a11  яв-
ляется смещающим.

4. Условия существования сужающих  
и расширяющих подстановочных операций

Утверждение 16. Пусть предикат P x x x n( , ,..., )1 2  
представлен в виде ДНФ. Для того чтобы суще-
ствовал сужающий оператор подстановки по пере-
менной xi , необходимо и достаточно, чтобы суще-
ствовало такое значение aij  из области допустимых 
значений (ОДЗ) переменной xi , что при разбиении 
слагаемых предиката P , соответствующему этому 
значению, элементарные конъюнкции из первой 
группы отсутствовали бы.

Доказательство. Необходимость. Пусть суще-
ствует такое значение aij , что выполняется усло-
вие, сформулированное в утверждении. Тогда, из 
утверждения 1 следует, что оператор подстановки 
a Pij ( )  действует сужающе, что и требовалось до-
казать.

Достаточность. Пусть существует сужаю-
щий оператор подстановки для предиката P . 
Обозначим его a Pij ( ) . Предположим, что предикат 
P  содержит слагаемые вида

 i
a

q n
n q
g n

ijx ∧ ∧
∈
≠
∈

{ ,..., }

{ ,..., }

1

1

, (22)

т.е. слагаемое из первой группы. Тогда, из утвержде-
ний 2 и 3, приведенных ранее, следует, что условие 
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P P1 ⊃  не выполняется, то есть оператор действует 
не сужающе, что противоречит условию утвержде-
ния. Следовательно, наше предположение не верно, 
а значит, слагаемые типа (22) отсутствуют.

Приведем пример. Пусть

P x x x x x x

x x x x x

a a a

a a a a a

( , , )

.

1 2 3 1 2 3

1 2 3 3 2

12 21 33

13 22 31 32 23

= ∨

∨ ∨ ∨

Найдём операторы подстановки по перемен-
ным x1  и x3 , действующие сужающе при условии, 
что ОДЗ каждой переменной состоит из трёх зна-
чений. Итак, для переменной x1  отсутствует узна-
вание 1

11a
x , значит, оператор a P11( )  действует су-

жающе:

a P x x P P Pa a
11 3 2 1 1

32 23( ) = = → ⊃ .

Для переменной x3  не существует сужающего 
оператора подстановки, так как все узнавания дан-
ной переменной представлены в данном предикате.

Утверждение 17. Пусть предикат P x x x n( , ,..., )1 2  
представлен в виде КНФ. Для того чтобы суще-
ствовал сужающий оператор подстановки по пере-
менной xi , необходимо и достаточно, чтобы суще-
ствовало такое значение aij  из ОДЗ переменной xi  ,  
что при разбиении сомножителей предиката P , 
соответствующего этому значению, элементарные 
дизъюнкции первого типа отсутствовали бы.

Доказательство. Необходимость. Пусть суще-
ствует такое значение aij , что выполняется усло-
вие, сформулированное в утверждении. Тогда, из 
утверждения 7, приведенного ранее, следует, что 
оператор подстановки a Pij ( )  действует сужающе, 
что и требовалось доказать.

Достаточность. Пусть существует сужающий 
оператор подстановки для предиката P ; обозна-
чим его a Pij ( ) . Предположим, что сомножители 
первого типа при разбиении, соответствующем 
значению aij , присутствуют, т.е. предикат P  со-
держит элементарные дизъюнкции вида

 i
a

q n
n q
g n

ijx ∨ ∨
∈
≠
∈

{ ,..., }

{ ,..., }

1

1

 (23)

Тогда, из утверждений  8 и  9, приведенных ра-
нее, следует, что условие P P1 ⊃  не выполняется, то 
есть оператор действует не сужающе, что противо-
речит условию утверждения. Следовательно, наше 
предположение неверно, а значит, слагаемые типа 
(23) отсутствуют.

Например, пусть P x x x x xa a( , , ) (1 2 3 1 2
11 21= ∨ ∨  

∨ ∨ ∨ ∧ ∨3 1 2 3 1 3
33 12 21 31 11 32a a a a a a

x x x x x x)( ) ( ) . Найдём для 
переменной x2  оператор подстановки, действу-
ющий сужающе. Так как предикат P  не содер-
жит узнаваний 2

22a
x  и 2

23a
x , то операторы a P22( )  

и a P23( )  действуют сужающее. a P a P22 23( ) ( )= =  
= ∨ ∨ ∨ =( )( )( )1 3 2 3 1 3 1

11 33 21 31 11 32a a a a a a
x x x x x x P . Очевидно, 

P P1 ⊃ . 

Пусть теперь P x x x x x xa a a( , , ) ( )(1 2 3 1 1 1
11 12 12= ∨ ∨  

∨ ∨ ∨2 3 2 3
21 33 23 32a a a a

x x x x)( ) . Тогда, т.к. узнавание 1
13a

x  

отсутствует, то оператор подстановки a P13( )  дей-

ствует сужающе. a P13 0( ) = , следовательно P P1 ⊃ .
Утверждение 18. Пусть предикат P x x x n( , ,..., )1 2  

представлен в виде ДНФ. Для того чтобы суще-
ствовал расширяющий оператор подстановки по 
переменной xi , необходимо и достаточно, чтобы 
существовало такое значение aij  из ОДЗ перемен-
ной xi , что при разбиении слагаемых предиката 
P , соответствующего этому значению, слагаемые 
первого класса присутствовали бы, в то время как 
слагаемые третьего и четвёртого классов отсут-
ствовали бы.

Доказательство этого и ниже приведенных 
утверждений 19, 20 и 21 полностью аналогичны 
приведенным для утверждений 16 и 17.

Пример 22. Пусть 

P x x x( , , )1 2 3 == ∨ ∨ ∨1 2 3 1 2 3 1 1 3
12 22 31 12 21 31 13 11 32a a a a a a a a a

x x x x x x x x x . 

Тогда a P a P x x x x x Pa a a a a
22 21 1 3 1 1 3 1

12 31 13 11 32( ) ( ) )= = ∨ ∨ = , т.е. 
P P⊃ 1 , следовательно, операторы. a P22( )  и a P21( )  
действуют расширяюще.

Утверждение 19. Пусть предикат P x x x n( , ,..., )1 2  
представлен в виде КНФ. Для того чтобы суще-
ствовал расширяющий оператор подстановки по 
переменной xi , необходимо и достаточно, чтобы 
существовало такое значение aij  из ОДЗ перемен-
ной xi , что при разбиении сомножителей преди-
ката P , соответствующему значению, элементар-
ные дизъюнкции первого типа присутствовали бы, 
а элементарные дизъюнкции второго типа отсут-
ствовали бы.

Пример 23. P x x x x x xa a a( , , ) ( )1 2 3 1 2 3
11 21 31= ∨ ∨ ∧  

∧ ∨ ∧ ∨ ∨ ∨( ) ( ).1 3 1 2 2 3
11 32 12 21 23 32a a a a a a

x x x x x x  

Тогда оператор подстановки a P21( )  действует рас-
ширяюще, т.к. a P x xa a

21 1 3
11 32( ) = ∨  и, очевидно, P P⊃ 1.

Утверждение 20. Пусть предикат P x x x n( , ,..., )1 2  
представлен в виде ДНФ. Для того чтобы суще-
ствовал смещающий оператор подстановки по пе-
ременной xi , необходимо и достаточно, чтобы су-
ществовало такое значение aij  из ОДЗ переменной 
xi , что при разбиении слагаемых предиката P ,  
соответствующему этому значению, слагаемые 
первого класса, а также третьего или четвёртого 
класса присутствовали бы.

Пример 24.

 P x x x x x xa a a( , , )1 2 3 1 2 3
11 21 33= ∨∨ ∨1 2 3 3

12 22 33 31a a a a
x x x x . 

Тогда a P x xa a
21 1 3

11 33( ) = ∨  ∨ =3 1
31a

x P , и, очевидно, опе-
ратор действует смещающе.

Или пусть 
P x x x x x xa a a( , , )1 2 3 1 2 3

11 21 33= ∨∨ ∨1 2 3 3
12 21 33 13a a a a

x x x x .

Тогда a P x xa a
11 2 3

21 33( ) = и очевидно, a P11( )  также явля-
ется смещающим оператором подстановки.

ПрИМЕНЕНИЕ ПОДСТАНОВОЧНЫх ОПЕрАЦИЙ К ПрЕДИКАТАМ, ПрЕДСТАВЛЕННЫМ ФОрМуЛАМИ АЛГЕБрЫ КОНЕЧНЫх ПрЕДИКАТОВ
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Утверждение 21. Пусть предикат P x x x n( , ,..., )1 2  
представлен в виде КНФ. Для того чтобы суще-
ствовал смещающий оператор подстановки по пе-
ременной xi , необходимо и достаточно, чтобы су-
ществовало такое значение aij  из ОДЗ переменной 
xi , что при разбиении сомножители предиката P , 
соответствующего этому значению, элементарные 
дизъюнкции первого и второго типа присутствова-
ли бы.

Пример 25. Пусть P x x x x xa a( , , ) (1 2 3 1 2
11 21= ∨ ∨  

∨ ∧ ∨ ∨ ∨ ∨3 1 3 1 2 2 3
31 11 32 12 21 23 32a a a a a a a

x x x x x x x) ( )( ) . 

Тогда оператор подстановки a P11( )  действует сме-
щающе, т.к. a P x x x

a a a
11 2 2 3

21 23 32( ) = ∨ ∨ .

5. Применение последовательности сужающих 
 и расширяющих подстановочных операций  

к одному предикату

Для построения последовательности сужаю-
щих (расширяющих, смещающих) операторов для 
предиката P  необходимо последовательно на-
ходить переменные, по которым такие операторы 
существуют, и действовать одним из них на пре-
дикат P . Из утверждений 16-21 следует способ 
нахождения сужающих операторов. Например, 
P x x x x x x xa a a a( , , )1 2 3 1 2 2 3

11 21 21 31= ∨ ∨  ∨ ∨2 3 1 2
22 32 12 23a a a ax x x x . 

Если область допустимых значений каждой пере-
менной состоит из трех значений, то по перемен-
ной x1  существует сужающий оператор a13 . Тогда 
a P x x x xa a a a

13 2 3 2 3
21 31 22 32( ) = ∨ . Заметим, что если для 

исходного предиката не существовало сужающего 
оператора по переменной x2 , то для полученного 
такой оператор существует: a P23 0( ) = .

Очевидно, последовательное применение сужа-
ющих (расширяющих) операторов приводит либо 
к нулю (единице), либо к предикату Pk , для кото-
рого на k -м шаге не найдется ни одного сужающе-
го (расширяющего) оператора.

Правомерен вопрос: когда для данного преди-
ката P  существует последовательность сужающих 
(расширяющих) операторов, поочередное дей-
ствие которых приводит к нулю (единице).

Утверждение 22. Для того чтобы для предиката 
P , представленного в виде ДНФ, существовала 
последовательность сужающих операторов под-
становки, сводящих данный предикат к нулю, не-
обходимо и достаточно, чтобы предикат P  нельзя 
было представить в виде

 
P x x x P x x x

P x x x

n n

i i ik

( , ,..., ) ( , ,..., )

( , ,..., ),
1 2 1 1 2

2 1 2

= ∨
∨

 (24)

где i i ix x x k1 2
, ,...,  – переменные, по которым не суще-

ствует сужающих операторов подстановки.
Доказательство. Необходимость. 

Предположим, существует последовательность 
сужающих операторов a a al j l j l jn n1 1 2 2

, ,...,  такая, что 

a a a Pl j l j l jn n n n
( (...( ( ))))

− −
=

1 1 1 1
0 . Пусть также предикат 

P  можно представить в виде (22). Очевидно, при-
меняя операторы a a al j l j l jn n1 1 2 2

, ,...,  к предикату P , 
изменяться будет лишь слагаемое, представленное 
предикатом P1  в то время, как P2  останется без из-
менения. Следовательно, на определенном шаге не 
найдется ни одного сужающего оператора подста-
новки, а значит, допущение неверно, и предикат P  
не может быть представлен в виде (22).

Достаточность. Пусть предикат P  не может 
быть представлен в виде (22). Это означает, что 
хоть одно узнавание каждой из переменных, по 
которым первоначально не существует сужающих 
операторов, присутствуют в одной элементарной 
конъюнкции с переменными, для которых такие 
операторы существуют. Таким образом, при дей-
ствии ими на предикат соответствующие слагае-
мые обратятся в нуль, и, следовательно, появятся 
новые сужающие операторы.

Например, пусть P x x x x x xa a a( , , )1 2 3 1 2 3
11 21 33= ∨  

∨ ∨2 3 2 3
22 31 23 32a a a ax x x x . По переменной x2  нет сужаю-

щих операторов, но узнавание 2
21ax  находится в 

одной элементарной конъюнкции с переменной 
x2 , по которой существуют сужающие операторы 
a12  и a13 . Итак, a P P x x x xa a a a

12 1 2 3 2 3
22 31 23 32( ) = = ∨ . Тогда 

a P21 1 0( ) = .
Пусть P x x x x x x xa a a a( , , )1 2 3 1 2 2 3

12 21 21 31= ∨ ∨  
∨ ∨2 3 2 3

22 32 23 33a a a ax x x x . Тогда P  можно пред-
ставить в виде (22), где P x xa a

1 1 2
12 21= , 

P x x x x x xa a a a a a
2 2 3 2 3 2 3

21 31 22 32 23 33= ∨ ∨ , значит, не существу-
ет последовательности операторов, сводящих дан-
ный предикат к нулю.

Утверждение 23. Для того чтобы для предиката 
P , представленного в виде КНФ, существовала 
последовательность сужающих операторов под-
становки, сводящих данный предикат к нулю, не-
обходимо и достаточно, чтобы предикат P  нельзя 
было представить в виде

 
P x x x P x x x

P x x x

n n

i i ik

( , ,..., ) ( , ,..., )

( , ,..., ),
1 2 1 1 2

2 1 2

= ∧
∧

 (25)

где i i ix x x k1 2
, ,...,  – переменные, по которым суще-

ствуют сужающие операторы подстановки.
Доказательство. Необходимость. 

Предположим, существует последовательность 
сужающих операторов a a al j l j l jn n1 1 2 2

, ,...,  такая, что 
a a a Pl j l j l jn n n n

( (...( ( ))))
− −

=
1 1 1 1

0 . Пусть также предикат P  
нельзя представить в виде (23), т.е. все элементарные 
дизъюнкции содержат переменные, для которых 
не существует сужающих операторов. Очевидно, в 
этом случае при действии сужающих операторов по 
переменным, кроме x x xi i ik1 2

, ,..., , эти переменные 
останутся без изменения. Таким образом, действие 
последовательности сужающих операторов не при-
водит к нулю, а значит, предположение неверно.

Достаточность. Пусть предикат P  может быть 
представлен в виде (23). Это означает, что действуя 
последовательно сужающими операторами на 
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предикат P , второй сомножитель в (23) обратится 
в нуль, тем самым обращая в нуль весь предикат, 
что и требовалось доказать.

Утверждение 24. Для того чтобы для предика-
та P , представленного в виде ДНФ, существова-
ла последовательность расширяющих операторов 
подстановки, сводящих данный предикат к едини-
це, необходимо и достаточно, чтобы предикат P  
нельзя было представить в виде

 
P x x x P x x x

P x x x

n n

i i ik

( , ,..., ) ( , ,..., )

( , ,..., ),
1 2 1 1 2

2 1 2

= ∨
∨

 (26)

где i i ix x x k1 2
, ,...,  – переменные, по которым суще-

ствуют расширяющие операторы подстановки.
Утверждение 25. Для того чтобы для предика-

та P , представленного в виде КНФ, существова-
ла последовательность расширяющих операторов 
подстановки, сводящих данный предикат к едини-
це, необходимо и достаточно, чтобы предикат P  
можно было представить в виде

 
P x x x P x x x

P x x x

n n

i i ik

( , ,..., ) ( , ,..., )

( , ,..., ),
1 2 1 1 2

2 1 2

= ∧
∧

 (27)

где i i ix x x k1 2
, ,...,  – переменные, по которым не суще-

ствует расширяющих операторов подстановки.
Доказательство утверждений 18 и  19 аналогич-

но доказательству утверждений 16 и 17.

Выводы

Таким образом, в статье введено определение 
операции подстановки, а также исследованы ре-
зультаты ее действия на предикат, представленный 
в виде дизъюнктивной и конъюнктивной нормаль-
ной формы. Введены также определения сужаю-
щих, расширяющих и смещающих операторов, 

а также исследованы условия их существования. 
При этом найдены необходимые и достаточные 
условия существования различных операций, вве-
денных в алгебре подстановочных операций, и по-
строения последовательности таких операций для 
получения специальных видов предикатов.
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УДК 519.7
Застосування підстановчих операцій до предикатів, 

що представлені формулами алгебри предикатів / М.Ф. 
Бондаренко, Ю.П. Шабанов-Кушнаренко, Д.Е. Сит-
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Отримано залежності між вихідними предикатами, 
що мають різноманітні форми, та предикатами, отрима-
ними у результаті дій підстановчих операцій.
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Dependencies between original predicates in various 
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