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ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ
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ÒÅÎÐÈß ÖÂÅÒÎÂÎÃÎ ÇÐÅÍÈß. VII1

ÁÎÍÄÀÐÅÍÊÎ Ì.Ô.,
ØÀÁÀÍÎÂ-ÊÓØÍÀÐÅÍÊÎ Ñ.Þ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ öâåòîâîãî
çðåíèÿ ÷åëîâåêà. Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè îïèñûâàþòñÿ
ìåõàíèçìû èððàäèàöèè, èíåðöèè è àäàïòàöèè öâåòîâî-
ãî çðåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà ñâåòîâîå èçëó÷å-
íèå ïðîèçâîëüíî èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè è â ïðîñòðàí-
ñòâå, è äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (èçëó÷åíèå
èçìåíÿåòñÿ òîëüêî âî âðåìåíè, òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå
èëè ïîñòîÿííîå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå).

7.1. Òðåõïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà (ïàðàìåòð –
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà).
(Ïðîäîëæåíèå ðàçäåëà 6.3)
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)( tK  – ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ
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ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì t  íà )()( tt KK  è óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1-3. Óñòàíîâèì óñëîâèÿ, ãàðàí-
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Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ÷àñòíûé ñëó÷àé, çàêëþ÷àþ-
ùèéñÿ â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè

),,,( vux  çàâèñÿò òîëüêî îò . Òàêèå ôóíêöèè
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè u  è v . Äëÿ ýòèõ
ôóíêöèé ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå âîïðîñ ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî ãàðàíòè-
ðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé )(ig  òàêèõ, ÷òî ïðè

âñåõ ,1Rt  âñåõ 2Rz  è âñåõ u , v  èç ïîëîæèòåëü-

íîãî êîíóñà K  ïðîñòðàíñòâà ]1,0[2L  ðàâåíñòâî
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Ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà äàåò òåîðåìà 4.1. Áóäåì, êàê
è â ïðåäûäóùåé ñòàòüå, èìåíîâàòü ñîâîêóïíîñòü
óñëîâèé ýòîé òåîðåìû óñëîâèÿìè А . Ñîîòâåò-
ñòâåííî ÷åðåç Ф  áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåäèêàò íà

КК  òàêîé, ÷òî 1),( vuФ , åñëè 1),(, vuФ zt

ïðè êàêèõ-ëèáî (à ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óñëîâèé

А , è ïðè ëþáûõ) ,1Rt 2Rz .

Êðîìå òîãî, ìû âûäåëèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ôóíêöèé
âèäà
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Çäåñü )( 2RKt , Ku . Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñôîð-

ìóëèðîâàííûé âûøå âîïðîñ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Ku
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ),,( qpu , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ (6.60) è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
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âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíñòàíòà
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ìàòèêà”, 1998-2000 ãã.
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Ýòîò âîïðîñ áûë ðåøåí òåîðåìîé 6.4. Óñëîâèÿ ýòîé
òåîðåìû íèæå èìåíóþòñÿ óñëîâèÿìè C .

Òåîðåìà 7.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ñåìåéñòâà ïðåäè-

êàòîâ ztФ ,  íàøëàñü ëèíåéíî-íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà
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ii  è ïî÷òè âñþäó íåîòðèöà-

òåëüíàÿ íà 2),0[ R  ôóíêöèÿ Q , óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèÿì (6.60), è òàêàÿ, ÷òî ðàâåíñòâà (7.2)
è (7.3) ýêâèâàëåíòíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ýòî ñåìåéñòâî óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèÿì СА,
è

4) äëÿ ëþáûõ ,1Rt 2Rz  è )(',,', tKyyxx  èç
ðàâåíñòâ

1)',(,1)',( ,, yyФxxФ ztzt
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(íå åäèíñòâåííàÿ) ôóíêöèÿ Ku  òàêàÿ, ÷òî
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âàòåëüíîñòü Ku kk 1}{ , ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ â

ìåòðèêå ]1,0[2L  è òàêàÿ, ÷òî
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìû ïðîâåäåì ïî òîé æå
ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1. Ïðîâåðèì

äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ ,1Rt 2Rz
х  – ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò )( tK . Ïîëîæèì

,,...,2,1),()(),( niux i
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ãäå u – êàêîé-ëèáî ýëåìåíò èç K , äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâî (7.11). Ýëåìåíò u  íå îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì (7.11) îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó ñëåäóåò
ïðîâåðèòü, ÷òî ðàâåíñòâî (7.12) îïðåäåëÿåò âåëè÷è-

íó )(),( xzt
i  âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà u . Ìû

îïóñòèì ýòó ïðîâåðêó.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè âñåõ ,1Rt 2Rz  è
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ýêâèâàëåíòíû. Ïîäáåðåì äëÿ x  è y  êàêèå-ëèáî

ýëåìåíòû Kvu,  òàêèå, ÷òî

.1),(,1),( ,, vyФuxФ ztzt       (7.15)

Åñëè äëÿ x  è y  èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (7.13), òî èç
(7.15) íà îñíîâàíèè óñëîâèé 2 è 3 ëåãêî âûâåñòè,
÷òî .1),(, vuФ zt  Íî òîãäà è

.,...,2,1),()( nivu ii         (7.16)

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ (7.12) âûòåêàþò ðàâåí-
ñòâà (7.14). Ïóñòü, îáðàòíî, äëÿ x  è y  ñïðàâåäëèâî

(7.14). Ïîäáåðåì äëÿ x  è y  ýëåìåíòû Kvu,  òàê,
÷òîáû èìåëî ìåñòî (7.15). Òîãäà ñïðàâåäëèâî (7.16)

è, ñëåäîâàòåëüíî, .1),(, vuФ zt  Âìåñòå ñ (7.15) ýòî

äàåò (7.13).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (7.2) ýêâèâàëåíòíî ðà-
âåíñòâó (7.3). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âåëè÷èí

)(),( xzt
i  ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (7.4). Ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ),,,( qpx  è ),,,( qpy
êîíóñà )( tK . Ïóñòü Kvu,  óäîâëåòâîðÿþò ðà-
âåíñòâàì (7.15). Ïðèìåíèâ ê ýòèì ðàâåíñòâàì

óñëîâèå 4, ïîëó÷èì .1),(, vuyxФ zt

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è (7.15) ñëåäóåò, ÷òî
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ò.å. ôóíêöèîíàëû ),( zt
i  àääèòèâíû. Ïðîâåðèì èõ

íåïðåðûâíîñòü â íóëå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ.

Ïîäáåðåì äëÿ íåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ku kk 1}{
ñîãëàñíî óñëîâèþ 6. Òîãäà

.0lim,1),(, kkkkzt uuxФ

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è íåïðåðûâíîñòè ôóíê-

öèîíàëîâ i  ñëåäóåò, ÷òî
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Íî òîãäà èç (7.12) ñëåäóåò, ÷òî
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàëû ),( zt
i  îïðåäåëåíû íà

âîñïðîèçâîäÿùåì êîíóñå )( tK  ïðîñòðàíñòâà

)(2
tL , àääèòèâíû è íåïðåðûâíû â íóëå. Çíà÷èò,

îíè îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàþòñÿ äî ëèíåéíûõ ôóí-
êöèîíàëîâ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ïî òåîðåìå îá
îáùåì âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
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Ïóñòü ôóíêöèÿ ),,,( qpx  èìååò âèä (7.8). Èç
(7.9) èìååì
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(7.18) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
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Òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.1,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ôóíêöèÿ )(),( zt
uf

íå çàâèñèò îò u , òàê ÷òî

niufu zt
i

ztzt
i ,...,2,1),()()( ),(),(),(  (7.20)

è ðàâåíñòâî (7.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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Êîìáèíèðóÿ ðàâåíñòâî (7.20) ñ ðàâåíñòâàìè (7.7),
(7.17) è (7.21), ïîëó÷àåì
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Ìû èñïîëüçîâàëè çäåñü òåîðåìó Ôóáèíè. Ïîñêîëü-

êó â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå )(u – ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò ïîëîæèòåëüíîãî êîíóñà K  ïðîñòðàíñòâà

]1,0[2L  è êîíóñ K  ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì, òî

èç ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî
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Äàëåå, ),,( qp  – ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò âîñ-

ïðîèçâîäÿùåãî êîíóñà )( 2RKt  ïðîñòðàíñòâà )( 22 RLt
è ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (7.17), ïðèõîäèì ê
(7.4), Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ëèíåéíî-íåçàâè-

ñèìàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ]1,0[}{ 2
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ii  è ïî÷òè

âñþäó íåîòðèöàòåëüíàÿ íà 2),0[ R  ôóíêöèÿ Q ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (6.60),òàêîâû, ÷òî äëÿ
íèõ ðàâåíñòâà (7.2) è (7.3) ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ
ôóíêöèé Ku  ðàâåíñòâî (7.4) äàåò
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Îòñþäà è èç (6.60) ñëåäóåò, ÷òî
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Âèäèì, ÷òî âåëè÷èíà ),( zt
iS  íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò

îò u . Ïîýòîìó èç ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâåíñòâ (7.2)
è (7.3) âûòåêàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâ (7.5) è

(7.6), ãäå âåëè÷èíû )(ui  îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

(7.7). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ A âûïîëíÿþòñÿ.

Ïåðåéäåì ê óñëîâèÿì C . Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

),,,( qpx  âèäà (7.8). Äëÿ íèõ ôîðìóëà (6.93)
ïðèíèìàåò âèä
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Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû i  íà ]1,0[2L  ôîðìóëîé

(7.7) è ôóíêöèîíàëû ),( ztf  íà )(2
tL  ôîðìóëîé

(7.20). Ðàâåíñòâî (7.21) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â
âèäå (7.19). Íî ïî óñëîâèþ òåîðåìû ðàâåíñòâî
(7.19) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (7.18) Îáðàòíî, ïóñòü

äëÿ íåêîòîðîãî Ku , íåêîòîðîãî )( tK  è

÷èñëà C  èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (7.9). Ïîñêîëüêó
ðàâåíñòâà (7.2) è (7.3) ýêâèâàëåíòíû, ýòî çíà÷èò,
÷òî

.,...,2,1),()( ),(),( niucu zt
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Êîìáèíèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ôîðìóëîé (7.4), íàé-

äåì, ÷òî )(),( ztfc . Èòàê, âûïîëíèìîñòü óñëî-

âèé C  ïðîâåðåíà.
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Ïåðåéäåì ê óñëîâèÿì 4-6. Ñïðàâåäëèâîñòü 4 âûòå-
êàåò èç àääèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà (7.4). Ïðîâåðèì

5. Ïóñòü )( tKx . Ïîëîæèì

.),,,(),,()( dpdqdqpxqptQu
t

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ )(u  ïî÷òè âñþäó íåîòðèöà-
òåëüíà. Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿ-
êîâñêîãî, èìååì

.),,(

),,(

),,()(

2)(
1

2

22

22

22

t
qp

t
qp

t
qp

dpdqdqptxeec

dpdqdqptxee

dpdqdqptQeeu

(7.23)

Çäåñü 1c – íåêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, ñóùå-
ñòâîâàíèå êîòîðîé âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà (6.60).
Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

.),,,()(
1

0

2)(2
1

1

0

2 22t
qp dpdqddqpxeecdu

Ïîýòîìó èç (7.1) ñëåäóåò, ÷òî ]1,0[2Lu  è

||,|||||| 1 xcu                (7.24)

ãäå ]1,0[|||| 2Lu -íîðìà ýëåìåíòà u ; |||| x - )(2
tL –

íîðìà ýëåìåíòà x . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

)()( ),(),( ux zt
i

zt
i . Ñëåäîâàòåëüíî, 1),(, uxФ zt  è

óñëîâèå 5 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü 1}{ kkx – ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ýëåìåíòîâ èç )( tK . Îïðåäåëèì äëÿ íåå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ku kk 1}{  ïî ôîðìóëå (6.13).

Òîãäà 1),(, kkzt uxФ , à èç íåðàâåíñòâà (7.24) âèä-

íî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1}{ kku  ñõîäèòñÿ ê
íóëþ. Çíà÷èò, óñëîâèå 6 âûïîëíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 7.1 äîêàçàíà.

Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ
ïîïûòêîé îïèñàòü â ðàìêàõ åäèíîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ
èððàäèàöèè è èíåðöèè çðåíèÿ, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì
öâåòîâîå âîñïðèÿòèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäà-
òåëþ ïðåäúÿâëÿåòñÿ çðèòåëüíàÿ êàðòèíà ñ ðàçëè÷-
íûìè ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ëó÷èñòîé ÿðêî-
ñòè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, ìåíÿþùèìè-
ñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âî âðåìåíè. Îáîçíà÷èì

÷åðåç ),,,( qpx  ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü íà äëè-

íå âîëíû  â òî÷êå ),( qp  â ìîìåíò âðåìåíè .

Ïóñòü t – ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ),(z
– ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà çðèòåëüíîé êàðòèíû. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî äâå çðèòåëüíûå êàðòèíû ñî ñïåêò-

ðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ),,,( qpx  è ),,,( qpy
ñîîòâåòñòâåííî ),( zt -ìåòàìåðíû, åñëè èõ âîçäåé-

ñòâèå â òî÷êå z  â ìîìåíò âðåìåíè t  ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íàáëþäàòåëþ îäèíàêîâûì. Çàïèñûâàòü ýòîò ôàêò

áóäåì â âèäå 1),(, yxФ zt . Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñðàâíèâàåìûõ èçëó÷åíèé
íå ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, îòíîøå-

íèå ),( zt  – ìåòàìåðíîñòè ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñ-
êóþ ìåòàìåðíîñòü. Ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñüþ ýòîãî
ôàêòà ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ A . Ðàññìîòðèì òåïåðü
çðèòåëüíûå êàðòèíû ñî ñïåêòðàëüíûì ñîñòàâîì

âèäà (7.8), ãäå )(u – ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
ïîñòîÿííîãî âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå èçëó÷åíèÿ,

à ),,( qp – èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, ìåíÿþùà-
ÿñÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå. Ýòîò ÷àñòíûé
ñëó÷àé èçó÷àëñÿ â ðàçäåëå 6.3 è òàì îáúÿñíåí
ôèçè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèé C .

Ïðåäïîëîæåíèå 4 îá àääèòèâíîñòè ),( zt -ìåòàìåð-
íîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ èçìåíåíèÿ
ñèãíàëà (òîëüêî âî âðåìåíè, òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå
èëè ïîñòîÿííûå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå ñèãíà-
ëû ñ ðàçëè÷íûìè ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè
èçëó÷åíèé) îáñóæäàëîñü â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.
Íàì íå èçâåñòíû êàêèå-ëèáî ýêñïåðèìåíòû, íà-
ïðàâëåííûå íà ïðîâåðêó âûïîëíèìîñòè ýòîãî ïðåä-
ïîëîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü îáùåé ñèòóà-
öèè.

Ïðåäïîëîæåíèå 5 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðåäïîëî-
æåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ýôôåêòèâíîé ÿðêîñòè. Åãî
ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà
âðåìåíè t , ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà z è ëþáîé

çðèòåëüíîé êàðòèíû ),,,( qpx  ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå

çðèòåëüíàÿ êàðòèíà )(u , êîòîðàÿ ),( zt -ìåòàìåðíà
èñõîäíîé. Íàêîíåö, ñìûñë óñëîâèÿ 6 ïðèìåðíî
òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå àíàëîãè÷íîãî óñëîâèÿ
òåîðåì 5.1 è 6.1. Åãî âûïîëíèìîñòü íà ïðàêòèêå
àïðèîðè ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáåñïå÷åííîé.

7.2. Ñâåðòî÷íûå ñåìåéñòâà

Ïóñòü t  – ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, 2
tL

– ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà ],( t  äåéñòâèòåëü-

íûõ ôóíêöèé )(x , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò è
êîíå÷åí èíòåãðàë

е
dxe ,)(2

                (7.25)

tK  – ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ ),( yxФt  ( t  –
ïàðàìåòð), êàæäûé èç êîòîðûõ ïðè ñîîòâåòñòâóþ-

ùåì t  îïðåäåëåí íà tt KK  è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàí-
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çèòèâíîñòè. Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëå-

íèÿ ñåìåéñòâà tФ  â âèäå

,))()(

,)()()((),(

t

t

t

dytB

dxtBtxDyxФ

    (7.26)

ãäå D  – ïðåäèêàò ðàâåíñòâà; )(B  – íåêîòîðàÿ

âåñîâàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëóîñè ),0[ .

Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó âîïðîñà. Â ñòðîãîé ôîðìóëè-

ðîâêå ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà 2
tL  ÿâëÿþòñÿ íå

êâàäðàòè÷íî-ñóììèðóåìûå ôóíêöèè, à èõ êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòîæäåñòâëåíèþ ôóíêöèé,
ñîâïàäàþùèõ ïî÷òè âñþäó. Ïîýòîìó äëÿ ýëåìåíòà

2
tLx  íå ñóùåñòâóåò ïîíÿòèÿ çíà÷åíèÿ )(tx  â òî÷êå

t . Íàïðèìåð, ôóíêöèè 1)(x )( t  è

,,0
,,1

)(
t
t

x

ãäå )(tx – ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ñîâïàäàþò

êàê ýëåìåíòû 2
tL . Óñëîâèìñÿ, ÷òîáû ïðèäåðæè-

âàòüñÿ àêêóðàòíîñòè â ôîðìóëèðîâêàõ, ñ÷èòàòü, ÷òî

â (7.26) 1, RKyx t . Ïðè ýòîì ÷èñëî )(tx  ìîæåò

ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå íåçàâèñèìî îò ïîâåäå-

íèÿ ôóíêöèè )(x  ïðè t .

Áóäåì, êàê è â ðàçäåëå 6.1, îáîçíà÷àòü ïðè ëþáîì
2
tLx  è ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì  ÷åðåç )(~x

ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ],( t  ðàâåíñòâîì

.)()(~ xx

Òåîðåìà 7.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ñåìåéñòâà ïðåäè-

êàòîâ ),( yxФt  íàøëàñü ôóíêöèÿ )(B , óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì

00

2 ,)(,)( dBdBe    (7.27)

è òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (7.26), íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ñåìåéñòâî óäîâ-
ëåòâîðÿëî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

4) äëÿ ëþáîãî ),(t  è ëþáîãî 1RKx t

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî )]([ tfx  òàêîå, ÷òî

1))](~[,( txfxФt              (7.28)

(çäåñü ))]([,0()](~[ 1RKtfxtxf t ;

5) âåëè÷èíà )()]([ txtfx  íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñëà

)(tx ;

6) äëÿ ëþáûõ ),(t  è 1',,', RKyyxx t  èç

ðàâåíñòâ 1)',( xxФt  è 1)',( yyФt  ñëåäóåò, ÷òî

.1)'',( yxyxФt ;          (7.29)

7) âåëè÷èíà )()]([ txtfx  íåïðåðûâíî çàâèñèò îò

ôóíêöèè )(x t  â ìåòðèêå 2
tL ;

8) äëÿ ëþáîãî ),(t , ëþáûõ tKyx,  è ëþáîãî

ïîëîæèòåëüíîãî  èç ðàâåíñòâà

1),( уxФt                  (7.30)

âûòåêàåò ðàâåíñòâî .1)~,~( уxФt

Äîêàçàòåëüñòâî .  Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü òå-
îðåìû â ñòîðîíó íåîáõîäèìîñòè. Óñëîâèå 4, î÷å-
âèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïðè ýòîì

.)()()()]([
t

dxtBtxtfx        (7.31)

Èç ðàâåíñòâà (7.30) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà

t
dxtBtxtfx )()()()]([         (7.32)

è, ñëåäîâàòåëüíî, íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñëà )(tx .
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 5. Ïîñûëêà
óñëîâèÿ 6 îçíà÷àåò, ÷òî

tt
dxtBtxdxtBtx )(')()(')()()(

è 
tt

dytBtydytBty .)(')()(')()()(

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

t

t

dyxtBtytx

dyxtBtytx

.))(')(')(())(')((

))()()(())()((

ò.å. (7.29). Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ 7 ïîëîæèì

.0,)()( eBA            (7.33)

Òîãäà èç (7.31) ñëåäóåò, ÷òî

t
t dxtAeetxtfx .)()()()]([

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

0

22 .)()( dBeedtAe t
t

Ïîýòîìó èç (7.27) ñëåäóåò, ÷òî 2)( tLtA . Òàêèì

îáðàçîì, êàê ýòî âèäíî èç (7.33), âåëè÷èíà

)()]([ txtfx  ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì îò

= ,



118 ÐÈ, 2001, ¹ 1

)()( tx  íà 2
tL .Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 7.

Ïðîâåðèì óñëîâèå 8. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî

tt
dуtBtуdxtBtx .)()()()()()( (7.34)

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî

tt
dуtBtуdxtBtx .)(~)()(~)(~)()(~

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè x~ , ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

tt
dуtBtуdxtBtx .)()()()()()(

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî, äåéñòâèòåëüíî,
âûòåêàåò èç (7.34). Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ïðè ôèêñèðî-

âàííîì t  ôóíêöèþ )]([ tfx . Ñîãëàñíî óñëîâèþ 4,

äëÿ ëþáûõ 1, RKyx t  áóäåò

.1))](~[,(,1))](~[,( tyfyФtxfxФ tt

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ 6 ñëåäóåò, ÷òî

.1))](~[)](~[,( tyftxfyxФt       (7.35)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ 5

,1)))]((~[,( tyxfyxФt

ïðè÷åì ôóíêöèÿ ))]((~[ tyxf  îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå-

äíèì ðàâåíñòâîì îäíîçíà÷íî. Çíà÷èò,

).](~[)](~[))]((~[ tyftxftyxf

Òàêèì îáðàçîì, )]([ tfx  ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì ôóí-

êöèîíàëîì. Çíà÷èò, è )()]([ txtfx  – àääèòèâíûé
ôóíêöèîíàë. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì 5 è 7 ýòîò ôóíê-
öèîíàë ïðè ôèêñèðîâàííîì t  çàâèñèò òîëüêî îò

ôóíêöèè )()( tx  è óêàçàííàÿ çàâèñèìîñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ìåòðèêå 2
tL . Òîãäà

)()]([ txtfx  – ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà tK . Îí,
ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæå-
íèå äî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà âñåì ïðîñòðàí-

ñòâå 2
tL . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ

2)( tt LA , ÷òî

t

t dxAetxtfx .)()()()]([      (7.36)

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 5.1, ìîæíî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ óñëîâèå 8, ÷òî
èç (7.36) âûòåêàåò ôîðìóëà

t
dxtВtxtfx ,)()()()]([     (7.37)

ãäå ôóíêöèÿ )(B  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7.37).

Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (7.26). Íóæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì t  äëÿ ëþáûõ 1, RKyx t
ðàâåíñòâî

1),( yxФt                  (7.38)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

).]([)]([ tfytfx               (7.39)

Ïóñòü èìååò ìåñòî (7.38). Âìåñòå ñ (6.4) ýòî äàåò

.1))](~[,( txfyФt             (7.40)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ 4, îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

),](~[)](~[ tyftxf             (7.41)

à çíà÷èò è (7.39). Îáðàòíî, ïóñòü èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî (7.39). Â òàêîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ è
(7.41). Êîìáèíèðóÿ (7.41) è (7.28), ïîëó÷àåì

.1))](~[,( tyfxФt               (7.42)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ 4

.1))](~[,( tyfyФt              (7.43)

Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (7.38) âûòåêàåò èç (7.42) è
(7.43).

Òåîðåìà 7.2 äîêàçàíà.

Îáñóäèì òåïåðü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííîãî
ðåçóëüòàòà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèëîæåíèÿ ðàñ-
ñìîòðèì âîïðîñ îá àäàïòàöèè çðèòåëüíîé ñèñòåìû
÷åëîâåêà ê óðîâíþ îñâåùåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íàáëþäàòåëþ ïðåäúÿâëÿåòñÿ èçëó÷åíèå ïîñòîÿííî-
ãî îòíîñèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà ñ èíòåí-
ñèâíîñòüþ, ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè. Îáîçíà÷èì

÷åðåç )(x  ÿðêîñòü èçëó÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñòóïåí÷àòîãî èçìåíåíèÿ ÿðêî-
ñòè. Ïóñòü

.,
,,

)(
Tb
Ta

x

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.37)

,,)()(

,,)(
)]([

TtdtBbdtBab

TtdtBaa
tfx t

T

T

t

ò.å. ,),)(1)((

,,
)]([

0
TtduuBabac

Ttaе
tfx Tt
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ãäå 
0

.)(1 duuBe

Â ñëó÷àå ba  ãðàôèêè ôóíêöèé )(x  è )]([ tfx
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1,à è á ñîîòâåòñòâåííî.

)(x )(x

b

a

T0
a

)]([ tfx
b-aаc

T0
t

bе
ае

á

Ðèñ. 1

Äëÿ ñëó÷àÿ ba  ãðàôèêè ôóíêöèé )(x  è )]([ tfx
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2,à è á.

)(x )(x

a

b

T0
a

)]([ tfx

b-aаc

T0
t

bе
ае

á

Ðèñ. 2

Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, ïðè ñêà÷êîîáðàçíîì óâåëè÷å-
íèè ÿðêîñòè ïðîèñõîäèò ðåçêîå ïîâûøåíèå óðîâíÿ
ñóáúåêòèâíîãî îùóùåíèÿ ÿðêîñòè, çàòåì çðèòåëü-
íàÿ ñèñòåìà ïîñòåïåííî àäàïòèðóåòñÿ ê íîâîìó
óðîâíþ ÿðêîñòè è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âåëè÷èíà
îùóùåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé âåëè÷è-

íå îùóùåíèÿ bc  ïîñòîÿííîé ÿðêîñòè b .

Ïðè ñêà÷êîîáðàçíîì ñíèæåíèè óðîâíÿ ÿðêîñòè
îùóùåíèå åå â ïåðâûé ìîìåíò ðåçêî îñëàáåâàåò, à
çàòåì â ðåçóëüòàòå àäàïòàöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòü

óñèëèâàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå âåëè÷èíà îùóùåíèÿ
ÿðêîñòè ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå îùóùåíèÿ ïîñòîÿí-

íîé ÿðêîñòè b .

Ðàçóìååòñÿ, ïðèâåäåííûå âûøå âûâîäû èç ìîäåëè
ñïðàâåäëèâû ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ìîäåëü
îáîñíîâàíà. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìîäåëè ñëåäóåò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü óñëîâèé
1-8 òåîðåìû 7.2.

Îáñóäèì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè òàêîé ïðîâåðêè íà
ïðèìåðå äëÿ ñëó÷àÿ ñóáúåêòèâíîãî âîñïðèÿòèÿ
ÿðêîñòè. Ïðåäïîëîæåíèå 4 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî çàêîíà èçìåíåíèÿ ÿðêîñòè )(x , t
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ÿðêîñòè )]([ tfx
òàêîå, ÷òî çàêîí )(x  è çàêîí

ttfx
t

),]([
,,0

âûçûâàþò îäèíàêîâîå îùóùåíèå ÿðêîñòè â ìîìåíò
t . Åñëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ, òî â
ýêñïåðèìåíòå äîñòóïíû äëÿ íàáëþäåíèÿ ôóíêöèÿ

)()( tx  è ÷èñëà )(tx  è )]([ tfx .

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 7.2 ñôîðìó-
ëèðîâàíû â òåðìèíàõ, äîïóñêàþùèõ ýêñïåðèìåí-
òàëüíóþ ïðîâåðêó.

7.3. Ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ ñóìì

Áóäåì, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷àòü ïðè ïðîèçâîëüíîì

÷èñëå t  ÷åðåç 2
tL  ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà

],(]1,0[ t  äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé ),(x ,
äëÿ êîòîðûõ êîíå÷åí èíòåãðàë

1

0

2 .),(
t

ddxe           (7.44)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ ),( yxФt , êàæ-

äûé èç êîòîðûõ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì t  îïðåäåëåí

íà tt KK , ãäå tK  – ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ â

ïðîñòðàíñòâå 2
tL  è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì I-3. Íàñ

èíòåðåñóåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ñåìåéñòâà
ïðåäèêàòîâ ôîðìóëîé

))),((),...,((

)),(),...,(((),(
)()(

1

)()(
1

yy

xxDyxФ
t

n
t

t
n

t
t

     (7.45)

ãäå D – ïðåäèêàò ðàâåíñòâà íà nR ,

1

0

1

0

)(
1

,),()()(

),()()(

t

i

i
t

ddtxtBg

dtxgx

      (7.46)

),..,2,1( nigi è Â – íåêîòîðûå ôóíêöèè íà ]1,0[
è ),0[  ñîîòâåòñòâåííî.
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Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîñòàíîâêà âîïðîñà
íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè, ïîñêîëüêó äëÿ ýëåìåíòà

2
tLx  îãðàíè÷åíèå íà ïðÿìóþ t  íå îïðåäåëåíî.

Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â (7.46) ]1,0[2LKx t ,

ò.å. ïîä x  ïîíèìàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà: ôóíê-

öèÿ tKx ),(  è ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé  ïðè

ôèêñèðîâàííîì t ]1,0[),( 2Ltx .

Ðàññìîòðèì, êàê è â ðàçäåëå 6.1, äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ

),(x  â äåéñòâèòåëüíîñòè íå çàâèñèò îò . Òàêèå
ôóíêöèè â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå îáîçíà÷àþòñÿ
ñèìâîëàìè u  è v , Â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì
ñëó÷àå ðàâåíñòâî (7.45) ïðèíèìàåò âèä

))),(),...,((
)),(),...,(((),(

1

1

vv
uuDvuФ

n

nt
     (7.47)

ãäå             
1

0
.)()()( dugeu ii          (7.48)

Çäåñü               
0

.)(1 dBe               (7.49)

Óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ïðåäèêàòà â òàêîì âèäå
óñòàíîâëåíû â òåîðåìå 4.1. Ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé
ýòîé òåîðåìû áóäåì èìåíîâàòü óñëîâèÿìè А .

Âòîðîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ôóíêöèé èç tK  – ýòî

ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìûå â âèäå

),()(),( ux            (7.50)

ãäå tK)( , Ku )( – ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ

ïðîñòðàíñòâà l][0,2L . Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ôîðìó-

ëû (7.45), (7.46) îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

Ku  ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ )(nB , óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì (7.27) è òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîé

ôóíêöèè )(  ðàâåíñòâî

1),( ucuФt            (7.51)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî

)()(t
ufC , ãäå

).)()()((1)()(
t

n
t

u dtBt
e

f   (7.52)

Óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóë (7.51),(7.52) óñòà-
íîâëåíû â òåîðåìå 7.2. Áóäåì èìåíîâàòü èõ óñëî-
âèÿìè 'B .

Òåîðåìà 7.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ñåìåéñòâà ïðåäè-

êàòîâ ),( yxФt  íàøëàñü ñèñòåìà ëèíåéíî-íåçàâèñè-

ìûõ ôóíêöèé ]1,0[}{ 2
1 Lg n

ii  è ôóíêöèÿ )(B ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (7.27), òàêèå, ÷òî èìå-
þò ìåñòî ðàâåíñòâà (7.45), (7.46), íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ñåìåéñòâî óäîâëåòâîðÿëî
óñëîâèÿì A , 'B  è

4) äëÿ ëþáîãî ),(t  è ëþáîãî ]1,0[2LKx t

ñóùåñòâóåò (íå åäèíñòâåííàÿ) ôóíêöèÿ Ku  òà-
êàÿ, ÷òî

.1),( uxФt ;               (7.53)

5)äëÿ ëþáûõ ),(t  è ëþáûõ ]1,0[',,', 2LKyyxx t

èç ðàâåíñòâ 1)',(и1)',( ууФxxФ tt  ñëåäóåò,

÷òî 1)'',( уxуxФt ;

6) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

]1,0[}{ 2
1 LKx tkk , ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ â ìåòðèêå

]1,0[22 LLt , ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ku kk 1}{ , ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ â ìåòðèêå ]1,0[2L

è òàêàÿ, ÷òî ,...2,1,1),( kuxФ kkt

Äîêà çà òå ëü ñò âî .  Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà ïðåäèêàòîâ ),( yxФt  ïðè

íåêîòîðûõ ôóíêöèÿõ ),..,2,1( nigi  è B  èìåþò

ìåñòî ôîðìóëû (7.45), (7.46). Äëÿ ôóíêöèé Ku
ðàâåíñòâî (7.46) ïðèíèìàåò âèä

t

i

ii
t

i

dugedtB

dugdugu

1

0

1

0

1

0

)(

.)()()(

)()()()()(

(7.54)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò t .
Çíà÷èò, è ëåâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò t . Òîãäà, êàê

âèäíî èç (7.45), ïðåäèêàò tФ  íå çàâèñèò îò t .

Ñëåäîâàòåëüíî, íà KK  îïðåäåëåí ïðåäèêàò Ф
òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ Kvu,

))),(),...,((
)),(),...,(((),(

1

1

vv
uuDvuФ

n

n

ãäå âåëè÷èíû )(ui  îïðåäåëåíû paâåíñòâîì (7.48).

Ýòî è îçíà÷àåò âûïîëíèìîñòü óñëîâèé A .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ôóíêöèé âèäà (7.50).
Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ðàâåíñòâî (7.46) ïðèíèìàåò âèä

t

t

i

ii
t

i

dtBt

dugdtB

dugdugtu

).)()()((

)()()()(

)()()()()()(

1

0

1

0

1

0

)(

 (7.55)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè с)( )( t  èìååì
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.)()()(
1

0

)( dugcecu i
t

i

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî

),...,2,1()()( )()( niсuu t
i

t
i   (7.56)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà )()(t
ufс ,

ãäå âåëè÷èíà )()(t
uf  îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (7.52).

Ïîýòîìó èç ôîðìóëû (7.45) ñëåäóåò, ÷òî ïðè

ôèêñèðîâàííîì Ku  äëÿ ëþáîé ôóíêöèè )(
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî c  òàêîå, ÷òî

1),( cuuФt , ïðè÷åì c  îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

(7.52). Ýòî îçíà÷àåò âûïîëíèìîñòü óñëîâèé 'B .

Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü óñëîâèé 4-6. Ðàññìîòðèì
ïðè ôèêñèðîâàííîì t  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x
ïðîñòðàíñòâà ]1,0[2LKt . Ïóñòü âåëè÷èíà )()( xt

i
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (7.46). Ïîëîæèì

).),()(),((1)(
t

dxtBtu
e

u   (7.57)

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.54)

).),()(),()(()(
1

0

)(
t

i
t

i dxtBtxgu

Ñðàâíèâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ (7.46), ïîëó÷àåì

).,...,2,1()()( )()( niux t
i

t
i      (7.58)

Ïîýòîìó èç (7.45) ñëåäóåò, ÷òî 1),( uxФt . Íóæíî

ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ )(u , îïðåäåëåííàÿ
ðàâåíñòâîì (7.57), ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñ êâàä-
ðàòîì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ
èç ôóíêöèé îò ïåðåìåííîé 

t
dxtBtx ),()(и),(

óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Ïî óñëîâèþ, ïðè

ôèêñèðîâàííîì t  ôóíêöèÿ ]1,0[),( 2Ltx . Äàëåå

èìååì

t
tt

t

dxetBe

dxtB

.)),())(((

),()(

Òàêèì îáðàçîì,

.),())((

),()(

2
t

t
t

t

t

dxeedtBe

dxtB

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (7.27) ñëåäóåò, ÷òî

.),(),()( 2
ttt

dxecedxtB  (7.59)

Ïîýòîìó

.),()),()(( 22
1

0

2
t

t
t

ddxeecddxtB

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë (7.44) êîíå÷åí, òî èç ïîñëåäíå-
ãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Èòàê,
óñëîâèå 4 âûïîëíÿåòñÿ. Âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ 5
î÷åâèäíà. Ïðîâåðèì óñëîâèå 6.

Ïóñòü ]1,0[}{ 2
1 LKx tkk – ïðîèçâîëüíàÿ ñõî-

äÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îïðåäåëèì

äëÿ êàæäîãî kx  ýëåìåíò ku ïî ôîðìóëå (7.57).
Òîãäà èç (7.59) ñëåäóåò, ÷òî

.||||||)(.,||1|||| 2
k

t

kk xcetx
e

u       (7.60)

Çäåñü |||| ku – ]1,0[2L – íîðìà ýëåìåíòà ku ;

||)(.,|| txk – ]1,0[2L -íîðìà ôóíêöèè ),( txk

( ]1,0[ ); |||| kx – 2
tL -íîðìà ôóíêöèè kx . Èç

(7.60) âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1}{ kku  ñõî-

äèòñÿ ê íóëþ. Èç (7.58) èìååì

.,...2,1,,...,2,1),()( )()( kniux k
t

ik
t

i

Ñëåäîâàòåëüíî, .,...2,1,1),( kuxФ kkt

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ ëþáîãî ]1,0[2LKx t
ïîëîæèì

,,...,2,1),()( )()( niux t
i

t
i       (7.61)

ãäå u – ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç K , ñâÿçàííûé

ñ x  óñëîâèåì (7.53), i  – ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë,
çàäàííûé ôîðìóëîé (7.48). Óñëîâèå 4 íå ãàðàíòè-
ðóåò åäèíñòâåííîñòè ýëåìåíòà u , óäîâëåòâîðÿþùå-
ãî ðàâåíñòâó (7.53). Ïîýòîìó ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ÷òî
ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (7.61) íå çàâèñÿò îò âûáîðà
ýëåìåíòà u . Ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî äðóãîé ýëå-

ìåíò Kv  òàêîé, ÷òî 1),( vxФt . Èç ðà-

âåíñòâ 1),( uxФt  è 1),( vxФt  ñëåäóåò, ÷òî

1),( vuФt . Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè (7.47) ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî .,...,2,1),()( niuv ii

Ïðîâåðèì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (7.45).

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ]1,0[, 2LKyx t  èìååò ìåñ-

òî ðàâåíñòâî

.1),( yxФt                (7.62)
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Ïîäáåðåì ýëåìåíòû Kvu, , ñîãëàñîâàííûå ñ ýëå-
ìåíòàìè x  è y  ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèåì 4, ò.å.

1),( uxФt , .1),( vyФt        (7.63)
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Èç (7.66) çàêëþ÷àåì, ÷òî .,...,2,1),()( nivu ii

Ïîýòîìó èç (7.47) ñëåäóåò, ÷òî .1),( vuФt  Âìåñòå
ñ (7.65) ýòî äàåò (7.62). Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû
(7.45) äîêàçàíà. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíê-
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Ïîäáåðåì ýëåìåíòû Kvu,  òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëèñü ðàâåíñòâà (7.65) è, ñëåäîâàòåëüíî, (7.66). Èç
(7.65) è óñëîâèÿ 5 çàêëþ÷àåì, ÷òî
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Êîìáèíèðóÿ ðàâåíñòâà (7.68), (7.69) è (7.66), ïîëó-
÷àåì (7.67).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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Òåîðåìà Ôóáèíè ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ýòî ðàâåí-
ñòâî â âèäå
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Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 5.1, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî
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Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (7.73) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(7.46). Òåîðåìà 7.3 äîêàçàíà.

Ïîñòóïèëà â ðåäêîëëåãèþ 12.05.99
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Ê ÂÎÏÐÎÑÓ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß

ÈÅÐÀÐÕÈÉ Â ÑÈÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ*

ÑÈÑÒÅÌÀÕ

ß âîçíîøó ìîëèòâó, òâåðäî çíàÿ,

×òî íå ïðåäàñò ïðèðîäà íèêîãäà

Åå òàê ëþáÿùåãî ñåðäöà.

Óîðäñòâîðò [39]

ÑÊËßÐÎÂ À.ß.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ôîðìèðîâàíèÿ îòíîøå-
íèé â ñèíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, êîòîðûå ïðèíÿòî
íàçûâàòü èåðàðõè÷åñêèìè, ïîñòðîåííûìè íà îñíîâå
ïðèíöèïà ïîä÷èíåíèÿ. Äàåòñÿ àíàëèç îñíîâíûõ ïîíÿ-
òèé òåîðèè ðàçâèòèÿ è ñàìîñîâåðøåíñòâîâàíèÿ. Ïðåä-
ëàãàþòñÿ áàçîâûå ïðèíöèïû ñîçäàíèÿ ýâîëþöèîííîé
òåîðèè èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåì.

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç âàæíûõ òåíäåíöèé â ðàçâèòèè ñîâðåìåí-
íîé íàóêè ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îáúåêòîì
åå èññëåäîâàíèé ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå è áîëåå
ñëîæíûå ñèñòåìû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ðàçâèòèå ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåñòâà ïî òåõ-
íîêðàòè÷åñêîìó ïóòè òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî ñîâåð-
øåíñòâîâàíèÿ ñðåäñòâ îáåñïå÷åíèÿ æèçíåäåÿòåëü-
íîñòè, ñîçäàíèå êîòîðûõ íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ
äàëüíåéøèì èõ óñëîæíåíèåì; ñ äðóãîé ñòîðîíû -
ëîãèêà ðàçâèòèÿ íàóêè äëÿ áîëåå ïîëíîãî ïîçíàíèÿ

îáúåêòèâíûõ çàêîíîâ îðãàíèçàöèè ïðèðîäû** òðå-
áóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òå ýôôåêòû, êîòîðû-
ìè ðàíüøå ïðåíåáðåãàëè, ÷òî òàêæå ñâÿçàíî ñ
âåñüìà ñóùåñòâåííûì óñëîæíåíèåì ôîðìàëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé î ðåàëüíûõ îáúåêòàõ è ÿâëåíèÿõ.

Èçó÷åíèå ìåõàíèçìà è ïðè÷èí óñëîæíåíèÿ îáúåê-
òîâ “æèâîé” è “íåæèâîé” ïðèðîäû òðåáóåò íå
òîëüêî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ
èññëåäîâàíèÿ, íî è ñîçäàíèÿ íîâûõ, áîëåå ìîùíûõ,
â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû,
âûòåêàþùèå èç îáùèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ïðèí-
öèïà ìèíèìàëüíîãî äåéñòâèÿ, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ
âñåõ ôîðì ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåðèè è ÿâëÿþùèõñÿ
èíâàðèàíòàìè â òåõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ, ê êîòî-
ðûì îòíîñèòñÿ êîíêðåòíûé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ
[1, 2].

Ïîïûòêà îñîçíàíèÿ ýòîé ñèòóàöèè, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, è øèðîêèå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè îñíîâàíèé
òåîðèè ñèíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì [2, 3, 6–13, 21] –
ñ äðóãîé ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî ê ñåðåäèíå ñåìèäåñÿ-
òûõ ãîäîâ ïðîáëåìà óòî÷íåíèÿ îáùåãî ïîíÿòèÿ
ñëîæíîñòè ñòàëà “íîñèòüñÿ â âîçäóõå”. Íûíå íåò ïî
ñóùåñòâó íè îäíîé îáëàñòè çíàíèé, íå èñïîëüçóþ-
ùåé ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè, ñòðóêòóðû, äèíàìèêè,
èåðàðõèè, êîòîðûå âûðàæàþò ñòðîåíèå, âíóòðåí-
íþþ ôîðìó îðãàíèçàöèè è äèíàìè÷åñêîå ïîâåäå-
íèå ñèñòåìû â ãðàíèöàõ äîïóñòèìûõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû.

Ñîçíàâàÿ, îäíàêî, íåâîçìîæíîñòü ñêîëü-íèáóäü
ïîëíîãî îõâàòà îòíîñÿùåéñÿ ê ïîíÿòèþ ñëîæíîñòè
ïðîáëåìàòèêè, ìû ðåøèëè îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü
íåêîòîðûìè, íàèáîëåå âàæíûìè àñïåêòàìè, ðàçúÿñ-
íÿþùèìè ýòî ïîíÿòèå è îáëàäàþùèìè ìíîãèìè
äîñòîèíñòâàìè êàê ïðèíöèïèàëüíîãî, òàê è ìåòî-
äè÷åñêîãî ïëàíà.

*Ñèíåðãåòèêà – îò ãðå÷åñêîãî “synergeia” – ñîâìåñò-
íîå, êîîïåðàòèâíîå äåéñòâèå; êàê íàó÷íûé òåðìèí
ââåäåí àíãëèéñêèì ôèçèîëîãîì Øåððèíãòîíîì [6].

**Ïîíÿòèå “ïðèðîäà” çäåñü ñëåäóåò ïîíèìàòü â îáîá-
ùåííîì ñìûñëå. Îíî ìîæåò âêëþ÷àòü ôèçè÷åñêèå,
õèìè÷åñêèå, áèîëîãè÷åñêèå, ïñèõîôèçèîëîãè÷åñêèå,
ñîöèàëüíûå è äðóãèå çàêîíû è çàêîíîìåðíîñòè, îïðå-
äåëÿþùèå ñîñòàâ, ñòðóêòóðó è äèíàìèêó êîíêðåòíîé
èññëåäóåìîé ñèñòåìû [3].
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