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Анотація — В даній роботі проаналізовано використання 
явних формул для сплайнів п'ятого степеня на трикутній 
сітці вузлів при моделюванні прогину пластин різної форми, 
що описуються бігармонійним рівнянням із жорстко 
защемленими границями.
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 ВСТУП

Методи математичної фізики використовуються у 
різних галузях науки та техніки. Проектування та 
створення конструкцій, які надійні в експлуатації і досить 
економічні, призводить до необхідності розглядати все 
більш складні крайові задачі згину пластин, які зводяться 
до інтегрування бігармонійного рівняння. 

Найпоширенішим методом розв'язання такого роду
задач є метод скінченних елементів. Для збільшення 
точності наближення виникає необхідність збільшити 
кількість вузлів, тобто зростає степінь полінома, що 
призводить до зросту похибки обчислень з визначенням 
значення самого полінома. Використання сплайнів п'ятого 
степеня для розв'язання такого типу рівнянь методом 
скінченних елементів потребує розв'язання систем рівнянь 
із 21 параметром на кожному елементі розбиття, що в 
свою чергу потребує значних обчислювальних ресурсів.

Використання явних формул Сергієнко І. В., 
Литвина О. М., Литвина О. О., Денисової О. І. для 
сплайнів п’ятого степеня на трикутнику дасть змогу 
уникнути проблеми обчислювальних потужностей при 
розв'язанні такого класу задач і може значно покращити 
точність наближеного розв'язку.

 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ

Стаціонарна задача про згин тонкої пластини 
закріпленої на границі, на яку діє навантаження
описується рівнянням четвертого порядку:

D =
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тобто бігармонійним рівнянням, при крайових умовах:
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– похідна по нормалі.

Таким чином, основна задача для бігармонійного 
рівняння полягає в знаходженні функції
неперервною разом із першою похідною, в замкнутій 
області ¶ , що має похідні до четвертого порядку у 

, що задовольняє D = в , а на границі 

задовольняє умовам жорсткого защемлення:
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 МЕТОД МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ ПРОГИНУ 

ПЛАСТИН СКЛАДНОЇ ФОРМИ ІЗ ВИКОРИСТАННЯМ СПЛАЙНІВ 

П ЯТОГО СТЕПЕНЯ

Для поставленої бігармонійної задачі пропонується 
шукати розв'язок таким чином

1) Область розбиваємо на трикутники. В результаті 
такого розбиття задана область буде розбита на 
трикутників.

2) Вводимо лінійну нумерацію параметрів, які 
відповідають функціям базисних поліномів п'ятого 
степеня при вершинах. Для вершин трикутників, які 
знаходяться на границі області , задля задоволення 
граничних умов поставленої задачі, відповідні параметри 
покладаються рівними нулю.

3) Продовжуємо лінійну нумерацію для невідомих 
параметрів, які відповідають функціям базисним 
поліномів п'ятого степеня при нормалях до середин сторін 
трикутників. Для параметрів, що відповідають нормалям, 
розташованим на границі області, покладаються рівними 
нулю.

В результаті пунктів 2 та 3 отримаємо набір із К
невідомих параметрів.

4) Будуємо сплайни п'ятого степеня вигляду:
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де b – невідомі параметри, що відповідають базисним 

функціям при вершинах b – невідомі параметри, 

що відповідають базисним функціям при 

нормалях до середин сторін трикутника з вершинами та 

5) Будуємо інтеграли на кожному із трикутників 
розбиття вигляду:
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6) Обчислюємо значення виразу:

=
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7) Знаходимо оптимальні значення параметрів, 
розв'язавши таку систему рівнянь:

¶
= =

¶

8) Підставляємо отримані значення параметрів у 
сплайни на кожному трикутнику розбиття. 

Отриманий набір сплайнів та трикутниках розбиття є 
наближеним розв'язком бігармонійної задачі для жорстко 
защемленої пластини.

 МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОГИНУ ПЛАСТИН 

СКЛАДНОЇ ФОРМИ МЕТОДОМ РІТЦА ІЗ ВИКОРИСТАННЯМ 

СПЛАЙНІВ П ЯТОГО СТЕПЕНЯ

Пропонується використовувати узагальнення методу 
Рітца розв'язання бігармонійних задач із використанням 
явних формул для сплайнів п'ятого степеня на 
трикутниках

Розбиваємо область на трикутники, вводимо лінійну 
нумерацію параметрів та будуємо сплайни на трикутниках 
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розбиття за аналогічною схемою наведеного вище методу 
(пункти 1

5) Будуємо локальні матриці та локальні вектори 

= для кожного трикутника розбиття вигляду:
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де F F та F являють собою такі 

вектори:
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Будуємо матриці переходу = вигляду:
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Будуємо розширені локальні матриці вигляду:

= =

Будуємо глобальну матрицю:

=

= е

та глобальний вектор:

=

= е

Знаходимо невідомі параметри, розв'язавши систему 
рівнянь, яка в матричній формі має вигляд:

Ч =

Підставляємо отримані значення параметрів у 
сплайни на кожному трикутнику розбиття.

Отриманий набір сплайнів та трикутниках розбиття є 
наближеним розв'язком бігармонійної задачі для жорстко 
защемленої пластини.

 ДЕЯКІ ПРИКЛАДИ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 

ПРОГИНУ ПЛАСТИН СКЛАДНОЇ ФОРМИ

Наведені в роботі методи було застосовано до 
бігармонійних задач із жорстко защемленими пластинами 
різної форми: квадратної, круглої, багатокутної випуклої 
області та області із вхідними кутами.

Графічне зображення отриманих розв'язків наведено в
табл. 1.

TАБЛИЦЯ I.  ГРАФІЧНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ОТРИМАНИХ РОЗВ ЯЗКІВ 

БІГАРМОНІЙНИХ ЗАДАЧ НА РІЗНИХ ОБЛАСТЯХ

Розбиття області Прогин пластини Лінії рівня

Отримані результати обчислювальних експериментів 
було порівняно із розв'язками, отриманими в роботах 
С. П. Тимошенко, Д. В. Вайндберга, В. Л. Рвачова та 
Л. В. Курпи.

Так для квадратної області максимальне значення 
прогину досягається в точці (0, 0) та дорівнює 0.00126531 
згідно [ ] та, згідно наведено в роботі методу, 0.00126532.

Для випуклого багатокутника максимальне значення 
досягається в точці (0, 0.97) та дорівнює 0.0193874 згідно 
методу [ ] та 0.0191495 згідно наведеного методу.

Для області із вхідними кутами максимальне значення 
досягається в точці (0, 0) та дорівнює 0.0105521 згідно із 

та 0.00960909 згідно із наведеним методом.

Для круглої області максимальне значення досягається 
в точці (0, 0) та дорівнює 0.0186114 у роботах ] та 
0.0140245 згідно із наведеним методом
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Також було проведено дослідження на неперервність 
між отриманими сплайнами кожного наближеного
розв'язку задачі. Результати дослідження показали, що 
явні формули для сплайнів п'ятого степеня гарантують 
неперервність розв'язку та його похідних до першого 
порядку включно.

ВИСНОВКИ

В роботі наведено методи розв'язання бігармонійної 
задачі для жорстко защемлених пластин із використанням 
явних формул для сплайнів п'ятого степеня на 
трикутниках Проведено обчислювальні експерименти зі 
знаходження розв'язку бігармонійної задачі про згин 
жорстко защемленої пластини різної форми у вигляді: 
квадрата; опуклого багатокутника; області із вхідними 
кутами; кола. Результати подано у вигляді графіків їх 
поверхонь та ліній рівня. Результати проведених 
обчислювальних експериментів порівнювалися із 
результатами отриманими в роботах С. П. Тимошенко, 
Д. В. Вайндберга, В. Л. Рвачова та Л. В. Курпи. 
Порівняння отриманих розв'язків бігармонійної доводить 
добру узгодженість із відомим світовим результатами. 
Отримані результати є основою для розв’язання 
прикладних задач математичної фізики, математичними 
моделями яких є бігармонійне рівняння із жорстко 
защемленими краями.
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