
109Прикладная радиоэлектроника, 2008, Том 7, № 2

ЛОКАЦИЯ И НАВИГАЦИЯ

Введение

Данная статья – вторая из запланированного 
цикла статей по теории и технике обнаружения 
сигналов движущихся целей на фоне пассивных 
помех (ПП) в импульсных РЛС. Этой задаче, воз-
никшей практически одновременно с появлением 
самих РЛС, но не потерявшей актуальности до на-
стоящего времени, уделено огромное внимание в 
отечественной и зарубежной литературе, созданы 
и в ряде случаев достаточно эффективно работают 
разнообразные, в том числе и адаптивные, систе-
мы СДЦ. 

Большинство из них проектировалось и со-
здавалось в годы, когда характеристики имевшей-
ся элементной базы были существенно ниже, чем 
современной цифровой техники, стремительно 
прогрессирующей и в настоящее время. В свя-
зи с этим появляются возможности практически 
реализовать резервы повышения эффективности 
СДЦ, связанные с ее приближением к рекомен-
дациям теории, созданной задолго до возникно-
вения этих возможностей. Оценка этих резервов 
и обоснование рациональных путей их практиче
ской реализации составляют основную цель дан-
ного цикла статей. 

 В первой (вводной) статье [1] приведены при-
меры ПП различной природы и физические пред-
посылки нетраекторной селекции движущихся 
целей (СДЦ) на их фоне в системах междупериод-
ной обработки (МПО) сигналов когерентно-им-

пульсных РЛС. Кратко рассмотрены особенности 
оптимальной МПО когерентных гауссовых сиг-
налов на фоне гауссовых ПП. Упор в изложении 
сделан «на картинки» (фото, схемы, графики) при 
минимальном числе формул, доказательств и ли-
тературных ссылок.

В откликах, поступивших на [1], были выска-
заны пожелания не ограничиваться в дальнейшем 
только «картинками». Эти пожелания по мере воз-
можности учтены в данной статье, в связи с чем 
в ее заголовке вставка из [1] «почти без формул» 
заменена на вставку «с формулами». В остальном 
она конкретизирует и дополняет проведенный в 
[1] анализ физического смысла и экстремальных 
свойств операций оптимальной МПО гауссовых 
когерентных и некогерентных сигналов на фоне 
гауссовых ПП в гипотетических условиях точно-
го знания их статистических характеристик. Ис-
пользуемые при этом формулы и доказательства в 
большинстве своем известны, но рассредоточены 
по многим литературным источникам, лишь не-
значительная часть которых могла быть включена 
в библиографический список.

Статья организована следующим образом. В 
п. 1 описываются входные воздействия системы 
МПО, ее задача и оптимальное решение при про-
извольных статистических характеристик сигна-
лов и помех. В п. 2 описываются гауссовы модели 
когерентных и некогерентных сигналов и авто-
регрессионных (АР) ПП, для которых в п. 3 син-
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тезируются оптимальные системы МПО. В п. 4  
анализируются физический смысл и экстремаль-
ные свойства оптимальных операций. В заключи-
тельном п. 5 обсуждаются сложности реализации 
оптимальной МПО и обосновывается необходи-
мость создания адаптивных эквивалентов их ква-
зиоптимальных разновидностей, которым посвя-
щены следующие статьи данного цикла.

1. Входные воздействия системы 
МПО, ее задача и оптимальное 

решение

А. Входными воздействиями систем МПО 
рассматриваемых импульсных РЛС являются  
М-мерные векторы - столбцы (пачки)

u y s= { } = + ⋅ ==u M
  1 0 1γ γ, ,                  (1)

случайных комплексных амплитуд помехи (ПП и 
внутреннего шума) y = { } =y M

  1  и, возможно (при 
γ =1 ), полезного сигнала s = { } =s M

  1 , отраженные 
от каждого элемента разрешения по дальности в 
заданном угловом направлении в М смежных пе-
риодах зондирования (рис. 1). 

Рис. 1. Источники отражений в импульсных РЛС

В качестве примера на рис. 2 показаны квад-
раты модулей комплексных амплитуд реальных 
отражений РЛС УВД кругового обзора «Утес – Т» 
(Россия) в трех из М смежных периодов зондиро-
вания в 150 элементах разрешения по дальности, 
каждому из которых соответствует своя пачка (1). 

Она формируется в блоке памяти (БП) системы 
МПО, включенном на выходе приемника, обычно 
согласованного с зондирующими импульсами пе-
редатчика g t( ) . БП условно показан в виде набора 
линий задержки на интервалы, определяющиеся 
интервалами следования Ti  этих импульсов. Пач-
ку (1) образуют отсчеты комплексных амплитуд 
отводов линии задержки из одного и того же эле-
мента дальности (момента времени). Число М им-
пульсов пачки зависит от используемого способа 
обзора пространства. В РЛС программного обзора 
оно задается оператором, в РЛС кругового обзора 
определяется скоростью азимутального вращения 
антенны, азимутальной шириной ее главного луча 
и средним интервалом зондирования. Размеры па-
чек при круговом обзоре лежат обычно в пределах 
от 8 до 80.

Рис. 2. Комплексные амплитуды ПП

Б. Задачей рассматриваемых систем МПО яв-
ляется проверка статистической гипотезы H H= 0  
о принадлежности входной выборки (1) только по-
мехе ( γ = 0 ) или альтернативной гипотезы H H= 1  о 
ее принадлежности смеси сигнала и помехи ( γ =1 ).  
Основными показателями качества решения вы-
ступают вероятности ложной тревоги (ВЛТ) F  и 
правильного обнаружения (ВПО) D.

В. Общая схема решения этой задачи показана 
на рис. 3 [2–4]. В ней входной М-мерный вектор 
(1) в формирователе предпороговой статистики 
(ФППС) преобразуется в случайный скаляр ξ( )u ,  
который в пороговом устройстве (ПУ) сравнивает-
ся с порогом x0 . При ξ( )u < x0  принимается гипо-
теза H H= 0  об отсутствии, а при ξ( )u ≥ x0  – гипо-
теза H H= 1  о наличии сигнала в аддитивной смеси 
(1).

Рис. 3. Общая структура системы МПО

 Схема рис. 3 оптимальна, если предпороговая 
статистика (ППС) представляет собой монотонно 
возрастающую функцию ξ ϕ( )u u= ( )( )l  (обычно — 
 логарифм) «отношения правдоподобия» 

  l p pu u u( ) = ( ) ( )1 0/  ,                           (2)

где числитель и знаменатель – плотности распре-
деления входного вектора (1) по гипотезам H H= 1  
и H H= 0  соответственно.

Г. Из-за характерной для практики априорной 
неизвестности и динамичной изменчивости во вре-
мени и (или) в пространстве этих плотностей или 
их параметров сформировать оптимальную ППС 
обычно невозможно. Для этих условий обоснован 
теоретически и испытан на практике трехэтапный 
«адаптивный байесов подход [5, с. 101]». Его первый 
этап предусматривает синтез оптимальной систе-
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мы обработки для выдвинутой «встречной» гипо-
тезы о требующихся в (2) распределениях [5–7].  
Именно этот этап анализируется в данной статье. 
В качестве «встречной» используется гипотеза о 
гауссовой плотности распределения вектора (1), 
во многих случаях адекватная реальным входным 
воздействиям систем МПО импульсных РЛС.

2. Гауссовы модели входных 
воздействий системы МПО 

А. При выдвинутой «встречной» гипотезе  
М-мерные слагаемые смеси (1) полагаются вза-
имно независимыми гауссовыми (нормальными) 
комплексными случайными векторами

     y ~ ,CN 0 ΦΦ( ) ,  s ~ ,CN s0 ΦΦ( )                   (3)

с нулевыми средними значениями

y s
__ __

= = 0 ,                                     (4)

статистические свойства которых полностью оп-
ределяются M M×  эрмитовыми [14–16] корреля-
ционными матрицами (КМ) 

ΦΦ== ϕi i
M

 { } =, 1 = ⋅ ∗y y
_______

,   ΦΦ ==S i
s

i
Mϕ  

( )
={ } , 1 = ⋅ ∗s s

______

    (5)

междупериодных флуктуаций импульсов пачки 
помех и сигнала. Здесь и далее черта сверху и звез-
дочка – символы статистического усреднения и 
эрмитового сопряжения соответственно.

В этих условиях М-мерный входной вектор 
(1) также является случайным комплексным нор-
мальным вектором с нулевым средним значением 
и плотностью распределения [2, 4, 8]

p M
γ γ γπu u u( ) = − ⋅ ⋅{ }− − ∗ ΦΦ ΨΨ

1
exp , γ  = 0, 1.   (6)

Здесь ΦΦγ  – детерминант эрмитовой КМ

ΦΦ
ΦΦ ΦΦ
ΦΦ ΦΦ ΦΦγ

γ
γ

= ⋅ =
= =
= + =





∗u u 0

1 0

0

1

, ,

, ,s

        (7.а)

в условиях (6) аккумулирующей всю статистиче
скую информацию о свойствах вектора (1),

ΨΨγ ψ= { } =ij i j
M
, 1 =ΦΦγ γ− =1 0 1, , .                 (7.б)

Равенством Винера – Хинчина [2]

ΦΦγ γ= ( ) ⋅ ( ) ⋅ ( )
−

∗∫ S df f f f
/

/

x x
1 2

1 2

                   (8)

эта КМ связана со спектральной плотностью мощ-
ности (для краткости – спектром) Sγ (f) междупе-
риодных флуктуаций импульсов пачки (1). Здесь 

f = f F f Tav av/ = ⋅  –                               (9)

нормированная к средней частоте следования зон-
дирующих импульсов

F T T M Tav av av i
i

M

= = − ⋅−

=

−

∑1 1 1

1

1

/ , ( )                (10)

(безразмерная) частота,

x f( ) = { }⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=e j M2

1
π τf  

  –                        (11)

вектор отсчетов комплексной гармоники частотой 

f в «моменты» τ = T Tav i
i

−

=

−
⋅∑1

1

1

, имеющие смысл нор-

мированных к среднему периоду Tav  временных 
положений  -го ( ∈1, M ) импульса пачки отно-
сительно первого. В частном случае постоянного 
интервала зондирования, когда 

T T Ti av= = = −, τ  1 ,                     (12)

для этого вектора справедливо равенство

⋅ ( ) ⋅ ( ) =
−

∗∫ x x I
1 2

1 2

/

/

f f fd M ,                      (13)

где IM  – единичная M M× матрица.

В (8), (13) и далее под интегралом от матрицы 
понимается, как обычно, матрица интегралов от ее 
элементов.

КМ (спектры) междупериодных флуктуаций 
импульсов пачки на практике исключительно раз-
нообразны и даже в одной РЛС в зависимости от 
природы источников, времени года и суток, погод-
ных условий и т. п. могут меняться в широких пре-
делах. В связи с этим при теоретическом анализе 
обычно используют те или иные модели, которые 
при относительной простоте с той или иной степе-
нью точности передают характерные особенности 
реальных сигналов и помех. К их числу относятся 
и модели, описываемые ниже. Вытекающие из них 
выводы в последующих статьях конкретизируют-
ся по результатам экспериментов в действующих 
РЛС. 

Б. Начнем с широко распространенных «пре-
дельных» моделей междупериодных флуктуаций 
импульсов пачки полезного сигнала. 

1. Пусть спектр сигнала равен

Ss s s(f) (f f )= ⋅ −σ δ2 ,                          (14)

где δ( )x − дельта-функция, σs s2 2= 

______

 – мощность 
каждого импульса пачки сигнала s = { } =s M

  1 , 

f v /s d s av avf T T= ⋅ = ⋅ ⋅2 λ  –                        (15)

нормированный (безразмерный) доплеровский 
сдвиг частоты сигнала точечной цели, численно 
равный удвоенному числу длин волн λ , пролетае-
мых ею за средний период зондирования Tav  в ра-
диальном направлении со скоростью v. 

В этом случае, в соответствии с (8),

ΦΦs s= ⋅ = ⋅ ( ) ⋅ ( )∗ ∗s s x x
_______

σ2 f fs s  .                 (16)

В условиях (3), (4) такую КМ имеет сигнал

s t t x= ⋅ = ⋅ ( )β σs s s s, fs ,                   (17)

пропорциональный неслучайному М-мерному 
вектору ts  со случайным скалярным коэффици-
ентом пропорциональности 
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βs ~ ,CN 0 1( ) .                                 (18)

Его изменения одинаково («дружно» [2, 4]) из-
меняют амплитуды и фазы всех импульсов пачки, 
не меняя соотношений между ними, задаваемых 

вектором x fs( )  (11). В связи с этим модуль ρpq
( )s  

коэффициентов корреляции 

ρ
ϕ

ϕ ϕ
pq
s p q

p q

pq
s

pp
s

qq
s

s s

s s

( )
( )

( ) ( )
=

⋅

⋅
=

⋅

∗

2 2
                  (19)

p - го и q -го импульсов пачки сигнала равен

ρpq
s( ) =1  для всех p q M, ,∈1 .                 (20)

Пачку (17) называют также квазидетермини-
рованной, дружно флуктуирующей с рэлеевской 
амплитудой и равномерно распределенной на  
(0, 2 ⋅π ) начальной фазой, (полностью) когерентной 
[2–4, 8]. Ниже используется последний термин, а 
также его «математический синоним» – справед-
ливость для ранга [14–16] M M×  КМ ΦΦs  равенс-
тва

 rank ΦΦs  =1,                           (21)

следствием которого является, в частности, (20).

2. Пусть спектр сигнала равномерен, 

Ss s(f) ,= σ2   f 1/2, /∈ 1 2 .                 (22)

В этом случае в условиях (12), (13) 

ΦΦs = ⋅σs M
2 I ,   rank MsΦΦ = ,                 (23.а)

       ρpq
s( ) =0 , p q p q M≠ ∈, , ,1 .                (23.б)

Такие спектр и КМ может иметь сигнал от вер-
толета или от протяженной цели, равномощные 
«блестящие» точки которой движутся с радиаль-
ными скоростями v, непрерывно заполняющими 
интервал v ≤ λFav 4 . Это возможно, в частнос-
ти, если цель длиной  ц  движется со скоростью 
V перпендикулярно линии визирования на даль-
ности D V Fav≤ 2 ц λ . При  ц =50 м, V =103 м/с,  
Fav =400 Гц и λ =0.1 м эта дальность D ≤ 2500 м.

Такие же спектр и КМ может иметь и сигнал 

s t t= ⋅ = ⋅
=
∑ββ β i
i

M

i
1

,                          (24)

где 
ββ ΙΙ= { } = βi i

M
MCN1 0~ ( , )  –                 (25)

М-мерный вектор взаимно некоррелированных 
комплексных отсчетов белого шума с нулевым 
средним и единичной дисперсией (мощностью), 
t -произвольная унитарная M M×  матрица, удов-
летворяющая равенству [14–16]

t t t t I⋅ = ⋅ = ⋅ =∗ ∗ σs M
2 ΦΦs .                (26)

Очевидный пример такой матрицы – скаляр-
ная (пропорциональная единичной) [16] матрица

t I= ⋅σs M .                                 (27)

В этом случае сигнал (24) равен

s = ⋅σs ββ ,                               (28)

что с учетом (25) хорошо объясняет его название 
«шумовой» или (полностью) некогерентный [2–4].

Еще один пример – M M× матрица 

t x x x= ⋅ = ( ){ } = −( )=
σs

i i
M

i
M

i M, f , f ,`1 1     (29)

составленная из M ортогональных М-мерных век-
торов гармоник (11)–(13), расставленных с шагом 
1/М на нормированной частотной оси. Формируе-
мый ею по (24) некогерентный сигнал 

 s x= ⋅ ( )
=
∑σ β

M
i

i

M

i
1

f                           (30)

представляет собой сумму взвешенных со случай-
ными независимыми весами (25) когерентных сиг-
налов (17) [2–4, 8].

Различие представлений некогерентных сиг-
налов порождает отличие схем их обработки при 
той же потенциальной эффективности. Послед-
нее обусловлено статистической эквивалентнос-
тью любых гауссовых векторов с нулевым средним 
значением, имеющих одинаковую КМ.

В. В РЛС кругового обзора импульсы пач-
ки сигнала, отраженного от точечной по азимуту 
цели, модулируются по амплитуде диаграммой 
направленности (ДН) антенны. Модулированная 
пачка sм  связана с немодулированной равенством

s sм
м= { } = ⋅ = ∂{ }( )

= =s i i i i1 1Д Д, ,diag       (31)

где Д – диагональная матрица модуляции пачки 
при вращении антенны, элементы ∂ >i 0  которой 
определяются формой главного луча ее ДН [1].

Г. Модулированная пачка (31) имеет КМ

ΦΦs ij
s

i j= ⋅ = { } = ⋅∗ ( )
=

∗s s F Fм м

_______

ϕ , , ,1          (32.а)

где M r×  матрица

F Д Т= ⋅  –                           (32.б)

левый «корень» M M× матрицы ΦΦs , число столб-
цов которого совпадает с ее рангом r  [14–16].

Ранг КМ (32), как и произвольного «корня» F 
из нее, совпадает с рангом КМ немодулированной 
пачки. Совпадают и нормированные коэффициен-
ты взаимной корреляции (19), (20), (23) импульсов 
этих пачек. Поэтому модулированные и немоду-
лированные когерентные (некогерентные) пачки 
когерентны (некогерентны) в равной степени.

Д. Полностью когерентные (17) или некогерен-
тные (24), (28), (30) сигналы соответствуют двум 
«предельным» разновидностям междупериодных 
флуктуаций импульсов пачки – полностью корре-
лированным (20) или полностью некоррелирован-
ным (23). Реальные сигналы обычно когерентны 
(или некогерентны) только частично – полностью 
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коррелированы или некоррелированы только не-
которые импульсы пачки или даже никакая пара 
из них. Для них также могут использоваться пред-
ставления (24), (31), (32), но с числом слагаемых 
в сумме (24) r M≤ , определяющим число линейно 
независимых M-мерных столбцов и, тем самым, 
ранг M r×  матриц Т F, и M M× матрицы ΦΦs (32). 

Е. Перейдем к краткому описанию использу-
емой модели помехи – аддитивной смеси взаим-
но независимых собственного шума приемника и 
внешних ПП. Ее КМ всегда является эрмитовой 
положительно определенной матрицей полного 
ранга r M=  [13–16], обычно допускающей пред-
ставление

ΦΦ ρρ= { } = + ⋅=ϕ ηij i j
M

M, 1 I .                   (33)

Здесь единичная M M×  матрица IM  имеет 
смысл КМ взаимно независимых шумов времен-
ных каналов обработки с нулевым средним значе-
нием и принятой за единицу дисперсией (мощнос-
тью), η -относительная мощность ПП (ОПШ),

ρρ= { } = ( ) ⋅ ( ) ⋅ ( )=
−

∗∫ρij i j
M

norms d,
/

/

f f f f1
1 2

1 2

x x , ρii =1    (34)

– нормированная КМ междупериодных флукту-
аций ПП, связанная с их доплеровским спектром 
snorm f( )  равенством Винера – Хинчина (34). 

Ж. Распространенным способом задания раз-
нообразных ПП является их аппроксимация про-
цессами авторегрессии (АР) различного (целого) 
порядка p ≥1  [11, 13] со спектрами вида

s
c

e

e i p

norm

i
j

i

p

i i
j i

i

nf ,

, , , ,

f
( ) =

− ⋅∏

= ⋅ < ∈

−
=

1

1 1

2

1

2

2

β

β β β

π

π f

       (35)

где cn −  константа, нормирующая мощность 

ρ = ∫ =( ) ∈
−

snorm d Mf f , , .
1 2

1 2

1 1             (36)

Выбором модулей и фаз коэффициентов βi  
можно сформировать ПП с n p≤  – модальными 
спектрами с произвольной шириной и расположе-
нием мод на частотной оси. Методика их задания 
подробно описана, например, в [11].

АР ПП минимального порядка p =1 имеет 
спектр 

s
c

e

c

norm
j

f

cos (f f )

f
( ) =

− ⋅
=

=
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −( ) +

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
0

1
2 2

0

1 1 1
2

1

1 2 2

β

β π β

π

          (37)

и экспоненциальную корреляционную функцию 

ρ ρ ρ β
τ τ

pq
p q= =

−
1 1 1, .,                       (38)

где ρ1  – коэффициент корреляции отсчетов ПП, 
разделенных интервалом времени Tav  (10).

АР ПП бесконечного порядка ( р → ∞) имеет 
спектр [17, с. 318]

s e I anorm
a f ff /cos( ) = ( )⋅ ⋅ ⋅ −( )2

0
1π             (39)

с максимумом в точке f f= 1 , и нормированную 
КМ с элементами

ρ
π

π τ τ
pq

a f f
j fe

I a
e dfp q=

⋅ ⋅ ⋅ −( )
−

( )∫ 
cos

( )

 /

/

,
2

0

2

1 2

1 2 1

            (40)

которые в условиях (12) и f1 =0 равны 

ρpq = I a I a
p q−

( ) ( )/ 0  .                       (41)

Здесь I xν ( )  – модифицированная функция 
Бесселя ν -го порядка, а – параметр, связанный с 
шириной спектра ∆ f  на выбранном уровне 1/d  
или модулем коэффициента корреляции ρ1  ра-
венствами

∆ f arccos
ln

,= −





1
1

π
d

a
 ρ1 1 0= I a I a( )/ ( ).        (42)

Формула (39) описывает спектр эквидистант-
ных по времени отсчетов непрерывного процесса с 
гауссовым (колокольным) спектром мощности. В 
ней корректно учтен известный эффект «наложе-
ния» спектров при такой дискретизации. Влияние 
этого эффекта тем меньше, чем уже спектр (выше 
коэффициент корреляции) исходного непрерыв-
ного процесса. Так, при ρ1 0 98≥ .  элементы нор-
мированной КМ (41) практически совпадают с 
существенно более просто вычисляемыми элемен-
тами гауссовых (колокольных) КМ

ρ ρ τ τ
pq

p q p q M= ∈−
1

2

1, , , .                  (43)

З. На рис. 4 приведены примеры спектров  
(в дБ)

S snorm(f) f= + ⋅ ( )1 η                         (44)

смеси шума и АР ПП порядка p → ∞  и p = 5  с мак-
симумом при f1 0=  и коэффициентом междупери-
одной корреляции ρ1 0 99= . . Параметром семейств 
служит отношение помеха-шум η , меняющееся от 
10 до 60 дБ с шагом 10 дБ. Эти спектры периодич-
ны с единичным периодом, симметричны относи-
тельно точки f = 0  и поэтому показаны только при 
f , . .∈0 0 5

 

Рис. 4. Спектры смеси шума и АР ПП порядка p
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Видно, что рост порядка p  увеличивает ско-
рость спадания спектра на низком уровне. 

И. Важное свойство АР ПП порядка p M<  со 
спектрами (35) заключается в том, что матрица 

ΩΩ ρρ= ==
−{ } ,ωi i

M
  1

1 ,                      (45.а)

обратная M M×  КМ ρρ  (34), является эрмитовой 
ленточной с шириной ленты zz p= ⋅ +2 1  [13], 

ω i i p i M  = − > ∈0 1, , , , .             (45.б)

В качестве примера на рис. 5 приведены мат-
рицы (45) размера 8×8 с шириной ленты zz = 3 
(а) и zz = 5, обратные КМ ρρ  (34) АР ПП порядков 
p =1 и p = 2  соответственно при ρ1 0 99= . . 

а

.

б

Рис. 5. Структуры матриц, обратных КМ АР ПП

Эрмитова матрица (45), как обратная положи-
тельно определенной (п. о.) КМ, также положитель-
но определена . Поэтому она имеет (не единствен-
ный) «корень», под которым понимается любая 
матрица К, удовлетворяющая равенству K K∗ ⋅ =ΩΩ .  
В роли соответствующих корней широко исполь-
зуются треугольные (нижние или верхние) матрицы 
[14–16]. Треугольные корни эрмитовых ленточных 
M M×  матриц с шириной ленты zz p= ⋅ +2 1 – так-
же ленточные с шириной ленты z p= +1 . Правые 
нижние треугольные корни матриц (рис. 5) пока-
заны на рис. 6. 

а

. 

б

Рис. 6. Структуры нижних треугольных «корней»  
матриц, обратных КМ АР ПП

Очевидно, что при высокой относительной 
интенсивности η >>1  АР ПП порядка p M<  
близкой к ленточной будет и матрица ΨΨ ΦΦ= −1 , 
обратная КМ вида (33) смеси шума и ПП, а также 
треугольные M M×  матрицы-корни H = { }hi i

M
 ,  

из нее, удовлетворяющие равенству 

H H∗ ⋅ = ΨΨ =ΦΦ−1.                          (46)

Отмеченные особенности КМ ПП, обратных 
к ним матриц и треугольных корней из них важны 
для обоснования квазиоптимальных разновиднос-
тей систем МПО и их адаптивных аналогов, рас-
сматриваемых в последующих статьях цикла.

3. Структуры и параметры 
оптимальных систем МПО  

гауссовых сигналов  
на фоне гауссовых помех

А. Конкретизируем вид оптимальной ППС и 
вытекающие из нее структуры и параметры опти-
мальных систем МПО рассматриваемых гауссо-
вых сигналов на фоне гауссовых помех.

В силу (6) отношение правдоподобия (2) с точ-
ностью до не зависящего от входного вектора (и 
потому несущественного) множителя равно

l u u u( ) = ⋅ −( ) ⋅{ }∗ − −exp ΦΦ ΦΦ0
1

1
1 .

В роли оптимальной ППС может выступать 
случайная величина

ξ ξ( ) ln ( )u u u= ⋅ ( )( ) = ⋅c l c 0 ,                (47)

пропорциональная случайному скаляру

ξ0 0 1 0 0 1 1( ) .u u L u p p v v v v= ⋅ ⋅ = = − = −∗ ∗ ∗ ∗q q       (48)

Здесь

L R R= − = ⋅ −∗ΨΨ ΨΨ0 1                       (49)

эрмитова неотрицательно определенная «решаю-
щая» [8] M M×  матрица оптимальной обработки, 
равная разности матриц ΨΨ0  и ΨΨ1 , обратных КМ 
ΦΦ0  и ΦΦ1  по гипотезам H 0  и H1 ;

R r= { } =  1
r  – M r×  матрица– «корень» из нее, 

образованная М-мерными столбцами r , число 
которых совпадает с рангом r M∈1,  матрицы L ;

p R u u u v H u

H H

= = ⋅ = ⋅

⋅ = ∈

∗ ∗

∗

, , ,

, , .

qγ γ γ γ

γ γ γ γ

ΨΨ

ΨΨ 0 1
              (50)

Б. Построенные в соответствии с (48)–(50) 
схемы оптимальных систем МПО показаны на  
рис. 7. Одинарными стрелками здесь и далее обоз-
начаются скаляры, двойными – векторы-столбцы, 
зачернением их «наконечника» – эрмитово сопря-
жение, черными широкими стрелками – матри-
цы.

На этапе линейной обработки входной вектор 
u  в схемах рис. 7, а, в преобразуется в фильтрах 
с матричными импульсными характеристиками 
(МИХ) L  и ΨΨγ , а в схемах рис. 1, б, г – с МИХ, 
равными их «корням» R  и Hγ , γ ∈0 1, .
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а                                                                б

в                                                                г

Рис. 7. Структуры оптимальных систем МПО

В. Используя для КМ сигнала представление 
(32.а) с матрицами F f= { } =  1

r  ранга r M∈1, , со-
ставленными из r  М-мерных линейно независи-
мых столбцов f , и справедливость для матрицы 
ΨΨ ΦΦ1

1= + ⋅ ∗ −( )F F  равенства [14–16]

ΨΨ ΨΨ ΨΨ ΨΨ

ΨΨ ΨΨ ΦΦ
1

-1

 

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= + ⋅ ⋅ =

∗

∗ −

F Q F

Q I F F

,

, ,r 0
1      

                 (51)

оптимальную ППС (47), (48) можно также пред-
ставить в виде:

ξ ξ ξ( ) ( ), ( ) ,

, ,

u u u p p

p u R A R F A A Q

= ⋅ = ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

∗

∗ ∗ ∗ −

c 0 0

1ΨΨ .
     (52)

На рис. 8 показаны варианты схем формиро-

вания вектора p∗ ∗
== { }p r

  1  произвольного размера 
r = rank R ∈1, M , квадрат нормы которого опреде-
ляет ППС ξ 0( )u . 

а                                                        в

б
Рис. 8. Структуры и параметры линейного тракта  

оптимальных систем МПО

Г. В частном случае M M×  матрицы F  (32) 
полного ранга r M=  с матрицей T (29) ППС (52) и 
схемы рис. 8 соответствуют оптимальной обработке 
некогерентной пачки сигнала в представлении (30).

В силу унитарности (26) матрицы t (29) для 

M-мерного вектора p∗ ∗
== { }p M

  1  в этом случае 
справедливо также равенство

p u A A A Q Q Д∗ ∗ ∗ − −= ⋅ ⋅ ⋅ = = + ⋅ΨΨ ΨΨ, , 1 2 h , (53)

позволяющее сформировать его и по более прос-
тым схемам, показанным на рис. 9. Источником 
упрощения служат более простые представления 
некогерентного сигнала (28) и корня t (27) его 
КМ (23).

Рис. 9. Линейный тракт оптимальных систем МПО 
некогерентных сигналов на фоне ПП

В (53) и далее вместо абсолютной мощности σs
2  

импульсов пачки сигнала используется их относи-
тельная (по отношению к мощности шума прием-
ника) мощность (ОСШ), обозначаемая через h.  

Д. Для когерентной пачки сигнала с КМ (16) 
ранга r =1 , когда матрица F  в силу (32) содержит 
единственный столбец

F f z z x= ( ) = ⋅ ( ) ( ) = ⋅ ( )f f , f fs s s sh Д ,        (54)

а матрицы Q  (51) и A  (52) преобразуются в дейс-
твительные скаляры, оптимальная ППС 

          

           

 = ⋅ =

= ⋅ ( ) =∗ ∗

ξ ξ ξ( ) ( ), ( ) ,

f

u u u

w z v

c p

p s

1 0 0
2

⋅⋅ =

= ⋅ = ⋅ = ⋅ ( ) = ⋅ ( )

∗z u r

w u v H u z H z r z
H

H

,

, , f , fΨΨ ΨΨs s

 (55)

и может формироваться схемами, показанными на 
рис. 10 [1–5].

а                                                         в

б

Рис. 10. Структуры и параметры оптимальных систем 
МПО когерентных сигналов на фоне ПП

Операции оптимальной обработки в схемах 
рис. 7–10 имеют глубокий физический смысл и 
экстремальные свойства, анализ которых состав-
ляет содержание остальной части данной статьи.

Леховицкий Д. И., Рябуха В. П., Жуга Г. А. СДЦ в импульсных РЛС: с формулами и картинками. 2. Физический смысл ...



116 Прикладная радиоэлектроника, 2008, Том 7, № 2

4. Физический смысл и 
экстремальные свойства операций 

оптимальной МПО

А. Начнем со смысла преобразования

w uγ
γ

γ= { } = ⋅( )
=w M

  1 ΨΨ                             (56)

в схемах рис. 7–10  входного M-мерного вектора u  
(1), (6) в фильтре с M M×  МИХ ΨΨγ  (7.б). 

В силу линейности этого преобразования  
M-мерный вектор w γ  на его выходе также норма-
лен, имеет нулевой вектор средних значений и КМ

ΦΦ ΨΨ ΨΨ ΨΨ ΦΦ ΨΨ

ΨΨ ΦΦ

wγ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ ϕ ϕ

= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = =

= = = ( ) ⋅ ( ) ⋅

∗ ∗

− ∫

w w u u

x x1 Sout
1 2

1 2
∗∗ ( )ϕ ϕd ,

        (57)

обратную КМ входного вектора u . В связи с этим 
фильтр с МИХ ΨΨ ΦΦγ γ= −1  называется обращающим 
фильтром дискретного процесса u  с КМ ΦΦγ  [1–3].

На рис. 11 показана одна из множества воз-
можных разновидностей обращающего фильтра 
M-элементной ( M = 4 ) пачки, содержащего M  
весовых сумматоров, весами которых служат 
элементы соответствующей строки матрицы ΨΨγ .

Рис. 11. Пример обращающего фильтра

Б. Название фильтра оправдывается и тем, что 
при определенных условиях спектр Sout f( )  его вы-
ходного процесса w γ  обратен спектру Sγ f( )  вход-
ного процесса u . Конкретизируем эти условия, 
ограничиваясь для простоты ситуацией (12), (13) 
постоянства интервалов зондирования.

Из (8) и (57) следует, что

S S d dout Mϕ σ ϕ ϕ ϕγ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
−−

∗∫∫ f ,f f f ,
/

/

/

/

x x I
1 2

1 2

1 2

1 2

(58.а)

где функция 

σ ϕ ϕ ϕ,f f f( ) = ( ) ⋅ ( ) = ( ) ⋅ ( )∗ ∗

=
∑x x x x
M





1

,      (58.б)

имеющая смысл корреляции гармоник с частота-
ми ϕ  и f, в условиях (11), (12) равна

σ ϕ,f( ) = = ⋅ ( ) = −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +( )

=
∑e ej j M
M

2 1

1

π π ϕ∆ ∆ ∆ ∆



 sum , f ,            

sum
sin

sin
∆

∆
∆

( ) =
⋅ ⋅( )

⋅( )
π

π
M

.                     (59)

Как видно из рис. 12, по мере роста М ширина 
главного луча функции (59) уменьшается, а значе-
ние максимума в точке ∆ = 0  растет. При этом при 
любых нечетных М=2·k-1 интеграл

I M d
M

M

M

( ) = ( ) =
− +( )( )

− +( )( )− =
∫ ∑sum

sin /

//

/

∆ ∆
1 2

1 2

1

1 2

1 2

π

π





остается неизменным и равным I M( ) =1 . Это ра-
венство можно считать справедливым и для чет-
ных М=2·k при k ≥ 15 (см. врезку на рис. 12).

Рис. 12. Функция sum (∆) и интеграл I(M) от нее

Функция с такими свойствами и шириной 
2/ M << ∆f  на уровне первых нулей, существен-
но меньшей эффективной ширины ∆ f  спектра 
Sγ f( )  входного процесса, может быть приближен-
но аппроксимирована дельта-функцией Дирака 
sum f∆ ∆( ) ≈ ( ) = −( )δ δ ϕ . При такой замене равенс-
тво (58) преобразуется в приближенное равенство

S S dout Mf f f f f( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) =∗

−
∫ γ x x I
1 2

1 2

,

которое, как следует из (13), выполняется при

S Sout f / f( ) = ( )1 γ .                        (60)
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Тем самым фильтр с МИХ ΨΨγ γ= −ΦΦ 1  произволь-
ного порядка M ≥1 , обращающий M M×  КМ ΦΦγ  
входного процесса со спектром Sγ f( )  шириной 
∆ f 1≤ , при M >>1/ f∆  обращает и спектр этого 
процесса, что согласуется с его определением «об-
ращающий» (inverse).

В. Поскольку в линейной системе с произволь-
ной частотной характеристикой (ЧХ) K f( )  спектр 
Sout f( )  на выходе связан со спектром Sin f( )  на 
входе равенством [2–4]

S K Sout inf f f( ) = ( ) ⋅ ( )2
,                      (61)

то, в силу (60), модуль ЧХ Kinv
γ( ) ( )f  фильтра с МИХ 

ΨΨγ γ= −ΦΦ 1  равен

K S Sinv out
γ

γ
( ) ( ) = ( ) = ( )f / f f1                 (62)

и это равенство тем точнее, чем «сильнее» выпол-
няется неравенство M >>1/ f∆  [1, 18].

В качестве примера на рис. 13 показаны моду-

ли ЧХ Kinv
γ( ) ( )f , γ = ( )0 a  и γ = ( )1 б  обращающих 

фильтров смеси шума и АР ПП порядка p → ∞  
(39)–(42) с коэффициентом междупериодной кор-
реляции ρ1 0 99= .  и ОПШ η =105  (см. рис. 4.а) при 
нулевой радиальной скорости перемещения их 
источников, и обращающего фильтра суммы этой 
помеховой смеси с сигналом с аналогичной КМ 
(41), но с ρ1 0 998= .  и ОСШ h = 5  от цели, движу-
щейся с оптимальной ( f .s = 0 5 ) скоростью. 

 а                                                        б
Рис. 13. Модули ЧХ обращающих фильтров

Аналогичные модули ЧХ обращающих филь-
тров, но для АР ПП порядка p = 5  (см. рис. 4.б) и 
того же сигнала от цели, но движущейся со вдвое 
меньшей радиальной скоростью ( f .s = 0 25 ), пока-
заны на рис. 14.

а                                                        б
 Рис. 14. Модули ЧХ обращающих фильтров

Из вида этих ЧХ можно заключить, что на 
первом этапе оптимальной МПО в схемах рис. 
8.а, 9.а, и 10.а входной вектор u  (1) преобразу-

ется в обращающем фильтре с МИХ ΨΨ = −ΦΦ 1  и 

ЧХ K Sinv
0 1( ) ( ) = ( )f / f  (62), обратной спектру сме-

си шума и ПП, имеющей «провалы» на частотах 
«гребней» спектра ПП (см. рис. 4). За счет этого 
максимально подавляется помеховая компонента 
y  входной смеси (1), что ниже поясняется более 
подробно. 

Г. Важнейшее свойство обращающего филь-
тра заключается в (условной) минимизации мощ-
ности процесса на каждом из его выходов. Чтобы 
убедиться в этом, заметим вначале, что взаимокор-
реляционная матрица (ВКМ)

ΦΦ ΦΦuw u w u u I
γ γ γ γ γ= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =∗ ∗

________ ________

ΨΨ ΨΨ M

входного и выходного процессов равна единичной 
M M× матрице IM  и, следовательно,

u e

u

⋅ = ⋅ =

= ⋅ ∈

( )∗ ( )

( )∗ ∗ ( )

w

w

  

  

γ
γ

γ

γ γ

____________

,

, 1, ,

ΦΦ ψψ

ψψ  

                      (63)

где e  и ψψ ΨΨ 
γ

γ
( ) = ⋅e  – е  столбцы M M×  матриц 

IM  и ΨΨγ  соответственно.
Из равенств (63) следует, что: 

1.  -я компонента w 
γ

γ
( ) ∗= ⋅e w  выходного М-

мерного вектора w γ  обращающего фильтра не-
коррелирована со всеми компонентами входного 
вектора u , кроме  -й;

2. Эта компонента равна взвешенной сум-
ме M  компонент входного вектора u∗  с весами, 

равными элементам  -го М-мерного столбца ψψ
γ( )  

матрицы ΨΨγ , являющегося решением системы 

уравнений ΦΦ ψψγ
γ⋅ =( )
 e .

Эти условия необходимы и достаточны, чтобы 
квадратичная форма

σ ω ψ
γ

γ γ
γ

γ γ
    

2
2

= = =( ) ( )∗ ( ) { }
_________

,ψψ ΦΦ ψψ ∈1, ,M         (64)

описывающая мощность  -й ( ∈1, M ) компо-

ненты ω γ

( )  выходного вектора w γ  обращающего 

фильтра, была минимальной по сравнению с любой 
другой квадратичной формой k k∗ ⋅ ⋅ΦΦγ  с той же 

матрицей, но с вектором весов k = { } ≠=
( )ki i

M

1
ψψ

γ , ко-
торый условие 1 не обеспечивает, но имеет тот же 

«основной» вес k = ≠{ }ψ γ 0  [14–16]. Последнее ус-
ловие исключает безусловный нулевой (тривиаль-
ный) минимум мощности помехи, доставляемый 
нулевым вектором весов ( k = 0 ), который одно-
временно полностью подавит и полезный сигнал 
цели независимо от скорости ее движения.

Применительно к схемам рис. 8.а, 9.а, 10.а это 
означает, что процесс линейного преобразования 
входного вектора u  (1) в обращающем фильтре с 
МИХ ΨΨ ΦΦ= −1  и ЧХ (62), обратной спектру смеси 
шума и ПП, сопровождается (условной) миними-
зацией мощности помех на его выходах (их наилуч-

Леховицкий Д. И., Рябуха В. П., Жуга Г. А. СДЦ в импульсных РЛС: с формулами и картинками. 2. Физический смысл ...
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шей нетривиальной компенсацией). Такой фильтр 
объединяет M  оптимальных компенсаторов (по-
давителей) помех (например, трансверсальных 
фильтров схемы рис. 11) с одинаковой кратностью 
междупериодной компенсации N M= −1 , форми-
рующих весовые суммы w  

∗ ∗= ⋅u ψψ  с вектором ве-
сов, пропорциональным  -му столбцу ψψ  ( ∈1,M )  
матрицы ΨΨ ΦΦ= −1,  обратной КМ помех.

Д. Перейдем теперь к смыслу преобразования

v H uγ
γ

γυ= { } = ⋅( )
=  1

M                         (65)

входного М-мерного вектора u 0~ ,CN ΦΦγ( )  в схе-
мах рис. 7.г, 8.б, 9.б, 10.б в фильтре с M M×  МИХ 
Hγ  – «корне» матрицы ΨΨ ΦΦγ γ= −1  (50). 

Как и вектор w γ  (56), выходной М-мерный 
вектор v γ  этого фильтра также нормален, имеет 
нулевой вектор средних значений и КМ

ΦΦ

ΦΦ

vγ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ

= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ = =

∗ ∗ ∗

∗ − ∗− ∗

v v H u u H

H H H H H H I1 1
M ,

              (66)

совпадающую с КМ М некоррелированных отсче-
тов белого шума равной (единичной) мощности в 
(33). В связи с этим фильтры с МИХ Hγ , удовлет-
воряющими равенству (50), называются обеляю-
щими для процессов с КМ ΦΦγ  [1–3].

Е. Равенство (50) для эрмитовой положитель-
но определенной (э.п.о.) M M×  матрицы ΨΨ ΦΦγ γ= −1  
может обеспечиваться матрицами – «корнями» 
различного вида. Практически наиболее удобны 
сомножители ее разложений Холецкого вида

H H n n

n H

∗ ∗

= =

⋅ = = ⋅

= { } ={ } = = >

ΨΨ ,

, , , ,, ,n h n h j iij i j
M

ij i j
M

ij ij1 1 0
    (67)

где H и N – нижние треугольные матрицы с действи-
тельными положительными диагональными эле-
ментами (рис. 15), существующие для любых э.п.о. 
матриц [14–16], в том числе КМ и обратных им.

Рис. 15. Треугольные верхне-нижнее и нижне-верхнее         
разложения э.п.о. матрицы Ψ

Нетрудно убедиться, что и для КМ

   ΦΦv v v n u u nγ γ γ γ γ= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅∗ ∗ ∗

вектора 

            v n uγ
γ

γυ= { } = ⋅( )
=

∗
  1

M

на выходе фильтра с верхней треугольной МИХ 
nγ

∗  справедливо равенство

ΦΦv Iγ = M ,

в связи с чем он также является обеляющим.

На рис. 16 показаны возможные разновиднос-
ти обеляющих фильтров М-элементных ( M = 4 )  
пачек с нижней и верхней треугольными МИХ 
H (а) и n∗  (б) соответственно. Они содержат M  
весовых сумматоров, весами которых служат 
поддиагональные и диагональные элементы 
соответствующей строки матрицы H (а) и диа-
гональные и наддиагональные элементы соот-
ветствующей строки матрицы n∗  (б). 

а                                       б
Рис. 16. Разновидности обеляющих фильтров

Ж. Из (13), (57) и (66) следует, что спектр про-
цесса на выходе таких фильтров 

Sout (f) =1 ,                                    (68)

что также согласуется с их определением «обеляю-
щий» (whitening).

В соответствии с (61) для модуля K white
γ( ) ( )f  его 

ЧХ справедливо равенство

K S Kwhite inv
γ

γ
γ( ) ( )( ) = ( ) = ( )f / f f1 .                (69)

Поэтому в условиях примеров п. 4.В они сов-
падают с показанными на рис. 13, 14 в логариф-
мическом масштабе модулями ЧХ обращающих 
фильтров, но числа на оси ординат должны быть 
уменьшены вдвое. 

Тем самым в схемах рис 8.б, 9.б, 10.б входной 
вектор u  (1) преобразуется в обеляющем фильтре 
с ЧХ, обратной корню из спектра помехи. Как и 
ЧХ обращающего фильтра, ЧХ обеляющего также 
имеет «провалы» на частотах «гребней» спектра 
ПП, которые, однако, при наличии ПП менее глу-
боки. Поэтому помеха подавляется в нем не силь-
нее, чем в обращающем, но по-прежнему экстре-
мально в смысле, конкретизируемом ниже.

З. Для фильтра с МИХ H H= γ  (50), (67) (рис. 
14, а) ВКМ процессов на его входах и выходах 

ΦΦ ΦΦuv u v u u H H H
γ γ γ γ γ γ= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =∗ ∗ ∗ ∗ −

________ ________
1
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равна нижней треугольной матрице Hγ
−1 . Отсюда 

следует, что

u h e

u

( ) ,

(

____________

    




⋅ = ( ) ⋅ = ( ) ⋅

=

( ) ∗ ( ) ( )

( ) ∗

υ

υ

γ
γ

γ

γ

ΦΦ 1 h

 ) , 1, .∗ ( )⋅ ∈h γ M

             (70.a)

Здесь u( ) = { } −=ui i 1  -мерный вектор из   
первых компонент входного М-мерного вектора 

u = { } =ui i

M

1
,; ΦΦγ

γϕ ( ) = { }( )
=ij i j, 1  –  ×  главная (угло-

вая) подматрица M M×  КМ ΦΦγ ; h
γ( )  – вектор из   

первых компонент  -го столбца верхней треуголь-

ной матрицы Hγ
∗ ; e

( )  –  -й столбец единичной 
 ×  матрицы I  (с единственной ненулевой пос-
ледней компонентой, равной единице).

Из равенств (70.a) следует, что:

1.  -я ( 1, )∈ M  компонента υ γ

( )  выходного 

вектора v γ  некоррелирована со всеми предшест-
вующими компонентами ui  ( i ∈ −1 1,  ) входного 
вектора u .

2. Эта компонента равна взвешенной сумме 
первых   компонент входного вектора u  с весами, 

равными элементам  -мерного вектора h
γ( ) , явля-

ющегося решением системы линейных уравнений 

ΦΦγ
γ   

( ) ⋅ = ( ) ⋅( ) ( )h e1 h .

Эти условия необходимы и достаточны, чтобы 
квадратичная форма

σ υ
γ

γ γ
γ

γ
    2

2
1= = ⋅ ( ) ⋅ = ∈( ) ( )∗ ( )

_________

, 1,h hΦΦ  M ,   (70.б)

описывающая мощность  -й ( ∈1,M ) компо-

ненты υ γ

( )  выходного вектора v γ  (65) обеляющего 

фильтра, была минимальной по сравнению с любой 
другой квадратичной формой k k∗⋅ ( ) ⋅ΦΦγ   с той же 
 ×  матрицей ΦΦγ ( ) , но с  -мерным вектором ве-

сов k h= { } ≠=
( )ki i 1



γ , который не обеспечивает усло-

вие 1, но имеет тот же «основной» вес k = h
γ{ } ≠ 0  

[14–16].
Как и для обращающего фильтра, минимум 

(70.б) – условный: вес  -й компоненты входного 

процесса в весовой сумме υ γ γ
  ( ) ( )∗= ⋅h u( )  удовлет-

воряет условию k h = ≠{ }γ 0 .
Применительно к схемам рис. 8, в, 9, б, 10, в 

это означает, что процесс преобразования входной 
смеси u  (1) в обеляющем фильтре с нижней треу-
гольной M M×  МИХ Н (67) и ЧХ (69), обратной 
корню из спектра смеси шума и ПП, сопровожда-
ется (условной) минимизацией мощности помехи 
на его выходах. Эта минимизация обеспечивает-
ся M  компенсаторами (подавителями) помехи (в 
частности, трансверсальными фильтрами) с после-
довательно возрастающей кратностью междупери-
одной компенсации N = − 1 , ∈1, M  (рис. 16, а),  
формирующими весовые суммы υ  = ⋅∗h u( )  с  
 -мерными векторами весов h

∗ , образованными 
поддиагональными и диагональным элементами  -й  
( ∈1, M ) строки нижнего треугольного сомножи-
теля H  (67) матрицы ΨΨ , обратной КМ помех ΦΦ . 

В обеляющем фильтре (рис. 16, б) с M M×  вер-
хней треугольной МИХ n∗  (67) также объединены 
M  компенсаторов помех, но с последовательно 
убывающей кратностью компенсации N M= −  , 
∈ −1 1, M , минимизирующих мощность помехи 
на его выходах.

Поскольку кратность компенсации помех в 
обеляющих фильтрах не превосходит использу-
емой в компенсаторах обращающего фильтра, 
мощность помехи на выходах обеляющих филь-
тров не может быть меньше, чем на соответству-
ющих выходах обращающего (при выровненных 
«основных» весах).

И. Проведенное рассмотрение показывает, 
что в схеме рис. 10, б в целом фактически реализу-
ется классический метод В. А. Котельникова, пре-
дусматривающий обеление (декорреляцию) отсче-
тов помехи (преобразование принимаемой пачки 
в обеляющем фильтре основного тракта приема), 
коррекцию опорного сигнала (преобразование 
z H zH s sf f( ) = ⋅ ( )  в обеляющем фильтре тракта 
опорного сигнала) и последующую согласованную 
обработку p = ⋅∗v zH  на фоне белого шума сигнала, 
прошедшего обеляющий фильтр основного тракта 
приема [2–6].

К. Перейдем к смыслу остальных операций 
оптимальной МПО, начав со схемы рис. 10, в обра-
ботки когерентного сигнала. В ней входной вектор 
преобразуется в настроенном на частоту сигнала 
fs  фильтре с ИХ (весовым вектором) r z= ⋅ ( )ΨΨ fs  
(55) и ЧХ, квадрат модуля которой

kp s s sf,f f f f f ,( ) = ( ) ⋅ ( ) = ( ) ⋅ ⋅ ( )∗ ∗x r x z
2 2

ΨΨ      (71)

зависит не только от fs , но и от формы спектра 
помехи. Примеры ЧХ (71) оптимальных фильтров 
размеров M = 32  и M = 64  при f .s = 0 25 , АР ПП 
порядков p → ∞  и p = 5  с коэффициентами меж-
дупериодной корреляции ρ1 0 99= .  мощностью  
η =10 10 102 4 6, ,  (рис. 4) показаны на рис. 17.

а                                              б

в                                              г

Рис. 17. Квадраты модулей ЧХ оптимальных фильтров
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Видно, что в каждой из оптимальных ЧХ сфор-
мирован «провал» в зоне гребня спектра ПП, кото-
рый «отслеживает» форму этого гребня («углубля-
ется» с ростом интенсивности ПП). За счет этого 
спектр (61) помехи 

S S Sout s s(f,f ) (f) f,f (f) f f= ⋅ ( ) = ⋅ ( ) ⋅ ( )kp s x r* 2
    (72)

на выходе оптимального фильтра даже при произ-
вольной интенсивности ПП может быть таким же, 
как и при их отсутствии. Примеры таких ситуаций 
приведены на рис. 18, а, б, где показаны спектры 
(72) на выходе оптимального фильтра размеров 
M = 32 и M = 64  при наличии на входе ПП с гаус-
совым спектром (АР ПП порядка p → ∞ ) с ρ1 0 99= .  
и η =  10 и 60 (дБ). 

а                                                    б

Рис. 18. Спектры помех на выходе  
оптимальных фильтров (fs = 0.25)

В этих случаях оптимальный фильтр полно-
стью нейтрализует ПП (компенсирует их) и коге-
рентно накапливает импульсы пачки полезного сиг-
нала, обеспечивая такие же показатели обработки, 
как и в отсутствие ПП. Это происходит тогда, когда 
полезный сигнал имеет нормированную доплеров-
скую частоту fs , на которой спектр помехи на входе 
S fs( ) ≈1  (0 дБ) (как, например, на рис. 4, а). 

На рис. 19 а, б показаны аналогичные семейс-
тва выходных спектров помех, когда входной явля-
ется смесь шума и АР ПП порядка p = 5  с относи-
тельной интенсивностью η = 10 и 60 (дБ). 

а                                                    б

 Рис. 19. Спектры помех на выходе  
оптимальных фильтров (fs = 0.25)

Здесь входной спектр помеховой смеси на час-
тоте f f= s  настройки фильтра при η =10  дБ близок 
к 0 дБ, а при η = 60  дБ – к 15 дБ (рис. 4, б). Пример-
но на столько же на этой частоте выходной спектр 
при η = 60  дБ меньше, чем при η =10  дБ.

Л. Причину уменьшения можно пояснить, 
анализируя квадратичную форму

qψ (f) f f= ( ) ⋅ ⋅ ( )∗x xΨΨ ,                    (73)

имеющую, в частности, смысл ЧХ оптимального 
фильтра когерентного сигнала при неподвижной 
антенне ( f fz xs s( ) = ( ) ) в точках f f / , / .= ∈−s 1 2 1 2 
(см. (71)). Используя (57)–(60), ее можно записать 
как

q S d

M

ψ ϕ σ ϕ ϕ

σ ϕ
π

(f) / f, ,

f, sum
sin

s

/

/

2

= ( ) ⋅ ( )

( ) = ( ) =
⋅ ⋅( )

−
∫ 1

1 2

1 2
2

2
∆

∆
iin

, f .
π

ϕ
⋅( ) = −
∆

∆
2

   (74)

Последняя функция при M >>1/ f∆  при-
ближенно аппроксимируется дельта – функцией 
δ δ ϕ∆( ) = −( )f  (см. п. 4.Б), но с коэффициентом 

пропорциональности J d M= ( ) =
−
∫ sum .
/

/
2

1 2

1 2

∆ ∆  При 

этом равенства (71) – (73) можно записать в виде

qψ (f) f f= ( ) ⋅ ⋅ ( )∗x xΨΨ ≈ ( )M S/ f ,            (75а)

kp  f,f / f , f,f / f( ) ≈ ( ) ( ) ≈ ( )M S S M Sout
2 2 2 ,    (75б)

полностью объясняющем значения кривых рис. 
17, 18, 19 в точке f f= s .

М. Мощность помехи Pc ut s f( )  на выходе 
фильтра с произвольной ИХ k fs( )

P S dc ut outs f (f,f ) f( ) = =∫ s S kp dsf f,f f( ) ⋅ ( ) =∫
= ( ) ⋅ ( ) ⋅ ( )∗∫S dsf f f f .x k

2

с учетом (8) равна

P S dc ut f f (f) f f f f

f f

s s s

s s  

( ) = ( ) ⋅ ⋅ ( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) =

= ( ) ⋅ ⋅ ( )

∗ ∗

∗
∫k x x k

k kΦΦ ..
  (76)

Для оптимального фильтра с ИХ (весовым век-
тором) k rf fs s( ) = ( )  (55) при неподвижной антенне 

z xf fs s( ) = ( )( )  эта мощность

Pc ut f f f f fs s s s s

                  

( ) = ( ) ⋅ ⋅ ( ) = ( ) ⋅ ⋅ ( ) =∗ ∗r r z zΦΦ ΨΨ

  s s= ≈ ( )q M Sψ (f ) / f
  (77)

обратно пропорциональна значению входного 
спектра помехи на частоте f f= s  настройки филь-
тра. Это, однако, не означает, что рост мощности 
ПП на входе оптимального фильтра, уменьшаю-
щий мощность помехи на его выходе, будет уве-
личивать выходное отношение сигнал/(помеха + 
шум) (ОСПШ) µ = ( / )P Psig c ut , поскольку в этом 
случае выходная мощность рассматриваемого сиг-
нала будет уменьшаться еще быстрее. В соответс-
твии с (76), (16), (71), (75) она равна

P

h

h

sig f f f

f f f f

s s s s

s s s s

k

( ) = ( ) ⋅ ⋅ ( ) =

= ⋅ ( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) =

= ⋅

∗

∗ ∗

r r

r z z r

ΦΦ

pp s s sf , f / f( ) ≈ ⋅ ( )h M S2 2

                    (78)

и, следовательно, обратно пропорциональна квад-
рату значения спектра помехи на частоте настрой-
ки фильтра. Поэтому выходное ОСПШ

ЛОКАЦИЯ И НАВИГАЦИЯ
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µ µ

µ

= ⋅

=
∗ ( ) ⋅ ( ) ⋅ ∗ ( ) ⋅ ( )

∗ ( ) ⋅ ⋅ ( )
=

= ∗ ( ) ⋅

h

n

n

s s s s

s s

s

,

f f f f

f f

f

r z z r

r r

z

ΦΦ

ΨΨΨΨ ⋅ ( ) ≈ ( ) >z f / fs sM S 0

             (79)

оптимального для сигнала с частотой fs  фильтра 
пропорциональна мощности помехи (77) и тем 
меньше, чем выше значение спектра ПП S fs( ) ≥1  
на этой частоте, что физически вполне естественно. 

Н. Выходное ОСПШ (79) оптимального филь-
тра больше выходного ОСПШ любого другого ли-
нейного фильтра с ИХ k rf fs s( ) ≠ ⋅ ( )α , неколлине-
арной r fs( )  (55). Этот известный факт следует из 
справедливости равенств

C r r C z z⋅ ( ) = ⋅ ( ) = ( ) ⋅ ( )∗f f , f fs s s sµn ΨΨ ,

r zf fs s( ) = ( )ΨΨ ,

означающих, что скаляр µn > 0  (79) является собс-
твенным значением, а вектор r fs( )  – соответству-
ющим ему собственным вектором матрицы С. Так 
как ранг этой матрицы равен 1, то все ее остальные 
собственные значения равны нулю. Поэтому µn > 0  
является максимальным собственным значением 
этой матрицы и, следовательно, максимумом от-
ношения квадратичных форм (обобщенного отно-
шения Рэлея) в (79), достижимым только на соот-
ветствующих собственных векторах вида α ⋅ ( )r fs   
( α ≠ 0 ), коллинеарных вектору r fs( )  [14–16]. 

П. Обсудим в заключение особенности опти-
мальной обработки некогерентных сигналов, обра-
зованных суммой взаимно независимых когерен-
тных слагаемых (24), в схемах рис. 8, 9. Как и при 
обработке когерентных, в них также предусматри-
вается минимизация (условная, п.п. 4. Г, З) мощ-
ности ПП (их компенсация) обращающими (а) 
или обеляющими (б) фильтрами. В схемах рис. 8,  
кроме того, взаимно независимые когерентные 
слагаемые некогерентного сигнала (30) когерентно 
накапливаются в соответствующих согласованных 
фильтрах с ИХ z f( )  (рис. 8, а) или H ⋅ z f( )  (рис. 
8, б) ( ∈1,M ), в результате чего максимизируют-
ся ОСПШ для каждого из них. Соответствующие 
согласованные фильтры отсутствуют в схеме рис. 
9, поскольку максимальное ОСПШ для слагае-
мых, представляющих собой столбцы единичной 
M M×  матрицы IM (27), обеспечивается уже на 
выходе обращающего фильтра (а) или двух после-
довательно включенных обеляющих (б).

Для конкретизации роли матрицы A  – «кор-
ня» матрицы Q Д− − −= + ⋅1 2 1( )h ΨΨ  (53) в схемах рис. 
8, 9 – рассмотрим оптимальную МПО «слабых» 
и «сильных» некогерентных сигналов, когда для 
матрицы Q−1  допустимы приближенные равенс-
тва Q Д− ≈1 2  и Q− ≈ ( ) ⋅1 1/h ΦΦ  соответственно. В 
этих случаях оптимальная ППС в силу (53) про-
порциональна значению

ξ 0
2 2

1

2
1( ) ,u w Д w w u= ⋅ ⋅ = ⋅ = { } = ⋅∗

=
=∑d w w

M
M

 


   ΨΨ  (80)

при «слабом» некогерентном сигнале и

ξ υ

υ

0
1

2

1

( ) ,u v v

v H u

= ⋅ =

= { } = ⋅

∗

=

=

∑ 


 

M

M     

                           (81)

при «сильном» некогерентном сигнале.
Построенные по (80), (81) «квазиоптималь-

ные» системы МПО гауссовых некогерентных сиг-
налов на фоне гауссовых ПП показаны на рис. 20.

а                                                 б

Рис. 20. Квазиоптимальная обработка «слабых» (а)  
и «сильных» (б) некогерентных сигналов

В них МПО «слабых» некогерентных сигналов 
сводится к некогерентному накоплению (сумми-
рованию квадратов модулей) выходных сигналов 
обращающего, а «сильных» – обеляющего филь-
тра ПП. В связи с этим матрица A  в схемах рис. 9 
играет роль оптимального регулятора степени пре-
образования спектра ПП в соответствии с уровнем 
некогерентного сигнала – от обращения спект-
ра ПП при «слабом» сигнале до обеления – при 
«сильном».

 Заключение

А. Проведенный в статье обзор и анализ 
структур, параметров, физического смысла и экс-
тремальных свойств оптимальных систем МПО 
систематизирует известные способы и средства 
достижения потенциальных возможностей меж-
дупериодной обработки гауссовых когерентных и 
некогерентных сигналов на фоне гауссовых собс-
твенных шумов приемника и пассивных помех 
от внешних источников. Эти способы и средства 
можно кратко свести к следующим. 

Статистически оптимальная МПО гауссовых 
когерентных сигналов (14)–(21) и некогерентных, 
представляющих собой аддитивную смесь взаим-
но независимых когерентных (22)–(30), на фоне 
гауссовых шума и ПП (3)–(7), (33) предусматрива-
ет этапы линейной и нелинейной обработки. 

Первый этап для когерентных сигналов за-
ключается в преобразовании вектора входных 
воздействий в линейном фильтре (рис. 10.в), 
максимизирующем энергетическое отношение 
сигнал/(помеха + шум) (ОСПШ), а для некогерен-
тных — в преобразовании этого вектора в наборе 
линейных фильтров (рис. 8.в ), максимизирующих  
ОСПШ для каждого из их независимых когерент-
ных слагаемых. Второй этап для когерентного сиг-
нала заключается в сравнении с порогом квадрата 
модуля (55) результата линейной обработки, а для 
некогерентного – в сравнении с порогом результа-
та некогерентного накопления (суммы квадратов 
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модулей) (52) нормированных выходных сигналов 
набора линейных фильтров его когерентных сла-
гаемых. 

 Энергетическое ОСПШ для М-элементной 
пачки когерентного сигнала, как и для незави-
симых М-элементных когерентных слагаемых 
некогерентного, максимизируется линейным 
фильтром с оптимальной М-мерной импульсной 
характеристикой (ИХ) (п. 4.Н). Такую ИХ имеет, в 
частности, фильтр, образованный последователь-
ным соединением обращающего (п. 4.А) фильтра 
помех с M M× матричной ИХ (МИХ), обратной 
M M×  корреляционной матрице (КМ) помех (33), 
и фильтра с М-элементной ИХ (54), согласованной 
с соответствующей когерентной пачкой ожидае-
мого сигнала, который максимизирует энергети-
ческое отношение сигнал/шум (ОСШ) в отсутс-
твие ПП. 

Обращающий фильтр помехи преобразует 
входной М-мерный вектор помехи с произвольной 
КМ в выходной М-мерный вектор с КМ, обратной 
входной (п. 4. А). Это преобразование сопровож-
дается оптимальной нетривиальной минимизаци-
ей мощности помех (п. 4. Г) на выходах набора из 
М фильтров подавления помех равного порядка 
(кратности) N M= −1  (рис. 11) с ИХ, равной со-
ответствующей М-мерной строке матрицы, обрат-
ной входной КМ помех. Частотная характеристи-
ки (ЧХ) обращающего фильтра имеет «провалы» в 
зоне «гребней» энергетического спектра входного 
процесса (рис. 13). Этот «провал» зависит от ин-
тенсивности и формы спектра помех и при опре-
деленных условиях (п. 4.В) обратен ему (62). 

Функции обращающего фильтра могут быть 
выполнены двумя последовательно соединенными 
обеляющими фильтрами помех. МИХ первого из 
них пропорциональна (неединственному) матрич-
ному «корню» (50) из M M×  МИХ обращающего 
фильтра, а второго – эрмитово сопряжена с МИХ 
первого. В роли этих МИХ могут выступать, в час-
тности, сомножители Холецкого верхнее – нижне-
го и нижнее – верхнего треугольных разложений 
МИХ обращающего фильтра (матрицы, обратной 
M M×  КМ помех) (рис. 15). Обеляющий фильтр 
преобразует входной М-мерный вектор коррели-
рованных отсчетов помехи в выходной М-мерный 
вектор со взаимно некоррелированными компо-
нентами равной (единичной) мощности (п.4.Д). 
Это преобразование сопровождается оптимальной 
нетривиальной минимизацией мощности помех 
(п. 4. З) на выходах набора из M  фильтров подав-
ления помех порядка (кратности) N M∈ −0 1,  с 

N +( )1 -мерными ИХ, образованными ненулевы-
ми элементами соответствующих строк треуголь-
ных МИХ обеляющих фильтров (рис. 16).  

Б. Точная реализация оптимальной обра-
ботки могла бы оказаться весьма сложной даже в 
рассмотренных гипотетических условиях точного 
знания статистических характеристик (КМ) га-
уссовых входных воздействий. Наиболее сложны 
операции обращения или обеления помехи, тре-

бующие порядка M 2  умножений (рис. 11, 16) в 
каждом элементе разрешения по дальности с ти-
пичной для практики временной протяженностью 
от единиц до долей мкс. В реальных условиях ап-
риорной неизвестности и изменчивости КМ эти 
операции значительно усложняются из-за необхо-
димости вводить дополнительно еще более емкие 
по вычислительным затратам операции оценива-
ния неизвестных параметров, предусматриваемые 
вторым этапом «адаптивного байесова подхода [5, 
с.101]». В то же время эти затраты в типичных си-
туациях существенно нестационарных по дально-
сти и (или) азимуту ПП могут не дать положитель-
ного эффекта из-за плохого соотношения между 
числом параметров, подлежащих оцениванию, и 
доступным объемом классифицированной обуча-
ющей выборки, пригодной для решения этой зада-
чи. Именно этим можно, вероятно, объяснить ос-
торожность многих разработчиков, стремящихся 
повысить эффективность нетраекторной СДЦ на 
фоне ПП за счет улучшения неадаптивных разно-
видностей систем МПО (в частности, цифровых 
фильтровых или компенсационно-фильтровых 
на основе неадаптивных систем ЧПВ различной 
кратности [2–4, 10, 17–19]). 

В. Более перспективным и универсальным 
представляется, однако, другой подход. Он связан с 
неравенством вкладов в общий эффект различных 
оптимальных операций, вследствие чего близкие к 
потенциально возможным характеристики могут 
обеспечить и не строго оптимальные (квазиопти-
мальные) системы МПО с существенно меньшим 
числом параметров, подлежащих оцениванию на 
этапе адаптации. Их разработке, сравнительному 
анализу, обоснованию рациональных способов 
адаптивной реализации и результатам экспери-
ментальной проверки посвящены следующие ста-
тьи данного цикла. 
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