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òåëüíûõ ÷èñåë, íàä êîòîðûìè çàäàíî ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî. Èç ýòîãî ïðèìåðà íàãëÿäíî âèäíî,
÷òî èìåÿ èíôîðìàöèþ î ïðåäèêàòå E  è íå èìåÿ åå
îá îïåðàòîðå F , ìû ôàêòè÷åñêè çíàåì ðàçáèåíèå
ïëîñêîñòè, îñóùåñòâëÿåìîå ïðåäèêàòîì E  â âèäå
ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ 1Euu }M{  , ò.å.
çíàåì KerF íåèçâåñòíîãî îïåðàòîðà, íî íèêàê íå
îáðàç. Òî÷íåå, çàôèêñèðîâàâ âåêòîð e  íà îñè ÎÕ,
ImF = L̀  ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå OXeL̀ . Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, çàôèêñèðîâàâ äðóãîé âåêòîð 2` Ee ,
ìû ìîæåì íàéòè  `(x)e`u` , äëÿ êîòîðîãî

1`))`(,( exxE , ò.å. îáðàç îïåðàòîðà áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ïðÿìóþ ``` eL , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïà-
äàþùóþ ñ `L , íî èçîìîðôíóþ åé. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî çàôèêñèðîâàíî â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.
Ïðè ýòîì îïåðàòîð èçìåíèëñÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëà

)(x á è )`(x  íå ðàâíû. Îäíàêî äëÿ íîâîãî
îïåðàòîðà `F  îñòàëîñü ðàâåí-
ñòâî ),( yxE )`,`(` yFxFDL . Ñâÿçü ìåæäó F  è `F
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî èçîìîð-
ôèçìà ```: LL  è âûãëÿäèò FF` . Ïîäîáíûé
ïðîèçâîë âïîëíå åñòåñòâåíåí ñ òî÷êè çðåíèÿ èäåí-
òèôèêàöèè êîìïàðàòîðíûì ñïîñîáîì è äîïóñòèì ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà). Íî ïîñêîëüêó âûáîð âåêòîðà e   (ýòî
âèäíî èç ïðèìåðà) íåîäíîçíà÷åí, çàâèñèò îò èññëå-
äîâàòåëÿ è âëèÿåò íà îáðàç îïåðàòîðà (â äàííîì
ïðèìåðå ÷èñëî ))x( , òî âîçíèêàåò äâà âîïðîñà: 1)
êàêèì îáðàçîì îñóùåñòâëÿòü ýòîò âûáîð? 2) êàêèì
îáðàçîì ìîæåò áûòü íàéäåíà ñâÿçü ìåæäó ImF è
ImF‘ ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ? Îòâåò íà
ïåðâûé âîïðîñ ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ íàø
ïðèìåð. Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîð e  â äàííîì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü ëþáûì ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîãî îãðàíè-
÷åíèÿ: 0Fe , ò.å. îí äîëæåí ïðèíàäëåæàòü KerF .

Íî îïåðàòîð F  íàì íåèçâåñòåí, è ïðè ïðîèçâîëü-
íîì âûáîðå e  íàâåðíÿêà îáåñïå÷èòü ýòî óñëîâèå
íåâîçìîæíî. Îäíàêî åñëè âûáîð e  îñóùåñòâëÿåòñÿ
íàóãàä, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ÷òî 0Fe , áóäåò
ðàâíà 1, ïîñêîëüêó KerF  ïîäïðîñòðàíñòâî áîëåå
íèçêîé ðàçìåðíîñòè, ÷åì L , à ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà
åãî 0, åñëè ñ÷èòàòü ìåðó L  ðàâíîé 1. Ýòîò ôàêò
íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî â íàøåì ïðèìåðå, íî è â
îñòàëüíûõ ñèòóàöèÿõ. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå âûáîð
e , à â îáùåì ñëó÷àå áàçèñû Leee n ,...,...,, 21  ìîæíî
îñóùåñòâëÿòü ïðîèçâîëüíî. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ
îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ. Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ
âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íàáîð ñâîéñòâ òåîðåìû
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì, äðóãèìè
ñëîâàìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ ëèíåéíîãî ïðåäè-
êàòà E , çàäàííîãî íà PL, . Ïðîâåðêà ýòèõ
ñâîéñòâ â ýêñïåðèìåíòå ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðî-
âàòü ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò êàê ëèíåéíûé. Â ýòîì
ñìûñëå öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ ïðåäè-
êàòîâ è ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ â ïðîèçâîëüíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà êîìáèíàòîð-
íîì ìíîæåñòâå, îòîáðàæåííîì â åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ âûïóêëîãî ïðîäîëæåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
çàäà÷è, èìåþùåãî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî òî÷åê
ýêñòðåìóìà, ñòðîÿòñÿ îöåíêè ìèíèìóìà íà êîìáèíà-
òîðíîì ìíîæåñòâå. Ïðèâîäÿòñÿ êëàññû öåëåâûõ ôóí-
êöèé è êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëó-
÷åíû â ÿâíîì âèäå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè âèäà

,min, nRExx (1)

ãäå E  – åâêëèäîâî êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî [1],

îòîáðàæåííîå â ïðîñòðàíñòâå nR . Ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà     ÿâëÿþòñÿ    âåêòîðû,     çíà÷åíèÿ

êîîðäèíàò êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïîðÿäî-
÷åííûå íàáîðû èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

.,,,, 2121 mm aaaaaaA  Ïðèìåðàìè åâ-
êëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè è áåç ïîâòîðåíèé, ñî÷åòàíèé è äð. Ýëåìåíòû
åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ – ýòî âåð-
øèíû êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, èññëåäî-
âàíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíû, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [2-
4].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âûïóêëîå ïðîäîë-

æåíèå x  ôóíêöèè x  íà âûïóêëîå çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî EconvX , ãäå Econv – âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà E . Â ðÿäå ñëó÷àåâ îíî ìîæåò áûòü

ñäåëàíî ñ ñîõðàíåíèåì âûðàæåíèÿ x . Â òî æå

âðåìÿ, äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìíîæåñòâ óäàåòñÿ
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îñóùåñòâèòü âûïóêëîå (ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðà-
ìåòðîì 0 ) ïðîäîëæåíèå íà EconvX  äëÿ

ëþáûõ x . Â ðàáîòå [5] äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâî-

âàíèå òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ, ñîâïàäà-
þùèõ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ñâîåé âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

EconvvertE .               (2)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèþ (2) óäîâëåòâîðÿþò åâêëèäî-
âû êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, ñî÷å-
òàíèé, ðàçìåùåíèé áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ
ïî 1n  , ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç 2 ýëåìåí-
òîâ ïî n  è äð. Åâêëèäîâû ìíîæåñòâà ðàçìåùåíèé
ñ ïîâòîðåíèÿìè è áåç ïîâòîðåíèé îáùåãî âèäà
ïóòåì äåêîìïîçèöèè ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà ìíî-
æåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2). Ìåòîäû
ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ ïðîäîë-
æåíèé äëÿ êëàññîâ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ (2), ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [6-8].

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî ïðîäîëæåíèÿ
ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè,
ýêâèâàëåíòíàÿ (1):

,min, nRExx (3)

ãäå x – âûïóêëàÿ (ñèëüíî âûïóêëàÿ) íà âûïóê-

ëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå EconvX  ôóíêöèÿ,

òàêàÿ ÷òî .Exxx

Èññëåäóåì íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà çà-
äà÷è (3). Çàìåòèì, ÷òî îöåíêè ìèíèìóìà âûïóêëûõ
ôóíêöèé íà êëàññàõ åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ

ìíîæåñòâ ðàññìîòðåíû â [7,9]. Ïóñòü x  – âûïóê-
ëàÿ ôóíêöèÿ, ìíîæåñòâî òî÷åê å¸ ìèíèìóìà îáî-

çíà÷èì :U

., minarg xyyxRxU
Xx

n
  (4)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî U  îãðàíè÷å-
íî. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü x  – âûïóêëàÿ íà âûïóêëîì

çàìêíóòîì ìíîæåñòâå EconvX  ôóíêöèÿ, U –
ìíîæåñòâî òî÷åê åå ìèíèìóìà, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ (4), ïðè÷åì U  îãðàíè÷åíî, ò.å. ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî ,0R  ÷òî

,XRyxRxSU n

ãäå y – êàêàÿ-ëèáî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç ìíî-

æåñòâà U . Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

,min y
R

yyxx R

Ex
      (5)

ãäå Sx
Sx

R ,min  – ãðàíèöà ìíîæåñòâà S ,

.\,minarg SXxyxx
Ex

Äîêàçàòåëüñòâî .  Ïîëó÷èì âíà÷àëå ñëåäóþùóþ

îöåíêó äëÿ x :

y
R

yyxx R  ,       (6)

ãäå RSXx ,\  – ìèíèìóì x  íà ãðàíèöå ìíî-

æåñòâà S . Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè
(6) ïðîâåäåì ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â
[10], ïðèâåäåííîãî òàì äëÿ àíàëîãè÷íîé îöåíêè â

ñëó÷àå, êîãäà x  âûïóêëà íà nR .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî S , ñîäåðæàùåå U ,
ïîñòðîåíî è íå ïóñòî. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íå

ïóñòî ìíîæåñòâî .\ SX  Ñëó÷àé SX  ñâèäåòåëü-

ñòâóåò ëèáî î òîì, ÷òî constx  íà ,X  ëèáî î òîì,

÷òî ìíîæåñòâî US  ìîæåò áûòü óìåíüøåíî è

òîãäà .\ SX  Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó .\ SXx

Ðàññìîòðèì òî÷êó Sy :

.1 y
yx

Rx
yx

R

yx

yxRyy

Ñ ó÷åòîì âûïóêëîñòè x  íà X  èìååì

.1 y
yx

Rx
yx

RyR

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (6). Â îáåèõ åãî
÷àñòÿõ âîçüìåì ìèíèìóì ïî Ex . Èìååì

.minmin y
R

yyxx R

ExEx

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è îá îòûñêàíèè ìèíèìó-

ìà íîðìû ðàçíîñòè yx  â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíî-

øåíèÿ (5). Ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ

n

Ex
Rccxx ,arg 2min  îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòó-

ðîé è êîìáèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè êëàññà ìíî-
æåñòâ E , äëÿ êîòîðîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à. Ðåøåíèÿ
åå äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìíîæåñòâ x  ïðèâåäåíû,
íàïðèìåð, â [7,9]. Òàê, äëÿ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê

nkE  èç n  ýëåìåíòîâ, k  èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû,

ïîðîæäåííîãî ÷èñëàìè ,21 naaa  ðåøåíèå

x  èìååò âèä [9]:
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,,,, nnjjjljm JjJlmax

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nmmm ,,, 21  è nlll ,,, 21
òàêîâû, ÷òî

,21

21

nlll

nmmm

aaa

yyy ,

à .,,2,1 nJn

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ
ìíîæåñòâà S  è íà îïðåäåëåíèè ìèíèìóìà x  íà
åãî ãðàíèöå R . Îòìåòèì âíà÷àëå, ÷òî åñëè ôóíê-
öèÿ x  ñòðîãî âûïóêëà (ñèëüíî âûïóêëà), òî
ìíîæåñòâî U  ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà

y . Òàêîå ìíîæåñòâî U  ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè
ïîñòðîèòü ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåòðîì  ïðî-
äîëæåíèå ôóíêöèè x  íà âûïóêëîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî EconvX ,  âîñïîëüçîâàâøèñü ñïîñî-
áàìè, îïèñàííûìè â [6-8].

Â ñëó÷àå, åñëè EconvU  è U  ñîäåðæèò áîëåå

îäíîãî ýëåìåíòà, â êà÷åñòâå S  ìîæåò áûòü ïðèíÿò

ëþáîé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå Uu , ñîäåðæàùèé

U  è èìåþùèé ñ ìíîæåñòâîì E  ïóñòîå ïåðåñå÷å-

íèå. Åñëè U , ñîäåðæàùåå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà,
ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ âíóòðè ìíîãîãðàííèêà

Econv , òî â êà÷åñòâå S  ìîæåò áûòü âçÿò øàð,
ãðàíèöåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îïèñàííàÿ âîêðóã

ìíîãîãðàííèêà ñôåðà, åñëè åå öåíòð Uu0 . Â
ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ èëè

íåîáõîäèìî âàðüèðîâàòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà S ,
âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà

ýëåìåíòîâ U  äî îäíîãî ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî

âûïóêëîãî ïðîäîëæåíèÿ x  íà EconvX . Ïî-

ýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî U  ñîñòîèò èç

îäíîãî ýëåìåíòà y . Ñëó÷àé, êîãäà Ey , íå

ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, òàê êàê òîãäà y – ðåøåíèå

çàäà÷è (3). Â ñëó÷àå Ey  â êà÷åñòâå S  ìîæåò áûòü

âûáðàíà âíóòðåííîñòü øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå y

è ðàäèóñîì, íå ïðåâûøàþùèì .min yxr
Ex

Î÷åâèäíî, ÷òî âíóòðè òàêîãî øàðà íå áóäåò íè

îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà E  è óñëîâèå ,\ SXx  äëÿ
êîòîðîãî ïîëó÷åíà îöåíêà (5), áóäåò âûïîëíåíî.
Ïðè ýòîì îñòàåòñÿ ñâîáîäà âûáîðà çíà÷åíèÿ R  äëÿ

îöåíêè (5) èç èíòåðâàëà ,, r  ãäå 0 – áëèçêîå

ê íóëþ ÷èñëî, ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ øàðà S .

Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ R  – ìèíèìóìà x  íà ñôåðå

S  – ãðàíèöå øàðà S – ðàññìîòðèì äëÿ äâóõ
ñëó÷àåâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à

Sxx ,min  ìîæåò áûòü ðåøåíà íåïîñðåä-
ñòâåííî. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

x  – êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ âèäà

,,, xvxWxx   ãäå W – ïîëîæèòåëüíî-îïðå-

äåëåííàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà ,nn  à ,nRv  ïðèâå-
äåíî â [7]. Ïðè ýòîì îòûñêèâàþòñÿ ëîêàëüíûå

ýêñòðåìóìû x  íà ñôåðå ,22 Rx  êîòîðûå

èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

n

i
nii

i

i Iillvx
1

,,,,
2
1

ãäå n,, 21  – ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû W ;

nlll ,,, 21  – ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå

âåêòîðû, à  îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

n

i i

i Rlv

1

2
2

4,
.              (7)

Íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ ,,,,, 211 n
ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7),
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Ïîýòîìó êîðíè óðàâíåíèÿ,
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì n2 , ìîãóò áûòü
ëåãêî îïðåäåëåíû.

Åñëè 0iv  äëÿ âñåõ ,nJi  òî òî÷êè ëîêàëüíûõ

ýêñòðåìóìîâ x  íà ñôåðå îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Rlx i
j .

Â ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è îòûñêàíèÿ ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè x  íà ñôåðå S  çàòðóäíåíî, ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé âåëè÷èíû ,R  êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ñôåðó

SS  âïèøåì ãèïåðêóá 
y

 ñ öåíòðîì â òî÷êå y
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åäèíè÷íûå áàçèñíûå âåêòî-
ðû ïðîñòðàíñòâà nR  áûëè îðòîãîíàëüíû åãî ãðà-
íÿì. Äëèíà ðåáðà òàêîãî ãèïåðêóáà  ñâÿçàíà ñ
ðàäèóñîì îïèñàííîé âîêðóã íåãî ñôåðû S  ñîîòíî-
øåíèåì [11]:

,2
n
Rp

ãäå R  – ðàäèóñ ñôåðû .S  Ïîñêîëüêó ìèíèìóì x
íà X  – òî÷êà y – ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ãèïåðêóáà

y
, òî îòûñêàíèå ìèíèìóìà x  íà ãðàíèöå 

y
ñâåäåòñÿ ê ðåøåíèþ n2  çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Êàæäàÿ
èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ

ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè íà ãðàíè 
y

 - êóáà
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â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè .1n  Ðåøåíèå ýòèõ
çàäà÷ íå ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíî-

ñòåé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ~  - ìèíèìóì x  íà

ãðàíèöå ãèïåðêóáà 
y

. Ââèäó âûïóêëîñòè x  è

òîãî, ÷òî ñôåðà ñ öåíòðîì xy
Xx
minarg  îïèñàíà

âîêðóã ãèïåðêóáà 
y

, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

îöåíêà:

Ry ~ .              (8)

Òîãäà íàéäåííîå çíà÷åíèå ìèíèìóìà ~  ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ñëàáîé îöåíêè,
÷åì (5):

,
~

min y
R

yyxx
Xx

     (9)

êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (5) è ïîëó÷åí-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ (8).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ âûáîðà âåëè÷èíû R  ðàäèóñà
øàðà S  â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îöåíîê (5) è (9). Êàê ñëåäóåò
èç äîêàçàííîé òåîðåìû, ýòè îöåíêè ñïðàâåäëèâû
ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ,, rR  à çíà÷èò R  ìîæíî
âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðàâûå ÷àñòè íåðà-
âåíñòâ (5) è (9) îáðàòèëèñü â ìàêñèìóì.

Çíà÷åíèå R  , ìàêñèìèçèðóþùåå ýòè âåëè÷èíû,
âûáèðàåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Åãî âûáîð çàâèñèò, â
÷àñòíîñòè, îò âèäà ôóíêöèè .x  Òàê, åñëè ïðàâàÿ
÷àñòü íåðàâåíñòâà (5) èëè (9) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé
èëè óáûâàþùåé ôóíêöèåé R , òî ñëåäóåò ïðèíÿòü
ñîîòâåòñòâåííî rR  èëè .R  Äëÿ âûÿñíåíèÿ
õàðàêòåðà òàêîé çàâèñèìîñòè æåëàòåëüíî èìåòü åå â
ÿâíîì âèäå, ÷òî äàëåêî íå âñåãäà âîçìîæíî. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíê-
öèþ x  âèäà ,, xWxx  ãäå ìàòðèöàW  ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé nn  ìàòðèöåé.
Ïîäñòàâèì x  â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (5).
Ó÷òåì ïðè ýòîì, ÷òî òî÷êè ýêñòðåìóìîâ x  íà
ñôåðå ðàäèóñà R  â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä ,Rlx i

j

à áåçóñëîâíûé ìèíèìóì x  äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

0y  è ðàâåí íóëþ. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ
(5) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

,,,
ii

ii lWlRx
R

RlWRlx       (10)

ãäå il  – ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû W , ñîîòâåò-
ñòâóþùèé òî÷êå ìèíèìóìà x  íà ñôåðå, à

Ex – áëèæàéøàÿ ê 0y  òî÷êà ìíîæåñòâà .E
Çàâèñèìîñòü îöåíêè îò R  çäåñü âîçðàñòàþùàÿ, òàê

÷òî ìîæíî ïðèíÿòü .rR  Çàäàäèì êîíêðåòíîå

çíà÷åíèå ìàòðèöû W  è ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå E

ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê ,3E ïîðîæäåííîå ÷èñëà-
ìè 1,2,3:

1012
191

2110
W .

Ìàòðèöà W  ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåí-
íîé. Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå (10) çíà÷åíèÿ

,14x 1474.3R  è âû÷èñëèì îöåíêó äëÿ

ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû W , îòâå÷àþùåãî

ìèíèìóìó x  íà ñôåðå ðàäèóñà R  ñ öåíòðîì â

íóëå. Èìååì 74.98min
3

x
Ex

. Ïðè ýòîì ìèíè-

ìóì R  íà ìíîæåñòâå W  äîñòèãàåòñÿ ïðè 2,3,1x
è ðàâåí 133.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ìèíèìóìà âûïóêëûõ ôóíê-
öèé ñ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì òî÷åê ýêñòðåìóìà
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷-
íûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íà åâêëèäîâûõ êîìáè-
íàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ.
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