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Фрактально-энтропийный анализ результатов измерений в нелинейных динамических системах
Fractal and Entropic Analysis of Measurements Results in Nonlinear Dynamic Systems
Ю. П. Мачехин, Ю. С. Курской

Yu. P. Machehin, Yu. S. Kurskoy
В статье представлены теоретические основы теории измерения, которые развиваются для корректного проведения измерений в нелинейных динамических системах. Для оценки результатов измерения в динамических системах  предложено использовать выражение связи энтропии Шеннона и фрактальной размерности временного ряда результатов измерений.
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The article presents the theoretical foundations of measurement theory that are developed for correct measurements in non-linear dynamic systems. For the evaluation of measurement results in dynamic systems is proposed to use the formula of connection between Shannon entropy and fractal dimension for time series of measurements.
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Вступление

Современная наука, промышленность и социум ставят перед метрологией задачи, которые еще недавно можно было отнести к «экзотическим». К задачам такого рода, обозначенным в последние годы IMEKO, относятся задачи измерения человеческого, социального и природного ресурса, показателей финансовых рынков; характеристик биологических популяций, состояния здоровья человека и прочие [1, 2]. 
Все перечисленные объекты измерения — от человека до финансовых рынков и биологических популяций — относятся к открытым диссипативным нелинейным динамическим системам (НДС). Их свойства и динамика могут быть охарактеризованы группой связанных динамических переменных (ДП), значения которых меняются во времени по сложному нелинейному закону. При этом режим поведения ДП может меняться, принимая случайный, регулярный или хаотичный характер.  На значения и динамику ДП НДС влияют множество внутренних и внешних факторов [3, 4].
При изучении НДС перед исследователями стоит ряд вопросов, связанных не только с измерением значения ДП в определенный момент времени, но с определением интервалов их возможных значений, характера динамики и составлением прогноза. Решение этих задач требует создания новых метрологических моделей, которые позволяют сформировать такое понятие как «нелинейная метрология».
В этом направлении предложены подходы [5], модели измерения [6, 7] и анализа результатов измерения [8, 9], основанные на ключевых положениях теории открытых систем [10], теории динамического хаоса [11], информационной [12, 13] и фрактальной теорий [14]. 
Цель данной работы состоит в установлении связи между фрактальным  и энтропийным анализом результатов измерений, основанных на понятиях фрактальной размерности и энтропии Шеннона. 
1. Математические особенности нелинейной метрологии открытых диссипативных НДС
Главное положение существующей теории измерения и метрологии в целом, основано на условии стационарности и неизменности состояния исследуемого объекта. Такое положение было обусловлено развитием теории измерений для технической сферы деятельности человека. Тем не менее,  большинство систем и объектов окружающего мира являются открытыми диссипативными НДС [4]. Их основная особенность в том, что они стабильны в условиях активного обмена веществом, энергией и информацией с внешней средой, но подвержены внешним воздействиям. Поэтому состояния НДС описываются группой ДП  
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, значения которых в любой момент времени 
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, которая учитывает как поведение системы, определяемое внутренними процессами, так и её поведение, вызванное случайным воздействием шумов внешней среды.
В общем случае НДС свойственен сложный режим поведения. Так в состоянии хаоса их ДП обладают чрезвычайно сильной, экспоненциальной зависимостью от начальных условий. Фазовый портрет такой системы представляет собой странный аттрактор. При этом хаотичный режим может быть как переходным состоянием к регулярному режиму, так и длительным. В линейных или аффинных случаях хаотичное поведение не наблюдается [3].

Сегодня перед наукой стоит не просто задача изучения режимов поведения реальных НДС, моделирования и управления ими, но и задача измерения величин, характеризующих НДС. Эти задачи требуют создания принципиально новых метрологических подходов, которые формируют нелинейную метрологию.
В последнее время был выполнен ряд работ, направленных на разработку принципов и моделей измерения ДП НДС [5–9, 15]. В работе [6] предложена фрактальная шкала анализа временных рядов результатов измерений, позволяющая при помощи фрактальной размерности 
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 классифицировать характер поведения НДС. Шкала имеет три характерные точки 
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- при D=1 результат измерения трактуется как строго детерминированное поведение системы, при этом возможно составление уравнения поведения ДП;
- при D=2 система ведет себя регулярным образом, но разброс измеряемых значений очень велик, что не позволяет использовать методы обработки результатов измерений;
- при D=1,5 процесс является случайным, для анализа таких систем применяются статистические методы;
- при 1(D(1,5 рассматриваемый процесс представляется как персистентный  и приближается к детерминированному;
- при 1,5(D(2, процесс представляется антиперсистентным и имеет случайный разброс, превышающий величину медленных изменений.

В работе [7] предложена модель измерения и оценки неопределенности результатов измерений значений ДП НДС. В модели предложен способ оценки минимального и достаточного количества измерительных экспериментов, основанный на представлениях о фрактальной структуре временного ряда результатов измерения ДП НДС. Модель содержит порядок оценки неопределенности измерения как отдельных состояний ДП системы в различные моменты времени 
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, так и неопределенности измерения всех возможных состояний ДП 
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 — минимальное и максимальное значение измеряемой величины соответственно. Применение предложенной модели позволяет изучать любые случайные процессы с единых позиций.

В работе [8] приведена модель анализа результатов измерений в НДС, основанная на положеннях теории динамического хаоса. Модель позволяет отказаться от составления уравнения измерения, что в случае НДС представляет собой редко реализуемую задачу, но требует реконструкции фазового портрета и анализа ключевых характеристик НДС: фрактальной размерности и размерности вложения, показателей Ляпунова и энтропии Колмогорова-Синая. 

Одним из эффективных методов оценки результатов измерительного эксперимента является энтропийный анализ [13]. В работе [15] изучены преимущества применения информационной теории для оценки результатов измерения. Рассмотрены ее ключевые элементы — количество информации  и энтропия Шеннона 
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, как величины, характеризующие неопределенность измерения. Предложены выражения связи неопределенности измерения 
[image: image15.wmf]()

UX

 и энтропии 
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 для ДП НДС.

Результаты перечисленных исследований позволили предложить модель измерения здоровья человека. В рамках модели организм человека рассматривается как открытая, диссипативная НДС с функцией самоорганизации. Разделяют устойчивое (состояние нормального функционирования) и возбужденное состояние организма (состояние возбуждения), из которого организм постепенно возвращается в устойчивое состояние. 

В модели используются: интервалы значений ДП организма 
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 состояниях; нормированная энтропия Шеннона в устойчивом 
[image: image20.wmf]Stab

H
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 состояниях; время прогноза поведения ДП 
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 состояниях. В качестве основного показателя состояния здоровья рассматривается 
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 — время возврата в устойчивое состояние после снятия нормированного внешнего воздействия. Для количественной оценки состояния здоровья предложены числовой портрет (1), энтропийные и временные шкалы оценки состояния здоровья (2):
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Реперной точкой энтропийной шкалы (2) является норма энтропии 
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 — значение энтропии Шеннона, соответствующее здоровому состоянию организма. Норма энтропии является индивидуальной характеристикой отдельного органа и меняет свое значение с течением времени. Предложен способ определения нормы энтропии, учитывающий индивидуальность и эволюционные изменения организма. В рамках модели решена задача определения значения величины внешнего нормированного воздействия, необходимого для определения времени возврата системы в устойчивое состояния 
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, используемое в качестве количественной характеристики здоровья (1).

Определение энтропии Шеннона представляет собой сложную процедуру, связанную с необходимостью определения функции распределения результатов измерения. В этой связи возникает необходимость связать энтропию и фрактальную размерность временного ряда результатов измерения:
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где  
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 — результат измерения ДП 
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Наличие выражения связи позволит получить фрактально-энтропийный инструмент анализа временных рядов результатов измерений, который дополнит модель измерения здоровья человека и цифровой портрет (1), (2).
2. Фрактальная размерность и энтропия Шеннона
Действенным методом оценки динамики процесса по результатам измерения является фрактальный анализ временного ряда результатов измерения (3). В основе метода лежат понятия «фрактал» и «фрактальная размерность» D [14]. Фрактальная размерность D является информативным параметром, характеризует сложность поверхности, фазового портрета, числового ряда. Она может принимать как целые, так и дробные значения. Для фрактальной кривой размерность лежит в диапазоне 1<D<2, а для поверхности в диапазоне 2< D<3. Точка имеет размерность D=0, сплошная линия D=1. Расчет фрактальной размерности D временного ряда (3) позволяет сделать вывод о случайности, регулярности или хаотичности процессов [6]. 
Для определения фрактальной размерности D временного ряда (3) используется статистический метод нормированного размаха (
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–анализ),  выведенный эмпирическим путем П. Херстом [14]. Анализ временного ряда методом Херста позволяет получить одноименный показатель 
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, который связан с фрактальной размерностью D временного ряда  выражением:
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Показатель Херста 
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 определяется через величину  
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 — размах между максимальным и минимальным, значениями функции приращения 
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 – среднее квадратичное отклонение:
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где 
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 — среднее арифметическое значений (3) .

Соотношение 
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 связано с параметром Херста 
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 выражением:
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(6) 
Из выражений (4)–(6) можно получить значение фрактальной размерности как всего интервала наблюдения (4), так и его отдельных участков, определить характер динамики измеряемой ДП на отдельных временных интервалах, так и в период наблюдения в целом.


Ключевым элементом метрологической модели для НДС является энтропия Шеннона 
[image: image47.wmf]H

 [12]. В информационной теории измерения она используется как характеристика разброса результатов измерения [13]. В случае измерения неизменных во времени величин это, действительно, так: чем меньше значение энтропии временного ряда (3), тем ближе результат измерения к истинному значению. Однако, в случае измерения ДП НДС энтропия характеризует не столько разброс, сколько разнообразие значений измеряемой величины с высоким уровнем вероятности: чем больше значений она принимает с высокой степенью вероятности, тем больше энтропия. При этом расстояние между значениями измеряемой величины не играет существенной роли [17]. 
В случае марковского процесса энтропию можно определить при помощи выражения: 
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где 
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 — плотность распределения вероятности i-го значения ДП 
[image: image50.wmf]x

.


Если рассматриваемый процесс немарковский, что нередко для хаотичного режима, вводится понятие условной энтропии [16]:
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 — плотность вероятности состояния 
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 при условии известной плотности вероятности предыдущих состояний,

Являясь характеристикой состояния системы, энтропия живых организмов, меняется с течением времени. При этом её значение может, как уменьшаться, так и возрастать вследствие внешних воздействий, внутренних процессов и эволюции системы. Поэтому она введена в модель измерения здоровья человека. Наблюдение за значением энтропии  позволяет делать вывод о состоянии здоровья организма или отдельного органа.
3. Фрактально-энтропийный анализ результатов измерений

Для проведения фрактально-энтропийного анализа результатов измерения ДП НДС необходимо связать энтропию Шеннона 
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 с фрактальной размерностью 
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. Для этого воспользуемся выражением связи энтропии Шеннона и среднего квадратичного отклонения 
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 результатов измерения (3) [12], справедливого для ряда ситуаций [17]:
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где 
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 — энтропийный коэффициент. 
Энтропийный коэффициент 
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 характеризует закон распределения результатов измерения. Для равномерного распределения 
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, для нормального распределения 
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, для экспоненциального распределения 
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 и т. д. [13]. 
Фрактальная размерность 
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 также связана со среднеквадратичным отклонением через показатель Херста 
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 (5) выражением (7). Из выражений (4), (6) и (7) получим выражение связи энтропии Шеннона и фрактальной размерности в виде:
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(9) 
Согласно выражению (9) энтропия Шеннона результатов измерения ДП НДС зависит от функции распределения, значения размаха Херста, количества измерений ДП и фрактальной размерности временного ряда (3) 
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. В значение энтропии вносят вклад качество измерительного эксперимента и разнообразие значений ДП НДС. При этом, вклад свойств НДС является определяющим [17].
Согласно выражению (9) энтропия принимает максимальное значение в случае нормального распределения результатов измерения, при этом 
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k=

; энтропия принимает минимальное значение в случае арксинусоидального распределения, при этом 
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. 
Значение энтропии возрастает с увеличением значения размаха Херста 
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. Значение 
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 обусловлено интервалом всех возможных значений ДП НДС 
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, размерами аттрактора НДС.
На значение энтропии влияет число состояний ДП НДС 
[image: image74.wmf]n

. Чем большее количество состояний может принимать ДП НДС, тем выше значение энтропии. Если все состояния ДП равновероятны, то энтропия монотонно растет с увеличением числа 
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.
Связь фрактальной размерности D  со значением энтропии Шеннона выглядит следующим образом: энтропия максимальна для случая D =2,  при этом ДП НДС ведет себя регулярным образом, но разброс измеряемых значений очень велик; энтропия минимальна для случая D=1, при этом поведение ДП НДС строго детерминированное и может быть описано уравнением. 
Таким образом, разнообразие состояний ДП НДС является основным фактором влияния на значение энтропии. 
Выражение энтропии Шеннона как функции фрактальной размерности может быть использовано в моделях измерения и анализа результатов измерения ДП НДС, к которым относится и модель измерения здоровья человека, описанная в работе.

Выводы

В работе рассмотрены новые метрологические задачи, связанные с измерениями характеристик нелинейных динамических систем. Показано, что к таким системам относится большинство из систем и объектов окружающего мира.

Представлены новые модели измерения и анализа результатов измерения характеристик нелинейных динамических систем, среди которых — модель измерения здоровья человека. Модели построены на основных понятиях теории динамического хаоса, фрактальной теории и информационной теории измерения. 

Для количественной оценки состояния и характеристик систем с сложным, хаотичным поведением предложено использовать фрактально-энтропийный анализ. Получено выражение связи энтропии Шеннона и фрактальной размерности временного ряда результатов измерения. Выполнен анализ факторов, влияющих на значение энтропии. Показано, что разнообразие состояний динамической измерение значений динамической переменной является основным фактором влияния на значение энтропии.
Выражение может быть использовано в моделях измерения и анализа результатов измерения динамических переменных нелинейных динамических систем.
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