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И С С Л Е Д О В А Н И Е  ТОКОВ В И ЗО Л И РО В А Н Н О Й  А Н ТЕ Н Н Е  
К О Н ЕЧ Н О Й  Д Л И Н Ы

А нализ изолированной антенны проведен для окружаю щ ей сре­
ды электрически намного плотнее изолирующей оболочки, при кото­
рой наиболее точным оказы вается простое приближение длинной 
линии *. Рассмотрен важный ^
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для практики случаи, когда 
электрическая плотность слоя, ^  
окруж аю щ его трубчатую ан­
тенну, гораздо больше плотно­
сти среды с помещенной в ней 
изолированной антенной.

Вывод интегрального урав ­
нения для  тока. И сследуемая структура состоит из идеально про­
водящего цилиндра радиуса а длины 2/г с абсолютно тонкими стен­
ками, расположенного внутри бесконечного диэлектрического ци­
линдра со стенками толщиной в— а (рисунок). ’

Выберем цилиндрическую систему координат с осью 02, совпада­
ющей с осями цилиндров и с центром в середине проводящего 
цилиндра. Предположим, что йа •С  1 (к — волновое число свободного 
пространства). Электромагнитное поле, создаваемое генератором дельта-
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функции, размещенном в центре антенны и поддерживающем при 
2 =  0, г =  а электрическое поле Е° =  — Коб (г), где VI —  ЭДС гене­
ратора, найдем в виде электрического векторного потенциала, который
имеет только одну составляющую А =  (0, 0, А г (г, г)), удовлетво­
ряющую уравнению Гельмгольца ,

(А +  /г2) А г (г, г) =  0 г < а ,  г >  Ь\
(А +  к2г) А г (г, г) =  0, а <  г <  й.

Здесь А — оператор Лапласа; г  — диэлектрическая проницаемость 
изолирующего цилиндра.

Воспользуемся преобразованием Фурье
00

А {г, 0  =  f  Az (r, z ) e& d z ,
“— оо

для которого будем иметь уравнение Бесселя

1 д (  d Â  \  , . 2 ',  л
7 1 Р \ г ' Ж }  +  Ъ А==0> (2)

I \  =  k 4 - \ \
Решение (2) запишем в виде

f r / 0(r£i), г < а ;
-4 (г, £ ) = {  АН1,}'(rle) + B J 0(rle), a < r < b ;  (3)

I CH q1> ( rg j,  r > b ,

где h  =  le, если e =  1, a для записи в областях г < а и г > Ь
учтено поведение поля при Г =  О И Г - Ь - О О .

Удовлетворим граничные условия при г =  а и г  =  Ь. Так как
/  1 д*Аг , ,

1 а < г < Ь ;
Е , ( г . * > --------- i „  №

( - й̂ -  +  А2-42. г < а ,  г < Ь  

или для преобразований Фурье

?
ГУ *

ЕЛ~ - ^ А % т < а , г > Ъ \

É^ l t A ' а < г <°>

выполнение граничных условий при г ■= о даст соотношение

l l  [ A f f l  (age) +  BJQ (ale)] =  e i \FJt  Ш ,  (5)
если г =  b —

I l  [ A H P  (ble) +  B J 0 (ble)) =  е|,2С Я Г  Ш .  (&)
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Учитывая, что ß  =  ro t А, а ße = ------, и выполняя условия
непрерывности ß e на границе г =« Ь, получаем

{А [Я ? 1 (гЫ]'г +  В [J0m ] ' r ) r= b  =  С [HP  (гідїг  U *

или после дифференцирования цилиндрических функций

A U H V  ф Ь )  +  B U J ,  фЪ)  =  C \ XH V  ф1х). (7)

При переходе через границу г — а касательная составляющая
вектора В  испытывает разрыв, равный плотности поверхностного тока 
на проводящем цилиндре. Следовательно, когда | z | <  Л, ß e  (а+) г) — 
— ße (а_, г) =  /г (г) или в образах Фурье

A teH \ l) фіе) +  B I J X Ш  -  F l xJ x (аЪ) =  U (?). (8)

Таким образом, для определения неизвестных коэффициентов А  
В,  С, F  в выражении (4) имеем линейные алгебраические уравнений 
(5) — (8). Определитель этой системы имеет вид *

D (?) =  и  {[е2і Х >  Ш  Вп  (£е) +  е І & Н Р  Фіг) ß 01 (?е)1 X
X l l l 1J 0{al1) - N ( t ) J i (al1)}, (9)

где

N  (? ) =  [ & # '  ( ^ x )  ßoo d e )  +  8 |х ? е М 1> (b^x) ß x „  d e ) ]  Й х ї

B k m d e )  =  Л  (Ы е) H l i ’ ( a | 8) ~  7 m Ш H k '  Ф Ы -  

Находя из системы (5) — (8) коэффициент

f  =3 г (п  Ä ß i* h w  D(£)

и подставляя его в (3), записываем

А2 (Г, ?) =  и  (?) У0 (гЕх), Г <  а. (10)

Учитывая, что на поверхности идеального проводника касатель­
ная составляющая вектора Е  равна нулю везде, кроме источника

Ег (а, г) =  — Коб(г), 

и используя (4), получаем дифференциальное уравнение

( ^  +  Р ) Л г ф,  z) =  - i k V e0S(z), (Н )

общее решение которого имеет вид

Аг {а, z) =  Ccos£z +  CjSinAz — у  1/5sin /е | z ] (12)
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или с учетом четности А г (а, г), вытекающей из симметрии системы, 
а  также выражения ( 1 0 ) ,

Ъ Г I ** ( °  £ §  J ° Ш  е " ' 5г d l  =  C c o s  k z  -  ~  П s i n  ft | z  I, |.z  | < Л . (1 3 )  
s

'  Здесь S — контур интегрирования, идущий вдоль вещественной оси 
от — оо до + о о  с обходом возможных полюсов подынтегральной 
функции по полуокружностям малого радиуса.

Так как
h
\ m ^ d z ,

—и

из (1 3 )  имеем интегральное уравнение \
Л

J  / г (х ) K ( z  —  x ) d x  =  С  c o s  k z  —  Vo s i n  ft | z  | (1 4 )
—A

с разностным ядром

* ( * “ * > - i f  W ' о Ш  d l ' 0  5>s  '
Отметим, что (1 4 )  сходно с соответствующим уравнением, по­

лученным в указанной монографии более сложным, но менее обо­
снованным путем. Однако, если там образ Фурье ядра интегрального 
уравнения возрастает с ростом аргумента £, то в  (1 5 )  он стремится
К НУЛЮ при £-*.=£00.

И с с л е д о в а н и е  я д р а  и н т е г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я .  Используя в  ( 1 4 )  
замену переменных x  — h%, г — hi,, определяем

1

J  / ,  (I) к  ( £ - 1) d% =  С cos и£ -  {  VI Sin К | £ |. (16)
—I

Здесь

I г  ( I )  =  h iz  (А£)- X  =  h k \  К  {и)  =  J  - ^ 1 ^ -  c o s  w u  d w ,  ( 1 7 )

где S+ — то же, что и S ,  но изменяющееся от 0 до + 00,

N (W) =  г и Л 1) ( К , )  В10 (£е) -  ъ1нЧ] (р£х) В00 (£ ,);
D (w) =  £i {£*£?/У«' (P£ i) Вп  (£е) -  в Ы Л "  (р£г) Вп  (£ ,) -

—  N  (w )  У , (ст£1)/У 0 (сх£г)}; _________

Р =  b/h, а  «= а/h, £х =  V  х 2 — ш2 , £,, =  Vу.-* — w*;
( £ р )  =  ( Р £ е )  ш ( я £ е )  —  ^ m  ( к £ е )  ^ /г ( P t e ) i

К* (£) —■ функция Неймана.
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Знаменатель подынтегрального выражения в (17) при да — х об­
ращается в нуль, т. е. точка да =  и для дроби N  (да)/0 (да) является 
полюсом. Д ля исследования его кратности выпишем асимптотики 
функций Бесселя при да-»-и. Так как здесь ^  — У к 2 — до2- * 0, а 
Ее -► к ] / е  — 1 , ТО

я£ 1,(РС1) =  ' |  С1-+- 0 (1 ) .

Я1(1)(Р^) =  - /  |  — - +  0 ^ ^ ) ;

Л  Ш  =  у  & +  О ( й ,  У„ №  = 1  +  0  (£?)• 
Следовательно,

- Щ -  - - ’^ Г 7 в -  т , 1 +  О « ,  1п Ц ] ,
[ейо1 "2" X К £ 1 боо j

где В*т  =  В*т ( х У ъ — \ ) .  .
Таким образом, для дроби, находящейся под интегралом (17), 

точка да =  х  — простой полюс, поэтому интеграл по верхной полу­
окружности малого радиуса 8 с центром в точке да =  к можно легко 
найти:

$
-в

'Ы (ха) , . I N  (ха)-гг) г  сов щи ада =  —л : Н еэ; . . соэ да« =£> (се») ] О (ха)

. , .   Л/ (ха) ,  . . У е  — 1 В а„ сов х и—Я1 11гп : : ■ сов дам (да — л) =  т  ■
а,.*х °  (ш) . 2 е £ 01 — а х  У е  — 1 в 00 *

Воспользовавшись асимптотикой для модифицированных функций 
Бесселя, через которые выражаются функции N  (да) и (О) да при 
больших значениях аргумента да, запишем

» »  =  ь /  / ¥ +  { [ ' * т г  +  X

X  е- * ь - а д - « «  +  [ — !в* А -  +  2 г К Е  —  - р Ы  X 

X е- ре‘- (Р“ а,£«| [ 1 +  0 (1 /8 а Ы ].

Если да настолько большое, что ^  л ; £е «  то из приведенных 
выражений сразу следует асимптотика

. Ы  ( а р )  =  —  1-  [  1 Л- о  ( —  +  е—( » —
О (ха) е + 1  ха [ т  \  ха ~  / Г »
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Д ругих особых точек, как показало аналитическое и численное 
исследование, подынтегральная функция, определяемая соотношением 
N  (w)/D {w), не имеет. Численно-аналитическое исследование прово­
дилось в предположении, что я  С  1, e i»  1, хе =  0(1). Это не только 
приемлемо, но и необходимо для некоторых экспериментальных 
исследований. Тогда

x Y ê  е «°

лК (ы) =  ( ф +  J  +  J  +  § ) l ï J § - co sw u d w - ( 18)
Сх 2х у У ё е

Первый интеграл в (18) — чисто мнимая величина, три остальных —
вещественные, причем существенный вклад дает только последний 
интеграл при малых значениях и:

] ^ coswudw =  ^ ] !̂ dw +  0 ( i * ) =*8 8
el«|

Здесь y — постоянная Эйлера, а интеграл в квадратных скобках при 
малых е | « | ведет себя, как О (еа | и  |2), поэтому основной вклад дает 
1 п (1 /е |и |) .

Численный расчет при е =  1600, н У г  =  показал, что интег­
ралы

хУё  s

5 = 0 (1 /1 0 0 ) , J  = 0 (1 /1 0 0 0 ) .
2* хУё

Решение интегрального уравнения д л я  тока. Отметим вначале, 
что ядро интегрального уравнения (14) является разностным 
и имеет слабую  особенность при совпадении аргументов, поэтому 
численное решение его не составляет большой трудности и может 
быть проведено с помощью ряда известных методов. Нами выбран 
приближенный, но достаточно эффективный подход, использован­
ный в монографии Р. Кинга и Т. Смита, приводящий к аналитиче­
скому вы раж ению  достаточно простого вида.

Если воспользоваться острым пиком К  (£ — .£) вблизи £ =  |  и 
предположить; что К(и)  æ  К8(и),  то из выражения для образа Фурье

К {w) =  |  К  (и) eiwu du

очевидно, что



Следовательно, из (16) получаем

1г (О К. (0) =  С cos и£ — I .  Ve0 sin X | £ I, 1£ 1 <  1.

Постоянную С можно вычислить, если положить £ =  1. Тогда / г (1) =- 
=  hjz{h) =  0 и, таким образом,

^  i i/e sin х 
“ *  2 v 0 cos и ’

значит,
г /f-\  у е sin к (1 | L |) D (0) - ^ 1 ^  \
•гШ  "2 о cos л N(0) ’ ' э |<ч ’

является аналитическим решением интегрального уравнения (16).
И так, рассмотрен подход к изучению тока в . изолированной 

антенне конченой длины, позволяющий получить интегральное 
уравнение с разностным ядром, которое имеет слабую  особенность. 
Проведено аналитическое и численное исследование ядра и полу­
чено аналитическое выражение для тока в антенне.

Поступила в редколлегию 12.07.87
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