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ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ

ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ

ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Ñ ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÛÌ

ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ

ÄÈÊÀÐÅÂ Â.À.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè íåîäíîðîäíî-
ãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ïðè åãî ëîêàëüíûõ âîçìóùå-
íèÿõ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
êîíòèíóàëüíûì. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå êàê ñèëüíûõ
(ôîêóñèðóþùèõ), òàê è ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Â [1] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè
ðàñïðåäåëåíèé íåîäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ ïðè âîçìóùåíèÿõ îòäåëüíûõ åãî ÷àñòåé –
ôðàãìåíòîâ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìíîãîêðàòíûõ
âîçìóùåíèÿõ ôðàãìåíòîâ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé
ïðîöåññà ëèáî ïðèíèìàþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
(ôîêóñèðîâêà), ëèáî ëîêàëèçóþòñÿ âáëèçè íèõ ( -
ôîêóñèðîâêà) [2]. Ñòàáèëèçàöèåé íàçûâàåòñÿ ëþáîé
èç ýòèõ ñëó÷àåâ. Îñíîâíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå
ïðèâîäÿò ê ôîêóñèðîâêå, ÿâëÿþòñÿ áûñòðî èçìåíÿ-
þùèåñÿ âî âðåìåíè ôàêòîðû, âûçûâàþùèå ñèëüíûå
âîçìóùåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà. Ýòè
âîçìóùåíèÿ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ôîêóñèðîâ-
êà áûëà ðåàëèçîâàíà íà ëþáîå çàäàííîå ðàñïðåäåëå-
íèå çà ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè [2]. Â [1] ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïðîöåññà ïðåä-
ïîëàãàëîñü êîíå÷íûì, à âîçìóùåíèÿ íàñòîëüêî
ñèëüíûìè, ÷òî íà âîçìóùàåìûõ ôðàãìåíòàõ ñòàáè-
ëèçàöèÿ äîñòèãàëàñü óæå ïðè ïåðâîì âîçìóùåíèè.
Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïðîöåññà ïðè îòñóòñòâèè
âîçìóùåíèé ïðåäïîëàãàëàñü åäèíè÷íîé è, òàêèì
îáðàçîì, ïðîöåññ “íå ñîõðàíÿë ïàìÿòü” î âîçìóùå-
íèÿõ, âîçäåéñòâóþùèõ íà íåãî ðàíåå.

Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñòàáèëèçà-
öèè ïðîöåññà ïðè åãî ëîêàëüíûõ âîçìóùåíèÿõ äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ êîí-
òèíóàëüíûì. Ïîìèìî ñèëüíûõ (ôîêóñèðóþùèõ)
âîçìóùåíèé ðàññìîòðåíû è ìàëûå âîçìóùåíèÿ.
Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì  èññëåäóåìîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ
ïîâåðõíîñòü òðåõìåðíîãî øàðà. Ñ÷èòàåì, ÷òî íà 
çàäàíà -àëãåáðà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
ñîáûòèÿìè. Ïðîöåññ  ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðîìå-
æóòêå 00, ts , 0t . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè
ïðîìåæóòîê 00,, tstt  íå ñîäåðæèò âîçìóùå-
íèé, òî  ÿâëÿåòñÿ íà íåì îäíîðîäíûì ïðîöåññîì.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé 0t . Ñ÷èòàåì, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ âîçìóùåíèé i  ïðîöåññà  íà

,0s  ñ÷åòíî. ×åðåç iit , , i , i  îáîçíà÷èì
ïðîìåæóòêè âðåìåíè, íà êîòîðûõ äåéñòâóþò i ,
ïðîöåññû, êîòîðûå i  ïîðîæäàþò, è èõ ôàçîâûå
ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî: âñå i  ÿâëÿþò-
ñÿ îáëàñòÿìè, à i  – òî÷êàìè ôîêóñèðîâêè ïðîöåñ-
ñîâ i  íà i ; ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû i  ïðåäïî-
ëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äàëåå ÷åðåç i  áóäåì
îáîçíà÷àòü èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè ìíîæåñòâ i .

Ïîëîæèì ijji . Ñ÷èòàåì, ÷òî íà  ( i )
çàäàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé tMf ,
ïðîöåññà  ( i ), åñëè äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ B  èç

( i ) è ëþáîãî ,0st
B

NdtNfBMP , .

Çäåñü âåðîÿòíîñòü BMP  âû÷èñëÿåòñÿ â ìîìåíò

t . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

0, sMf  ïðîöåññà  íà  çàäàíî. Âûÿñíèì, êàê
èçìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

tMf ,  ïðîöåññà  ïðè î÷åðåäíîì âîçìóùåíèè

i . Âñå ôóíêöèè iiMf ,  ïðåäïîëàãàþòñÿ
íåïðåðûâíûìè íà i .

Ïóñòü i  âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, ìíîæåñòâî j
ñîäåðæèò âñå ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ

0ijP , j  – ìîìåíòû ôîêóñèðîâêè íà j .
Îáîçíà÷èì i  íàèáîëüøèé ýëåìåíò èç j , äëÿ
êîòîðîãî ii . Ïîëîæèì iii t,max .

Ïóñòü iiMf , , iiMf ,  – ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà i  â ìîìåíòû âðåìåíè i , i . Òîãäà,
÷òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà

 íà  â ìîìåíò i , ñëåäóåò ïåðåîïðåäåëèòü åå íà

i , çàìåíèâ iiMf ,  íà iiMf , . Äëÿ

iM \ ii MfMf ,, . Óñðåäíåíèÿ ôóíê-
öèé iMf , , iMf ,  ïî i  ñîâïàäàþò:

M
i

iM
i

i dMfdMf ,, .       (1)

Ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè 1, MdtMf ,

âûïîëíÿþùåãîÿ ïðè âñåõ ,0st , è ðàâåíñòâà

iiii MfMf \,\, ,

êîòîðîå èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó íà ii ,  âñå âîçìó-
ùåíèÿ, êðîìå i , ñîñðåäîòî÷åíû ëèøü íà i\ .

Îñíîâíûå äîïóùåíèÿ:

À. Ôîêóñèðóþùèå ñâîéñòâà êàæäîãî âîçìóùåíèÿ
i  çàâèñÿò ëèøü îò ïîëîæåíèÿ åãî ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà i . Ïóñòü ji , ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîöåññîâ i , j  â ìîìåíòû i , j  óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ

i
Mj

i
Mi dMfdMf ,, .

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ iiMf , , jjMf ,
ýòèõ ïðîöåññîâ â ìîìåíòû i , j  òîæäåñòâåííî
ñîâïàäàþò íà i .

Á. Ïóñòü i , j  – âîçìóùåíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è â ïóíêòå À; 0ijP ,

iiMf , , jjMf ,  – ðàñïðåäåëåíèÿ íà

i , j , âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå ýòèõ âîçìóùå-
íèé; íà ji ,  íèêàêèå âîçìóùåíèÿ íà ij  íå
äåéñòâóþò. Â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíÿþò-
ñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ: íà ij  ôóíêöèè
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iiMf , , jjMf ,  ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñ-
òüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

Ïóñòü ji . Èç À, Á è (1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ

i , j  ðàñïðåäåëåíèÿ iiMf , ,

jjMf ,  íà i  ñîâïàäàþò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
â ïðîìåæóòêå ji ,  íèêàêèå âîçìóùåíèÿ íà i  íå
äåéñòâóþò.

Óñëîâèÿ À è Á ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ òîãî,
÷òîáû ïðè t  ôîêóñèðîâêà ïðîöåññà  èìåëà
ìåñòî.

Â. Ëþáàÿ òî÷êà М  ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñîäåðæèò-
ñÿ â áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå îáëàñòåé i ; äî
ëþáîãî ìîìåíòà t t  ïðîèñõîäèò ëèøü êîíå÷-
íîå ÷èñëî âîçìóùåíèé. Äëÿ ëþáîé i  íàéäåòñÿ
õîòÿ áû îäíà j , íå ñîâïàäàþùàÿ ñ i , äëÿ êîòîðîé

0pP ij . Çäåñü p  íå çàâèñèò îò i , j .

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ôîêóñèðîâêè íà
. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå 0, sMf  íà  çàäàíî,

ìíîæåñòâî âñåõ i  ñîñòîèò èç 1 , 2 ,
21 , 012P ; 12k , k2 ,...2,1k  –

ìîìåíòû ôîêóñèðîâêè íà 1 , 2 .
Ïóñòü 122121 ,, IMfIMf  (èç À ñëåäóåò,
÷òî åñëè ýòî íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî õîòÿ áû â
îäíîé òî÷êå 12M , òî îíî èìååò ìåñòî âñþäó íà

12 ). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 12, kMf
,...2,1k  ìîíîòîííî óáûâàåò íà 12 , à kMf 2,

íà 12  ìîíîòîííî ðàñòåò;
0,,lim 12212 IMfMf kk

k
.

Èçó÷èì ýâîëþöèþ ïðîöåññà  íà ,0t . Äîêàæåì,
÷òî ïðè t  ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ tMf ,
ïðîöåññà  èìååò ïðåäåë, êîòîðûé íå çàâèñèò îò
åãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 0, sMf . Îáîçíà÷èì
F  – ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà  íà

. Äëÿ âñåõ âîçìóùåíèé i  è âñåõ FMf
îïðåäåëèì îïåðàòîð iA , ïîëîæèâ

;,, iiii MMfMfA

ii MMfMfA \, .

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð iA  èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó [3]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ i

MfMfA i 00 , FMf0 .          (2)

Ïîñòðîèì Mf0 . Ïóñòü i ni ...,,1  – êîíå÷íîå
ïîêðûòèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà . Ýëåìåíòû ïî-
êðûòèÿ i  – ýòî ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà, âîçíèêøèå
â ðåçóëüòàòå âîçìóùåíèé i . ×åðåç iiMf ,
ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåì ðàñïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðûå

i  ôîêóñèðóþò. Âûäåëèì èç ïîêðûòèÿ i  âñå
îáëàñòè kii ,...,1 , êîòîðûå èìåþò ñ 1 íåïóñòûå
ïåðåñå÷åíèÿ. Íà ïåðåñå÷åíèÿõ îáëàñòè 1 ñ îáëàñòÿ-
ìè kii ,...,1  ôóíêöèÿ 11,Mf  è ôóíêöèè

kikiii MfMf ,,...,, 11 ,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþò. Âûáåðåì òàêèå ÷èñëà
kii ll ...,,1 , ÷òîáû ïðè óìíîæåíèè èõ íà

kikiii MfMf ,,...,, 11

ýòè ñîâïàäåíèÿ èìåëè ìåñòî:

11111 ,, iiMflMf

................................................

kikik MflMf ,, 11 .

Îïðåäåëèì íà îáúåäèíåíèè 1
~  îáëàñòåé

1 , kii ,...,1  ôóíêöèþ Mf01
~

 ðàâåíñòâàìè

11101 ,,~ MMfMf ,

kMMflMf iii ...,,1\,,~
101 .

Èç ïîñòðîåíèÿ Mf01
~

 ñëåäóåò, ÷òî 11
~

; äëÿ
ëþáîé îáëàñòè 1

~D  (2) èìååò ìåñòî. ×òîáû
ðàñøèðèòü îáëàñòü, íà êîòîðîé (2) âûïîëíÿåòñÿ,
íóæíî âûäåëèòü èç ïîêðûòèÿ i  âñå ýëåìåíòû
(íå ñîäåðæàùèåñÿ â 1

~ ), èìåþùèå ñ 1
~  íåïóñòûå

ïåðåñå÷åíèÿ, è ïîâòîðèòü äëÿ íèõ òå ïîñòðîåíèÿ,
êîòîðûå ðàíåå áûëè ïðîäåëàíû äëÿ kii ,...,1 . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìíîæåñòâî 2

~ , 21
~~ . Ýòîò

ïðèåì ñëåäóåò ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà â ñîñòàâ
îáëàñòåé ,...~,~

21  íå âîéäóò âñå ýëåìåíòû ïîêðû-
òèÿ i . Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîñòðîå-
íèÿ ôóíêöèÿ Mf0

~
 áóäåò óäîâëåòâîðÿòü (2) äëÿ

ëþáîé îáëàñòè D . Ôóíêöèÿ Mf0
~

 îòëè÷àåòñÿ
îò èñêîìîé ôóíêöèè Mf0  íà ïîñòîÿííûé ìíîæè-
òåëü c . Åãî ñëåäóåò âûáðàòü òàê, ÷òîáû

1
~
0 MdMfc .

Èç ïîñòðîåíèÿ Mf0  ñëåäóåò, ÷òî íåïîäâèæíàÿ

òî÷êà îïåðàòîðà iA  åäèíñòâåííà.

Ïóñòü âñå äîïóùåíèÿ î ïðîöåññå  è åãî âîçìóùå-
íèÿõ âûïîëíÿþòñÿ. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà, íåçàâèñè-
ìî îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà, çàäàííî-

ãî â ìîìåíò 0s , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 tMf
t

,lim
ñóùåñòâóåò è

MftMf
t

0,lim .                (3)

Çäåñü tMf ,  – ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà  â
ìîìåíò t ; Mf0  – íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Èç ìíîæåñòâà i  ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ, îòâå÷à-
þùèõ âñåì âîçìóùåíèÿì i , ìîæíî âûäåëèòü
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêðûòèé

ki kk ni ,...,2,1  ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà  (çäåñü

èíäåêñîì ki  çàíóìåðîâàíû ýëåìåíòû k -ãî ïîêðû-
òèÿ). Ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòèõ ïî-
êðûòèé ñëåäóåò èç Â. Îáîçíà÷èì kk tt ~,ˆ ...,2,1k
èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ äåéñòâóþò ki , ïîðîæ-
äàþùèå ýëåìåíòû èç ki . Âñå ïîêðûòèÿ ki
ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû èíòåðâàëû

kk tt ~,ˆ ...,2,1k  ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü è âñå

1ˆ,~
kk tt  ñîäåðæàëè îáëàñòè j  èç Â, èìåþùèå

íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå õîòÿ áû ñ îäíèì ýëåìåíòîì
ïîêðûòèÿ, ñôîðìèðîâàííîãî íà kk tt ~,ˆ . Î÷åâèäíî,
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ÓÄÊ 517.9+532.5

Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

ÐÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÎÊÑÀ

ÑÈÄÎÐÎÂ Ì.Â.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ôóíêöèè òîêà â ñëó÷àå ìåäëåííîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ñòðîÿòñÿ ñòðóêòóðû ðåøå-
íèÿ óêàçàííûõ çàäà÷.

Ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè îïèñûâàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè óðàâíåíè-
ÿìè Íàâüå-Ñòîêñà [1]:

bvvv p1
             (1)

è óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè

0divv .                      (2)

Çäåñü v  – ïîëå ñêîðîñòåé; p  – äàâëåíèå; b  – ïîëå
îáúåìíûõ ñèë;  – êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü;  –
ïëîòíîñòü.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (1), (2) ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëü-
íûìè òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè, â îñíîâíîì, ñ
ïðèñóòñòâèåì â (1) íåëèíåéíîãî ÷ëåíà vv .

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ îòíîøåíèå
ïîðÿäêà êîíâåêòèâíûõ ñèë èíåðöèè ê ïîðÿäêó ñèë

âÿçêîñòè ìàëî (ò.å. ìàëî ÷èñëî Ðåéíîëüäñà), è
íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè â (1) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ëèíåàðèçîâàííûå ïî Ñòîêñó
óðàâíåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ v  è p  â îáëàñòè  (çàäà÷à Ñòîêñà)
èìååò âèä

bv p1
,               (3)

0divv ,                   (4)

0v .                   (5)

Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (3) – (5) èçó÷àëèñü â ìîíîãðàôèè Î.À.
Ëàäûæåíñêîé [2]. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
(3)-(5) 1

2

0
Wv  è 2Lp .

Äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ òå÷åíèé ìîæåò áûòü
ñâåäåí ê äâóìåðíûì òå÷åíèÿì. Èòàê, ðàññìîòðèì
äâóìåðíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
â êîíå÷íîé îáëàñòè  ïëîñêîñòè 21Oxx . Â ðàçâåð-
íóòîì âèäå óðàâíåíèÿ (3), (4) èìåþò âèä

1
1

2
2

1
2

2
1

1
2 1 b

x
p

x
v

x
v

,             (6)

2
2

2
2

2
2

2
1

2
2 1 b

x
p

x
v

x
v

,            (7)

kt
~ . Îáîçíà÷èì ki  ìîìåíòû, â êîòîðûå ïðî-
èñõîäÿò ôîêóñèðîâêè íà ki . Â êàæäîì ki
âûäåëèì ýëåìåíòû min,ki , max,ki , íà êîòîðûõ
ðàçíîñòè kikiki IMfIMf 0,  ïðèíèìàþò
íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ. Î÷åâèäíî,

.0,
,0,

max,0max,max,

min,0min,min,

kikiki
kikiki

IMfIMf
IMfIMf

 (4)

Èç À, Á è (1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè k  ðàçíîñòè

min,min,max,max, ,, kikikiki IMfIMf  ìîíî-

òîííî óáûâàþò è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Çíà÷èò îáå
ðàçíîñòè èç (4) ïðè t  òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (3) èìååò ìåñòî.

Äëÿ 0t  ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî: íà 00,ts  ñîñðåäî-
òî÷åíû âñå âîçìóùåíèÿ èç i ...,2,1i ; íà
ëþáîì 000 ,, tsts  ÷èñëî âîçìóùåíèé ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ êîíå÷íûì. Îñòàëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î âîç-
ìóùåíèÿõ îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî ïðîöåññ  ôîêóñèðóåò íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó

iA , ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ 0t .

Åñëè i  (âñå èëè èõ ÷àñòü) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè -
ôîêóñèðîâêè, òî ïðîöåññ -ôîêóñèðóåò íà
Mf0 . Òàêàÿ ôîêóñèðîâêà áóäåò èìåòü ìåñòî è â

ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ Á, Â âûïîëíÿþòñÿ ïðèáëè-
æåííî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèÿ 
,...2,1  íå ïðèâîäÿò ê ôîêóñèðîâêå íà .

Ïóñòü êàæäîå  ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ âîç-

ìóùåíèé i, ...,2,1i  è ëþáîå i,  ëèøü

íåçíà÷èòåëüíî èçìåíÿåò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñ-
òåé íà . Ñ÷èòàåì, ÷òî âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå
âîçìóùåíèé i,  ðàñïðåäåëåíèÿ IMf i,

...,2,1i  îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåð-
íî ñõîäÿùóþñÿ íà . Åñëè óñëîâèå Â èìååò ìåñòî,
ïåðå÷èñëåííûå òðåáîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ

 è ðàñïðåäåëåíèÿ íà , ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ

IMf i, ,...2,1 , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
À, Á, òî èìååò ìåñòî (3). Ïðîâåðêà ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè ïðîâîäèòñÿ

òàê æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âîçìóùåíèÿ 
ñðàçó ïðèâîäÿò ê ôîêóñèðîâêå.
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