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ТЕОРИЯ ЦВЕТОВОГО ЗРЕНИЯ. III1

БОНДАРЕНКО М.Ф.,                              ШАБА-
НОВ-КУШНАРЕНКО С.Ю.

Рассматривается теория цветового зрения человека. 
Изучается линейная предикатная модель цветового зре-
ния для случаев открытого и произвольного выпуклых 
множеств, всего пространства; интегральное представ-
ление модели.

3.1.  Координатная  формулировка  для  случая 
открытого выпуклого множества

Теорема  3.1. Для  того  чтобы  предикат  Ф , 
определенный на квадрате открытого выпуклого 
множества  ]1,0[2LV ⊂ ,  был  n -мерным  линей-
ным, необходимо и достаточно, чтобы он удовле-
творял следующим условиям:
4)  если  1=) ,( ухФ  и  1=) ,( '' ухФ ,  то 
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


 ++ yyxxФ ;

5)  существуют  такие  точки  Ve n
ii ⊂+

=
1

1}{ ,  что  для 
каждого  Vx ∈  есть единственный набор неотри-
цательных чисел  1

0)}({ +
=α n

ii x  и единственное под-
множество },...,2,1{)( nixI =∈  такие, что

1),( 0 =αα+α ∑ ∑
∈ ∉Ii Ii

iiii eexФ ; (3.1)

  ∑ ∑
∈ ∉

=α=α+α∈>α>α
Ii Ii

iii Ii ;1;1,;0;0 00   (3.2)

6) функции )(xiα  непрерывны.
Доказательство.  Проверим  вначале  доста-

точность.  Зафиксируем  произвольные  положи-
тельные числа 1

1
0}{ +

=α n
ii , сумма которых равна 1, и 

положим

1
0

11
0
1 ... ++α++α= nn eea . (3.3)

Тогда  a  принадлежит  V . Из рефлексивности 
предиката Ф  и условия 5 следует, что 0)( ii x α=α  

1) 2,..., 1,( += ni , 1)(0 =α x , ∅=)(aI . Тогда суще-
ствует такая окрестность Vu ⊂  точки а , что 
  ).;1,...,2,1()(,0)( uxnixIxi ∈+=∅=>α    (3.4)

Неравенства для iα  вытекают из непрерывно-
сти этих функций. Предположим, что вопреки до-
казательству  существует  последовательность 

∞
= 1}{ nnx ,  сходящаяся  к  точке  а ,  для  которой 

∅≠)( nxI . Поскольку функция )(xIx →  принима-
ет лишь конечное число значений, из этой после-
довательности можно отобрать  такую подпосле-

1 Ч. I см. в журнале «Радиоэлектроника и информа-
тика»,1998. №1. С. 106-117.

Ч. II см. в настоящем выпуске.

довательность, для которой IxI n =)( , где I  – ка-
кое-нибудь  непустое  подмножество  множества 

1} 2,..., {1, +n .  На  этой  последовательности  по 
условию 5 будет

∑
∈

=α+α
Ii

nin xx 1)()(0 .

В пределе  по подпоследовательности,  используя 
условие 6 и равенство 1)(0 =α а , получаем

∑
∈

=α+
Ii

i 11 0
,   ∅≠I .

Но  это  противоречит  положительности  чисел 
0

1
0 ,..., +αα ni . Заметим теперь, что для всех Vx, y ∈  

из равенства 1=) ,( yxФ  вытекают равенства

).()(;1,...,2,1,0),()( yIxIniyx ii =+=α=α (3.5)

Действительно,  из  равенств  1=) ,( yxФ  и 
1=) ,( ii ееФ  на основании условия 4 получаем

∑ ∑
∈ ∈

=α+αα+α
)( )(

00 1))()(,)()((
xIi xIi

iiii exyxexxxФ .

Сравнивая это равенство с (3.1), находим
∑ ∑

∈ ∉
=αα+α

)( )(
0 1))(,)()((

xIi xIi
iiii exexyxФ .

В силу единственности чисел )(yiα  и множества 
)(yI  отсюда вытекает (3.5).

Покажем  теперь,  что  выполняется  условие  5 
теоремы  2.1  [2].  В  качестве  U  возьмем  любое 
открытое  множество,  для  которого  справедливо 
(3.4).  Пусть  последовательности  ∞

= 1}{ nnx , 
Uy nn ⊂∞

= 1}{  сходятся  к  точкам  Ux, y ∈  соответ-
ственно и 1=) ,( nn yxФ . В силу равенства (3.5) то-
гда 1,...,1,0),()( +=α=α niyx nini . По непрерывно-
сти  отсюда  заключаем,  что 

1,...,1,0),()( +=α=α niyx ii .  Кроме  того,  в  силу 
(3.4) ∅== )()( yIxI . Таким образом,
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Тогда по условиям 2, 3 [1] и 1=) ,( yxФ .
В  силу  теоремы  2.1  имеет  место  равенство 

(3.3) с некоторым ортопроектором Р. Тогда
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i
iii VxxPexPx , (3.6)

где  )()()( 0 xxx ii α/α−=β  при  )(xIi  ∈  и 
)()()( 0 xxx ii α/α−=β  при  )(xIi  ∉ .  Первое  равен-

ство (3.6) вытекает из (3.1), второе – из (3.2). По-
скольку V  –  телесное множество, из (3.6) следу-
ет,  что  PIm  совпадает  с  аффинной  оболочкой 
множества  точек  11 +n,..., PePe .  Проверим,  что 

nP =rg .  Для  этого  достаточно  убедиться  в  аф-
финной  независимости  системы  точек 
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11 +n,..., PePe  [1].  Предположим,  что  эта  система 
аффинно зависима,  т.е. существуют  такие  числа 

iγ , что

  ∑ ∑
+

=

+

=
+ ≠γγ=γ=γ

1

1

1

1
11 )0,...,0(),...,(,0,0

n

i

n

i
niii Pe .   (3.7)

Пусть  а  – точка, определенная равенством (3.3). 
Подберем  число  0≠λ  так,  чтобы  00 >λ γ+α ii  

)121( += ,..., n, i . Используя (1.3), имеем

1)(,)(
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Значит,  iii а λ γ+α=α 0)(  )121( += ,..., n, i ,  что 
противоречит  установленным  ранее  равенствам 

0)( ii а α=α . Достаточность доказана.
Необходимость вытекает из леммы 2.1 [2].
Теорема 3.1 доказана.

3.2.  Координатная  формулировка  для  случая 
произвольного выпуклого множества

Нам не известно, остается ли верной теорема 
3.1  в  случае,  когда  множество  V  не  является 
открытым, но 1] [0,aff 2LV = . Верен, однако, вари-
ант  этого  результата,  отличающийся  усилением 
условия 4 и одним дополнительным условием.

Теорема  3.2. Для  того  чтобы  предикат  Ф , 
определенный на квадрате выпуклого множества 
V  с  1] [0,aff 2LV = ,  был  n -мерным  линейным, 
необходимо и достаточно, чтобы он удовлетворял 
следующим условиям:
4)  если   1=) ,( yxФ  и  1=) ,( ''Ф yx ,  )1,0(∈γ ,  то 

;')1(')1(Ф  1=)γ+γ− ,γ+γ−( yyxx
5) существуют такие точки 1

1}{ +
=

n
iie , что для каждо-

го  Vx ∈  есть единственный набор неотрицатель-
ных чисел  1

0)}({ +
=α n

ii x  и единственное подмноже-
ство }1,...,2,1{)( +⊂ nxI  такие, что

;1),( 0 =αα+α ∑∑
∉∈ Ii

ii
Ii

ii eexФ (3.8)

  ;;0;00 Iii ∈>α>α  ;1,10 =α=α+α ∑∑
∉∈ Ii

i
Ii

i  (3.9)

6)  если  Vyx ∈, ,  )1,0(∈γ  и  при  некотором  i  
 1=)γ−+γ ,γ−+γ( ii eyex )1()1(Ф , то  1=) ,( yxФ ;

7) функции )(xiα  непрерывны.
Лемма 3.1. Пусть  V  – выпуклое  множество, 

аффинная  оболочка  которого  совпадает  со  всем 
пространством; функция  f , определенная на  V , 
удовлетворяет условию

f( 2
yx + )= Vyxyfxf ∈+ ,)),()((

2
1

(3.10)

и функция |)(| xf  непрерывна в какой-либо точке 
Vx ∈0 . Тогда существует единственный функци-

онал  F  на  ]1,0[2L  и единственное число  C  та-
кие, что

.,)()( VxCxFxf ∈+= (3.11)
Доказательство. Из равенства (3.54) вытекает, 

что  при  любом  двоично-рациональном  числе 
]1,0[∈γ  имеет место равенство

.)))-((1 Vyxxfxfyxf ∈ ,  )(γ +)(γ−( 1=γ+γ   (3.12)

Поскольку 1] [0,aff 2LV = ,  то,  как  это  следует  из 
формулы (2.22),  каждая  точка  1] [0,2L∈ξ  может 
быть представлена в виде

.,;0);( Vyxyx ∈>β−β=ξ (3.13)
Более того,  число  β  можно считать двоично-ра-
циональным.  Действительно,  исходя  из  (3.13), 
возьмем любое рациональное число β > β ’. Точка 

Vyxy ∈
β
β+

β
β−= ')'1('  и  имеет  место  равенство 

).'(' yx −β=ξ
Положим  для  ξ ,  представленного  в  виде 

(3.13),
)).()(()( yfxfF −β=ξ (3.14)

Проверим корректность этого определения. Пусть 
одновременно  с  (3.14)  имеет  место  равенство 

0),( 1111 >β−β=ξ yx  –  двоично-рациональное, 
Vyx ∈11, .  Тогда  )()( 111 yxyx −β=−β  и, следова-

тельно,

.
11

1
1

1

1
xyyx

β+β
β+

β+β
β=

β+β
β+

β+β
β

Точки,  фигурирующие в каждой части этого ра-
венства, являются выпуклыми комбинациями то-
чек из V  и поэтому сами принадлежат V . Приме-
няя к обеим частям равенства функцию f , полу-
чаем с учетом (3.12)

)()()()(
11

1
1

1

1
xfyfyfxf

β+β
β+

β+β
β=

β+β
β+

β+β
β

.

Отсюда  ))()(())()(( 111 yfxfyfxf −β=−β .  Таким 
образом, определение (3.14) корректно.

Функция  F  является  аддитивной.  Действи-
тельно,  пусть  21, ξξ  –  произвольные точки про-
странства 1] [0,2L . Представим их в виде (3.13):

).();( 22221111 yxyx −β=ξ−β=ξ

Тогда

))(

))(((

2
22

2
1

21

1

2
21

1
1

21

1
2121

yy

xx

β+β
β+

β+β
β−

−
β+β

β+
β+β

ββ+β=ξ+ξ

и (3.14) и (3.12) дают
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=
β+β

β+
β+β

β−

−
β+β

β+
β+β

ββ+β=ξ+ξ

))(

)()(()(

2
22

2
1

21

1

2
21

1
1

21

1
2121

yyf

xxfF

)).()(())()((
)()()()(

222111

22112211

yfxfyfxf
yfyfxfxf

−β−−β=
=β−β−β+β=

Таким образом, ).()()( 2121 ξ+ξ=ξ+ξ FFF
Покажем, что функция  F  непрерывна в нуле. 

Пусть  последовательность  ∞
=ξ 1}{ kk  сходится  к 

нулю. Воспользуемся леммой 2.5 [2]:

.||||;1||||;1||||
;0;,);(

00 kkkk

kkkkkkk

Cxvxu
Vvuvu

ξ≤β≤−≤−
>β∈−β=ξ

(3.15)

Рассуждая так же, как и в начале доказательства 
этой леммы, покажем, что в представлении (3.15) 
в  качестве  kβ  можно  брать  числа,  являющиеся 
квадратами  двоично-рациональных  чисел.  Итак, 
считаем  kβ  двоично-рациональными  числами. 
Положим

).(),( 0000 xvxyxuxx kkkkkk −β+=−β+=

Из последнего неравенства (3.59) следует, что при 
достаточно  больших  k  будет  1≤β k .  Поэтому 

Vyx kk ∈, . Имеем из (3.15)

.

,),(

0

0

ξ

ξξ

≤−

≤−−β=

kk

kkkkkk

Cx

Cxxx

y

y
(3.16)

Тогда

|).)(||)((||)(|

и  ))()(()(

kkkk

kkkk

yfxfF

yfxfF

−β≤ξ

−β=ξ
(3.17)

Из неравенств (3.16) следует, что последователь-
ности ∞

= 1}{ kkx  и ∞
= 1}{ kky  cходятся к точке 0x . Тогда 

по  условию  леммы  последовательности 
∞

= 1|})({| kkxf  и  ∞
= 1|})({| kkyf  сходятся  к  точке 

f х( )0  и, следовательно, ограничены. Поэтому из 
неравенства (3.17) следует, что

.0)(lim =ξ
∞→ kk

F

Поскольку  F  – аддитивный функционал,  то от-
сюда  вытекает,  что  0)0( =F  и,  следовательно, 
функционал непрерывен в нуле.  В таком случае 
F  – линейный функционал.

Для  любой  точки  Vx ∈  в  силу  (3.14)  будет 
)()()( 00 xfxfxxF −=− .  Функционал  F  линеен, 

так  что  )()()( 00 xfxfxxF −=− . Поэтому  при 
)()( 00 xFxfC −=  имеем

.)())()(()()()()( 0000 CxFxFxfxFxfxxFxf +=−+=+−=
Равенство (3.11) доказано.

Проверим единственность функционала F  и чис-
ла C . Пусть

,,)()( 11 VxCxFxf ∈+= (3.18)

где  1F  – линейный функционал;  1C  – число. По-
скольку 1F  – линейный функционал, для числа ξ , 
представленного  в  виде  (3.13),  будет 

))()(()( 111 yFxFF −β=ξ . Тогда (3.18) дает
))()(()(1 yfxfF −β=ξ .

Сравнивая это равенство с (3.14), получаем FF =1 . 
Тогда из (3.11) и (3.18) следует, что CC =1 .

Лемма 3.1 доказана.
Замечание. Утверждение  о  продолжаемости 

функции f остается в силе, если взамен равенства 
1] [0,aff 2LV =  потребовать лишь замкнутость мно-

жества Vaff . Утверждение о единственности про-
должения при этом перестает быть верным.

Доказательство теоремы 3.2. Проверим доста-
точность.  Покажем,  что точки   , ..., e, ee n 121 +  аф-
финно-независимы. Пусть

.0,0
1

1

1

1
=γ=γ ∑∑

+

=

+

=

n

i
i

n

i
iie (3.19)

Положим
.1,...,3,2;;111 +=γ=β+γ=β niii (3.20)

Тогда

,1,
1

1

1

1
1 =ββ= ∑∑

+

=

+

=

n

i
i

n

i
iiee (3.21)

Т.е. точка 1е  представима в виде (2.24). Перейдем 
от этого представления к представлению (2.27) по 
формуле (2.26):

.10 ∑∑
∉∈

α=α+α
Ii

ii
Ii

ii eee (3.22)

Тогда

.1,10 =




 αα+α ∑∑

∉∈ Ii
ii

Ii
ii eeeФ

Кроме того,  согласно условию 1  [1],  1),( 11 =ееФ . 
Поэтому  из  условия  5  следует,  что 

0,1,1,I 10 =α=α=α∅= i  при 1,...,3,2 += ni . Переходя 
от (3.22) назад к (3.21) по формулам (2.14), полу-
чаем 0,11 =β=β i  при 1,...,3,2 += ni . Тогда из (3.20) 
видно, что 0... 121 =γ==γ=γ +n . Аффинная независи-
мость точек 121 +n,..., e, ee  доказана.

Заметим теперь,  что  условие  6  обобщается  в 
следующей  форме,  именуемой  в  дальнейшем 
условием 6’: если

,Vx, y∈  1,
1

1
00

1

1
0 =





 ++ ∑ γγ∑ γγ

+

=

+

=

n

i
ii

n

i
ii ee y›Ф ,

,1,0,0
1

1
00 =+≥> ∑ γγγγ

+

=

n

i
ii (3.23)
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то 1),( =ухФ . Действительно, заменим в (3.23) n  
на  k  и  проверим  по  индукции  справедливость 
утверждения  при  k =0,  1,...,  n +1.  Если  k =0, 
утверждение  вытекает  из  6.  Пусть  утверждение 
выполняется при некотором k . Перейдем к k +1. 
Положим

.)1(

,)1(

2

1
0

1
1

1

1
0

1
2






 +−=′






 +−=′

∑ γγγ

∑ γγγ

+

=

−
+

+

=

−
+

e

e

i

k

i
ik

i

k

i
ik

yy

xx

Посылка утверждения имеет вид
.1))1(,)1(( 222222 =+′−+′− ++++++ γγγγ ee kkkkkk yxФ

Тогда из 6 следует, что 1)','( =ухФ , т.е.

∑ γ ′γ ′∑ γ ′γ ′∑ γ ′γ ′
+

=

+

=

+

=
=+=





 ++

1

1
0

1

1
00

1

1
0 ,1,1,

n

i
i

n

i
ii

k

i
ii ee yхФ

где  iki γγ−=γ −
+

1
2 )1(' .  Предположение  индукции 

позволяет  заключить,  что  1),( =ухФ .  Выполни-
мость условия 6’ доказана.

Поставим в соответствие каждому Vx∈  точки 
21, xx  и Ax , определенные равенствами

.)(,)(

,)(

210
)(

2

)(
1

ххAxxexx

exх

xIi
ik

xIi
ik

=+αα=

α=

∑

∑

∉

∈
(3.24)

Пусть числа )(xiβ  связаны с числами )(xiα  равен-
ствами (2.24). Тогда

.)(
1

1
∑

+

=
β=

n

i
ii exAx (3.25)

Покажем, что
).,(),( AyAxDухФ = (3.26)

Действительно,  пусть  1),( =ухФ .  Тогда  из усло-
вия 4 следует, что

.1))(,)(( 1010 =+α+α хуххххФ (3.27)
Но (3.8) означает, что

.1),)(( 210 =+α ххххФ (3.28)
Сравнивая (3.27) с (3.28) и используя условия 1 и 
2 [1], получаем

.1),)(( 210 =+α ххухФ (3.29)
Согласно условию 5, последнее равенство может 
выполняться лишь при .,),()( 221100 yxyxyx ==α=α  
Значит,  и  AyAx= .  Пусть,  обратно,  AyAx= .  По-
скольку система точек  { }ei i

n
=
+
1
1  аффинно-независи-

ма, представление (2.20) для любой точки из aff
{ }ei i

n
=
+
1
1  является  единственным.  Поэтому  из  тре-

тьего  равенства  (3.24)  следует,  что 
.,),()( 221100 yxyxyx ==α=α  Значит,  из  равенства 

1),)(( 210 =+α ууууФ  вытекает  (3.29).  Вместе  с 

(3.28) это дает (3.27). Применив к (3.27) условие 
6’,  получаем  1),( =ухФ .  Равенство (3.26) доказа-
но.

Покажем теперь, что отображение  А является 
аффинным.  Пусть  ', xx  –  произвольные  точки 
множества ',, λλV  –  положительные  числа, 

1'=λ+λ . Нужно проверить, что
'.')''( AxAxxxA λ+λ=λ+λ (3.30)

Согласно условию 5 имеют место равенства

).'('),(
,1)','''(,1),(

00

210210

хх
хххФхххФ

α=αα=α
=+α=+α

(3.31)

Положим

.,
00

0

00

0

αλ ′+α ′λ
αλ ′

=γ ′
αλ ′+α ′λ

α ′λ=γ

Числа γ  и 'γ  положительны, γ + 'γ =1. Как видно 
из (3.24) и (3.9), при некоторых неотрицательных 
числах )1,...,1(', +=δδ niii  будет

.1,1

,,

1

1

1

1
00

1

1
22

1

1
11

=δ ′=δ+γ ′α ′+γα

δ ′=′γ ′+γδ=′γ ′+γ

∑∑

∑∑
+

=

+

=

+

=

+

=
n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii exxexx

(3.32)

Положим
{ } .)(,)(,| ∑∑

∉∈
δ−δ ′=µδ ′−δ=νδ ′>δ=

Ni
ii

Ni
iiiiiN

Из (3.32) вытекает равенство
µ=ν+γ ′α ′+γα 00 .

Пусть
.,)(,)( ∑∑∑∑

∉∈∉∈
δ+δ ′=δ−δ ′=δ ′−δ=

Ni
ii

Ni
ii

Ni
iii

Ni
iii eezeveu

Тогда

).''(')(
,'',''

121121

22221111

xxxxuv
zvxxzuxx

−γ+−γ=−
+=γ+γ+=γ+γ

(3.33)

(3.33) и третье равенство (3.22) дают
'.'' 00 AxAxuv αγ+γ α=− (3.34)

Нетрудно подсчитать, что

., 0

00

00

00

0

ν−µ
α ′γ ′

=
α ′γ ′+γ α

α ′γ ′
=λ ′

ν−µ
γ α=

α ′γ ′+γ α
γ α=λ

Поэтому из (3.34) следует, что

.

,

00 xxv
xx

xAAxv
uv

′λ ′+λ=
−µ

′γ ′α ′+γα

′λ ′+λ=−µ
−

(3.35)

В силу условия 4 из (3.31) вытекает равенство
.1)'','''''( 221100 =γ+γγ+γ+γα+γα xxxxxxФ

Комбинируя его с (3.33) и (3.35), получаем

   .1),))((( =+
µ
νµ+

µ
+′λ ′+λν−µµ zzuxxФ   (3.36)
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Положим  .1,...,2,1},',min{;0 +=δδ=γµ=γ niiii  То-
гда

.1,
1

1
0

1

1
=γ+γγ= ∑∑

+

=

+

=

n

i
i

n

i
eiez

Кроме  того, .))'')(((1 Vuxxv ∈+λ+λ−µµ −  Действи-
тельно, если 0=v ,  то 0=u  и утверждение очевид-
но.  Если  же  0>v ,  то   и  этот  факт  вытекает  из 
представления в виде выпуклой комбинации

.)()))(((1
v
uvxxvuxx ⋅

µ
+′λ ′+λ

µ
−µ=+′λ ′+λν−µµ −

Наконец,  Vu∈µ − 1 . Таким образом, для равенства 
(3.36) выполняется посылка условия 6. Его заклю-
чение дает

.1,)( =






µµ
+′λ ′+λ

µ
−µ vuxxvФ

Но последнее равенство является соотношени-
ем (3.28) для точки ''xx λ≠λ . Поэтому

( ) .
1

v
uvuvvxxA

−µ
−=







µ
−

µ






µ
−µ=′λ ′+λ

−

Вместе с первым равенством (3.35) это дает тре-
буемую формулу (3.30).

Поскольку точки 1
1}{ +

=
n
iie  аффинно-независимы, 

из равенств (3.25) и (3.30) вытекает, что iβ  – аф-
финные функционалы на V . Из (2.29) и условия 7 
следует, что функции βi|(x)| непрерывны. Тогда по 
лемме 3.1  функционалы допускают  однозначное 
продолжение  до  аффинных  функционалов  на 
всем пространстве. Проверим теперь, что уравне-
ния  (2.25) разрешимы при условии  111 =++ +ns...s . 
Пусть  11 ,, +ns...s  удовлетворяют  этому  условию. 
Покажем, что точка

∑
+

=
=

1

1

n

i
iiesx

является решением (2.25). Из равенств 1),( =ii ееФ  
и  условия  5  следует,  что 

.)(,1)(,)( 0 ijijii eeeI δ=α=α∅=  Поэтому  из  (2.58) 
вытекает,  что  .1)( =β ij e  Так как  jβ  – аффинные 
функционалы и 111 =++ +ns...s , то .)( ij sx =β

Таким  образом,  выполняется  первое  условие 
леммы  2.4.  Выполнимость  второго  вытекает  из 
условий 4 и 6’.  Утверждение теоремы в сторону 
достаточности вытекает из леммы 2.4.

Проверим необходимость.  Пусть  Ф  – n -мер-
ный  линейный  предикат.  Тогда  выполнимость 
условий 4 и 6 очевидна. Выполнимость условий 5 
и 7 вытекает из леммы 2.4.

Теорема 3.2 доказана.
3.3  Интегральное  представление  линейных 
предикатов

В соответствии с теоремой Рисса для любого 
линейного  функционала  )(xα  в  0] [1,2L  суще-
ствует единственный вектор 0] [1,2L∈α  такой, что 

),()( xx α=α .  Это  равенство  устанавливает  кано-
нический  изоморфизм  между  функционалами  и 
векторами  (и  тем самым оправдывает  обозначе-
ние их одним и тем же символом). В интеграль-
ной форме равенство Рисса имеет вид

.)()()(
1

0
∫ α=α dttxtx

Оно позволяет сформулировать  результаты двух 
предыдущих частей в некотором окончательном с 
прикладной точки зрения виде.
3.4. Общий случай

Предикат  Ф ,  определенный  на  квадрате 
выпуклого  множества  V  и  удовлетворяющий 
условиям  1-3  [1] (рефлексивность,  симметрич-
ность,  транзитивность),  назовем линейным, если 
существует конечная или счетная система функ-
ций }|{ Jii ∈α , ]0,1[2Li∈α , удовлетворяющая усло-
виям

ijji dttt δ=αα∫
1

0
)()( ,   ,, Jji ∈ (3.37)

и такая, что для любых Vyx ∈,  равенства
1),( =ухФ (3.38)

и

∫∫ α=α
1

0

1

0
)()()()( dttytdttxt kk ,   ,Jk∈ (3.39)

эквивалентны.
Проверим, что это определение эквивалентно 

исходному определению, данному в [2]. Пусть для 
предиката  Ф  выполняется  равенство  (1.10)  (см. 
[1]). Выберем в пространстве PIm  какой-либо ор-
тонормированный базис }|{ Jkk ∈α . Тогда

∑
∈

αα=
Jk

kkxPx ),( . (3.40)

Легко видеть,  что  PyPx=  тогда  и только тогда, 
когда  )()( yx kk α=α , Jk∈ .  Используя  формулу 
Рисса,  последние равенства можно переписать в 
форме (3.39). Пусть, обратно, для предиката Ф су-
ществуют  функции  }|{ Jii ∈α ,  удовлетворяющие 
(3.37), и такие, что соотношения (3.38) и (3.39) эк-
вивалентны.  Определим ортопроектор  P  равен-
ством (3.40).  Легко  видеть,  что  PyPx=  тогда  и 
только тогда,  когда  выполняется условие  (3.39). 
Таким  образом,  рассматриваемые  определения 
действительно эквивалентны. Как видно из (4.4),

}).|({Im JiLP i ∈α= (3.41)

Если  0] [1,aff 2LV = ,  то  линейному  предикату 

126



отвечает  лишь  один  ортопроектор.  Таким  об-
разом, в этом случае предикат Ф  является n -мер-
ным линейным тогда и только тогда, когда мно-
жество J  состоит из n  элементов.

Требование  ортонормированности  системы 
функций не всегда является удобным в приложе-
ниях. Заменим его менее ограничительным требо-
ванием. Будем для краткости называть конечную 
или счетную систему }|{ Jii ∈α  базисной, если она 
является базисом своей линейной оболочки. Если 
система конечна,  она является базисной тогда  и 
только  тогда,  когда  она  линейно-независима. 
Если система }|{ Jii ∈α  счетная, то линейной неза-
висимости, вообще говоря, недостаточно для ба-
зисности.  Приведем  одно  достаточное  условие. 
Пусть существуют такие положительные констан-
ты m  и  M , что для любого собственного значе-
ния каждой из матриц Грама ( n =1, 2, 3,...)


















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αααααα

=ααα

),)...(,)(,(
............................................
),)...(,)(,(

),)...(,)(,(

),...,,(

21

22212

12111

21

nnnn

n

n

nГ

справедливо неравенство  Mm ≤λ≤ .  Тогда систе-
ма  }|{ Jii ∈α  является базисной и существует  ба-
зисная система  }|{ Jii ∈β ,  двойственная к системе 

}|{ Jii ∈α .
Теорема  3.3. Для  того,  чтобы  предикат  Ф , 

определенный на квадрате выпуклого множества 
V , был линейным, необходимо и достаточно, что-
бы существовала такая базисная система функций 

}|{ Jii ∈α ,  ]0,1[2L∈α ,  что для всех  Vyx ∈,  равен-
ства  (3.38)  и  (3.39)  являются  эквивалентными. 
При этом, если  0] [1,aff 2LV = ,  то предикат  Ф  n-
мерный  линейный  тогда  и  только  тогда,  когда 
множество J  состоит из n  элементов.

Доказательство. Необходимость очевидна – в 
качестве системы  }|{ Jii ∈α  можно взять ортонор-
мированную  систему,  фигурирующую  в  опреде-
лении.  Проверим  достаточность.  Пусть  система 

}|{ Jii ∈α  удовлетворяет  условиям  теоремы, 
}|{ Jii ∈β  – двойственная система. Определим опе-

ратор B  равенством
.)(∑

∈
βα=

Ji
ii xВх (3.42)

Поскольку  }|{ Jii ∈α  – базисная система,  ВIm  
является  замкнутым  множеством.  Очевидно, 

ByВх =  тогда и только тогда, когда  )()( yx ii α=α , 
Ji∈ .  Поэтому эквивалентность равенств (3.38) и 

(3.39)  означает  справедливость  формулы  (1.11) 
[1]. Тогда предикат Ф  является линейным в силу 
леммы 1.1 [1].  Если множество  J  состоит из  n  
элементов,  предикат  Ф  является  n -мерным  в 

силу леммы 2.1 [2].
Основной в настоящем разделе является
Теорема 3.4. Пусть предикат  Ф  определен на 

квадрате  выпуклого  множества  V  с  замкнутой 
аффинной оболочкой. Для того чтобы существо-
вала  базисная  система  функций  }|{ Jkk ∈α , 

]0,1[2Lk ∈α  такая, что для всех Vyx ∈,  равенство 
1),( =ухФ  выполняется  тогда  и  только  тогда, 

когда

∫∫ α=α
1

0

1

0
)()()()( dttytdttxt kk ,   Jk∈ ,

необходимо  и  достаточно,  чтобы  предикат  Ф  
удовлетворял следующим условиям:
4) если 1),( =ухФ  и 1)','( =ухФ , то

1
2

,
2

=




 ′+′+ yyxxФ ;

5)  если  последовательность  ∞
= 1}{ jjx  сходится  к 

Vx∈ ,  последовательность  ∞
= 1}{ jjу  сходится  к 

Vy∈  и 1),( =jj ухФ , то 1),( =ухФ . Этот результат 
является комбинацией теорем 2.1 и 2.2 [2].

В случае,  когда множество  V  открыто,  усло-
вие 5 можно ослабить до формы, фигурирующей 
в  теореме  2.1.  Другие  варианты  условий  4  и  5 
приведены в комментариях к теореме 2.1.

Будем говорить, что линейно-независимая си-
стема  функций  (не  обязательно  ортогональная) 

}|)({ Jktk ∈α  определяет  линейный  предикат  Ф , 
если равенства (3.38) и (3.39) эквивалентны.

Следствие  3.1. Для  того  чтобы  две  линей-
но-независимые  системы  функций  n

ii t 1)}({ =α  и 
n
ii tu 1)}({ =  определяли один и тот же n -мерный ли-

нейный предикат Ф , на квадрате выпуклого мно-
жества с замкнутой аффинной оболочкой, необхо-
димо и достаточно, чтобы существовала невыро-
жденная матрица
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(3.43)

такая, что почти при всех ]1,0[∈t

).(...)()()(
............................................................

),(...)()()(
),(...)()()(

2211

22221212

12121111

tatatatu

tatatatu
tatatatu

nnnnnn

nn

nn

α++α+α=

α++α+α=
α++α+α=

(3.44)

Это утверждение вытекает из следствия 2.1 [2].
Предположим  теперь,  что  заданы  два  линей-

ных предиката 1Ф  и 2Ф . Будем говорить, что пре-
дикат 2Ф  грубее, чем предикат 1Ф , если для всех 
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из условия
(3.45)

вытекает, что
1),(2 =yxФ , (3.46)

и существуют такие Vyx ∈00 , , для которых

1),(,0),( 002001 == yxФyxФ . (3.47)
Следствие  3.2. Пусть  V  – выпуклое  множе-

ство, 0] [1,aff 2LV = . Пусть, далее, система 1
1}{ n

kk =α ′  
определяет предикат 1Ф  на VV× , система 2

1}{ n
kk =α ′′  

определяет предикат 2Ф  на VV× . Для того чтобы 
предикат 2Ф  был грубее предиката 1Ф , необходи-
мо и достаточно, чтобы было 12 nn <  и нашлась та-
кая прямоугольная матрица
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что
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ccc

α ′++α ′+α ′=α ′′

α ′++α ′+α ′=α ′′
α ′++α ′+α ′=α ′′

(3.49)

Доказательство. Пусть 1P  – ортопроектор, по-
рождающий предикат 1Ф , 2P  – ортопроектор, по-
рождающий предикат  2Ф . В соответствии с фор-
мулой  (1.10) предикат  2Ф  грубее  предиката  1Ф  
тогда и только тогда, когда для Vx, y∈  из равен-
ства  0)(1 =− yxP  вытекает, что  0)(2 =− yxP  и суще-
ствуют x0,y0 такие, что 0)( 001 ≠− yxP , 0)( 002 =− yxP . 
Эти  равенства  и  неравенство  являются  другой 
формой  записи  соотношений  (3.45)÷(3.47).  По-
скольку  0] [1,aff 2LV = ,  любой элемент  0] [1,2Lz∈  
может  быть  записан  в  виде  )( yxz −β= , Vx, y∈ . 
Поэтому тот факт, что 2Ф  грубее, чем 2Ф , означа-
ет,  что  для  любого  0] [1,2Lz∈  равенство 01 =zP  
влечет равенство 02 =zP  и существует 0] [1,2

0 Lz ∈  
такой, что 001 ≠zP ,  002 =zP . Другими словами, это 
значит, что 21 KerKer PP ⊂  и это включение являет-
ся  строгим.  Пользуясь  разложением  (1.9),  это 
утверждение можно переписать в виде 21 ImIm PP ⊃
,  причем включение  является строгим. Вместе с 
(3.41) это дает
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),}({)}({
21

21

11

11
n
kk

n
kk

n
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n
kk

LL
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==
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α ′′≠α ′
α ′′⊃α ′

(3.50)

Поскольку каждая из систем 1
1}{ n

kk =α ′  и 2
1}{ n

kk =α ′′  ли-

нейно-независима, соотношения (3.50) означают, 
что 12 nn <  и существует такая матрица (3.48), что 
справедливо (3.49).

Следствие 3.2 доказано.
Обсудим  вопрос  о  процедуре  практической 

проверки линейной независимости функционалов 
n
kk 1}{ =α . Такая система линейно-независима тогда 

и только тогда, когда линейно-независима систе-
ма  функций  n

kk t 1)}({ =α ,  10 ≤≤ t ,  связанная  с  ней 
формулой  Рисса.  На  практике  система функций 

n
kk t 1)}({ =α  не  может  быть  известна  в  точности. 

Обычно известными являются некоторые конеч-
ные приближения  },...,,{~

21 kpkkk ααα=α  функций 
αk(t). Разумеется, чтобы точность аппроксимации 
была приемлемой, необходимо, чтобы было np≥ . 
Таким образом,  на практике  вопрос  о линейной 
независимости  системы  n

kk 1}{ =α  заменяется  во-
просом  о  линейной  независимости  системы 

n
kk 1}~{ =α .  Оценим  погрешность  аппроксимации. 

Положим для )( 21 n,..., s, sss=

∑
=

α=
n

k
kksDs

1
,   ∑

=
α=

n

k
kkssD

1

~~
.

Мерой линейной независимости систем n
kk 1}{ =α  и 

n
kk 1}~{ =α  могут служить величины

2

2

0
min

s

Ds
s≠

=µ   и  
2

2

0

~
min~

s

sD
s≠

=µ ,

являющиеся  наименьшими собственными значе-
ниями  матриц  Грама  ),...,,( 21 nГ ααα  и 

)~,...,~,~( 21 nГ ααα  соответственно. Имеем

.
))~,~(),((~

1

2

1,
2

2

2

2

∑

∑

=

=
αα−αα

=− n

i
i

n

jk
jkjkjk

s

ss

s

sD

s

Ds  (3.51)

Для  любой  симметричной  матрицы  n
jiijb 1,)( =  

имеет место неравенство

.maxmax
,

1

2

1,
kj

jkn

i
i

n

jk
jkkj

bn
s

ssb
⋅≤

∑

∑

=

=

Поэтому из (3.51) можно заключить, что 

.|)~,~(),(|max
~

,2

2

2

2

jkjk
jk

m
s

sD

s

Ds
αα−αα=−

Но тогда и

)~,~(),(max~
,

jkjk
jk

n αα−αα⋅≤µ−µ . (3.52)

Пусть известна верхняя оценка для точности ко-
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нечномерной аппроксимации:
( ) ε≤α−α kk

~ , ,..., n., k 21=

Тогда

,2|)~,~()~,~(

)~,~(|)~,~(),(
2ε+ε≤α−αα−α+α−αα+

+α−αα=αα−αα

cjjkkjjk

kkkjkjk

где

k
nk

с α=
≤≤

~max
1 .

Тогда из (3.52) следует, что
).(2/~ 2ε+ε≤µ−µ n

Итак, если после вычисления величины µ  (эта 
величина  может  быть  найдена  любым  методом 
отыскания  наименьшего  собственного  значения 
симметрической  неотрицательно  определенной 
матрицы) окажется, что )(2/~ 2ε+ε>µ n , то можно 
гарантировать линейную независимость системы 

n
kk 1}{ =α .  В  противном  случае  есть  основания 

подозревать линейную зависимость этой системы. 
Во  втором  случае  для  дальнейшего  уточнения 
можно попытаться экспериментально найти луч-
шую конечномерную аппроксимацию и исследо-
вать  вопрос  для  неё.  Если  окажется,  что  при 
уточненном исследовании будет )(2/~ 2ε+ε≤µ n , а 
величина   ε  достаточно  мала,  это  означает,  что 
если система n

kk 1}{ =α  и не является вырожденной, 
то  она  настолько  близка  к  вырожденной,  что  с 
практической точки зрения её можно считать та-
ковой.

Для более детального изучения  n -мерных ли-
нейных предикатов рассмотрим раздельно основ-
ные интересующие нас случаи множества V .
3.5.  Предикаты,  определенные  на  квадрате 
всего пространства

Теорема 3.5. Пусть предикат  Ф  определен на 
декартовом  квадрате  пространства  0] [1,2L  и 
удовлетворяет условиям:
4) если 1=) ,( yxФ  и 1=) ,( ''Ф yx , то 1=)+ ,+( ''Ф yyxx
;
5)  существует такой набор векторов  n

kke 1}{ = ,  что 
для каждого  0] [1,2Lx∈  есть единственный набор 
чисел n

kk х 1)}({ =α , удовлетворяющих условию

1,
1

=




 αΦ ∑

=

n

k
kkex ; (3.53)

6) функции )(xkα  непрерывны.
Тогда  существуют  такие  векторы  n

kk 1}{ =α

0] [1,2L⊂ , что

∫ α=α
1

0
)()()( dttxtх kk , (3.54)

системы n
kke 1}{ = и n

kk 1}{ =α  являются линейно-неза-
висимыми  и  пара  систем  n

kke 1}{ = ,  n
kk x 1)}({ =α  

присоединена  к  предикату  Ф  (понятие  пары, 
присоединенной к  n -мерному линейному преди-
кату, было введено в части 2.1 [2]).

Это утверждение вытекает из теоремы 2.3 [2]. 
Верным  является  и  обратное  утверждение,  а 
именно: если  n

kke 1}{ =  и  n
kk x 1)}({ =α  – пара систем, 

присоединенных  к  предикату  Ф ,  то  для  этого 
предиката  выполняются условия 4-6.  Это утвер-
ждение очевидно.

Следствие 3.3. Для того чтобы пара  n
kk 1}{ =α , 

n
kke 1}{ =  была присоединена к n -мерному линейно-

му предикату Ф , определенному на квадрате про-
странства  0] [1,2L ,  необходимо n  и  достаточно, 
чтобы  равенство  1=) ,( yxФ  было  эквивалентно 
равенствам (т.е., чтобы система n

kk 1}{ =α  определя-
ла предикат Ф )

     nkdttytdttxt kk ,...,2,1,)()()()(
1

0

1

0
=α=α ∫∫    (3.55)

и чтобы выполнялось равенство

.,...,2,1,,)()(
1

0
njidttet ijjj =δ=α∫ (3.56)

Это утверждение вытекает из следствия 2.2 [2] 
и теоремы Рисса.

Если  n
kk 1}{ =α  – произвольная линейно-незави-

симая система векторов, то условию (3.56) вместе 
с  ней может удовлетворять  двойственная ей си-
стема n

ii 1}{ =β . Эта система может быть построена 
по формулам

nnссс α++α+α=β 12121111 ... ,
nnссс α++α+α=β 22221212 ... ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.57)
nnnnnn ссс α++α+α=β ...2211 ,

где n
jiijс 1,)( =  – матрица, обратная матрице Грама
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nnnn
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При практических вычислениях более удобной 
является схема нахождения  системы  n

ii 1}{ =β ,  ис-
пользующая следующий конечный итерационный 
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процесс. Полагаем niii ,...,2,1,0 =α=β . Предполо-
жим,  что  при  некотором  ,..., n , m 21= уже  по-
строена  система  n

imi 11}{ =−β .  Вычислим  функцию 

mmβ  по формуле

∫ αβ

β
=β

−

−
1

0
1

1

)()( dttt mmm

mm
mm ,

а затем функции ),,...,2,1( miniim ≠=β  по форму-
лам

mmmmimimi dttt β⋅




 αβ−β=β ∫ −−

1

0
11 )()( .

На  n-м  шаге  получаем  требуемый  результат: 
,ini β=β ,..., n., i 21 =

В приложениях одни системы векторов n
kke 1}{ =

могут быть предпочтительнее других (например, 
потому, что удовлетворяют дополнительному тре-
бованию  –  все  функции  )(tеk  неотрицательны). 
Поэтому  приведем  здесь  общую  конструкцию, 
позволяющую найти все такие системы векторов.

Следствие 3.4. Пусть  Ф  –  n -мерный линей-
ный  предикат,  определенный  на  квадрате  про-
странства  0] [1,2L ,  n

kk 1}{ =α  –  линейно-независи-
мая система функционалов, определяющая преди-
кат Ф ,  n

kk 1}{ =β  – двойственная система. Для того 
чтобы пара систем n

kk 1}{ =α  и n
kke 1}{ =  была присо-

единена к предикату Ф , необходимо и достаточ-
но, чтобы

nke kkk ,..,2,1, =γ+β= , (3.58)

где  ∞
=γ 1}{ nk  –  любая  система,  удовлетворяющая 

условию

.,...,2,1,0)()(
1

0
nidttt ji ==γα∫ (3.59)

Доказательство. Действительно, если система 
векторов  ∞

=γ 1}{ jj  удовлетворяет  условию  (3.59), 
т.е.  ортогональна  подпространству  },...,{ 1 nL αα , 
то в силу двойственности систем n

ii 1}{ =α  и n
ii 1}{ =β  

выполняются  равенства  (3.56)  и  пара  n
ii 1}{ =α , 

n
iie 1}{ =  присоединена к предикату Ф  в силу след-

ствия  3.3.  Теперь,  пусть  пара  n
ii 1}{ =α ,  n

iie 1}{ =  
присоединена к предикату Ф . Тогда имеют место 
равенства  (3.56).  Но  для  двойственной  системы 

n
ii 1}{ =β  также выполняются эти равенства.  Тогда 

.0),(),(),( =δ−δ=αβ−α=αβ− kikiikikikk ee
Следствие 3.4 доказано.
Мы видели, что n -мерный линейный предикат 

Ф  не определяет однозначно связанную с ним си-

стему n
ii 1}{ =α . Однако если задать систему векто-

ров  n
iie 1}{ = ,  то  существует  лишь  одна  система 

функционалов  n
kk 1}{ =α  такая,  что  пара  и  n

kke 1}{ =  
присоединена  к  предикату  Ф .  Действительно, 
пусть  n

kk 1}{ =α  и  n
kku 1}{ =  – две такие системы. То-

гда они связаны равенством (3.44). Имеем

.),(),(
1

∑
=

α=
n

j
kjijki eaeu (3.60)

Но  согласно  следствию  2.1  ,),( ikki eu δ=  
.),( jkki e δ=α  Поэтому  из  (3.60)  следует,  что 

.jki δ=α  Тогда  из  (3.44)  вытекает,  что  ,iiu α=  
,..., n., i 21=

Пусть n
kk 1}{ =α , n

kke 1}{ =  – одна, а n
kku 1}{ = , n

kkg 1}{ =  
– другая пара систем, присоединенная к одному и 
тому же предикату  Ф . Предположим, что систе-
мы n

kk 1}{ =α , n
kke 1}{ = , n

kkg 1}{ =  известны. Вопрос за-
ключается в том, чтобы по этим данным найти си-
стему  n

kku 1}{ = .  Оказывается,  что это может быть 
сделано даже без знания системы n

kke 1}{ = . А имен-
но, система n

iiu 1}{ =  может быть найдена по форму-
лам (3.44), где (3.43) – матрица, обратная матрице
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 (3.61)

Действительно,  если  пары  n
kk 1}{ =α ,  n

kke 1}{ =  и 
n
kku 1}{ = , n

kkg 1}{ =  присоединены к предикату Ф , то 
каждая  из  систем  n

kk 1}{ =α  и  n
kku 1}{ =  определяет 

этот предикат. Тогда согласно следствию 3.1 име-
ют место равенства (3.44), где (3.43) – некоторая 
невырожденная матрица. Умножая скалярно каж-
дое из этих равенств на ),...,2,1( nkg k = , получа-
ем

∑
=

=α=
n

j
kiijki nkigagu

1
,..,2,1,),,(),( . (3.62)

Но в силу следствия 3.3 справедливо равенство 
ikki gu δ=),( . Поэтому (2.10) [2] может быть пере-

писано в матричном виде:
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Таким образом, матрица (3.43) действительно 
обратна (3.61).
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Пусть  n
kk 1}{ =α  и  n

kku 1}{ =  – какие-либо системы 
функционалов,  определяющие  предикат  Ф , 

n
kk 1}{ =β и  n

kkv 1}{ =  – двойственные к ним системы. 
Если  известна  матрица  (3.43),  связывающая  си-
стемы  n

kk 1}{ =α  и  n
kku 1}{ =  равенством (3.44), и си-

стема  n
kk 1}{ =β ,  то  для  нахождения  n

kkv 1}{ =  нет 
необходимости  в  задании  n

kku 1}{ = .  Она  может 
быть найдена по формулам
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dddv
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β++β+β=

β++β+β=
β++β+β=

(3.63)

где
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(3.64)

матрица, обратная сопряженной к матрице (3.43). 
Действительно, согласно следствию 3.1, системы 

n
iiv 1}{ =  и  n

ii 1}{ =β  связаны  равенством  (3.63),  где 
n

jiijd 1,}{ =  – некоторая невырожденная матрица. То-
гда

  .),()(),(
11

∑∑
==

β=β==δ
n

j
jkij

n

j
jijkikki udduvu (3.65)

Но из (3.44) следует, что
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= ==

=δ=βα=βα=β
n

s

n

s
kjsjksjsks

n

s
jsksjk aaaau

1 11
.),()(),(

Вместе с (3.65) это дает
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j
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1
,

или в матричном виде
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Отсюда видно, что матрица (3.64) действительно 
обратна сопряженной матрице (3.43).

Сделаем последнее  замечание,  относящееся к 
замене координат в интегральном представлении 
n -мерного линейного предиката. Пусть, как и ра-
нее,  n

kk 1}{ =α ,  n
kke 1}{ =  – какая-либо пара функцио-

налов и векторов, присоединенная к предикату Ф
,  n

kku 1}{ =  –  какая-либо  система  функционалов, 
определяющая  этот  предикат.  Требуется  найти 
какую-либо  систему  векторов  n

kkg 1}{ = ,  которая 
вместе с n

kku 1}{ = присоединена к Ф . Эта задача мо-
жет быть решена без знания n

kku 1}{ = , если извест-

на система  n
kke 1}{ =  и матрица (4.7).  Искомая си-

стема может быть найдена по формуле
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nnnnnn
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nn

edededg

edededg
edededg

+++=

+++=
+++=

(3.66)

аналогичной  (3.63),  с  той  же  матрицей  (3.64)  – 
обратной  сопряженной  матрице  (3.43).  Действи-
тельно, пусть n

kkg 1}{ =  – система, определяемая ра-
венствами (3.66). Положим

njvg jjj ,...,2,1, =−=ξ .
Тогда из (3.63), (3.66) и (3.58)

∑ ∑
= =

γ=β−=ξ
n

k

n

k
kjkkkjkj ded

1 1
)( .

Поэтому из (3.59) получаем

∑
=

=αγ=αξ
n

k
ikjkij d

1
0),(),( .

Вместе с (3.44) это дает
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=αξ=αξ=ξ
n

i
ijsi

n

i
isijsj aau

11
0),(),(),( .

Таким образом,  система  n
kku 1}{ =  определяет пре-

дикат  Ф ,  n
kkv 1}{ =  –  двойственная  система 

kkk vg ξ+=  )21( ,..., n, k =  0=ξ ),( jk u  
).21( ,..., n, i, j=  Тогда,  согласно  следствию  3.4, 

пара систем n
kku 1}{ = ,  n

kkg 1}{ =  присоединена к пре-
дикату Ф , что и требовалось.
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