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The paper considers the problem of mathematical modeling of two-dimen-

sional steady slow flows of a viscous fluid complicated by heat and mass transfer. 

For its numerical analysis, the use of the R-function method in combination with 

the Ritz method is proposed. 

 

Дослідження стаціонарних повільних течій в’язкої рідини, ускладнених 

процесами тепло- та масообміну, є однією з ключових задач сучасного матема-

тичного моделювання в рамках гідродинаміки та тепломасообміну. Такі задачі 

виникають у при вивченні процесів, що протікають у хімічних реакторах (ка-

талітичні процеси, дифузійно-кінетичні режими), енергетичних установках, 

біореакторах тощо. Особливу складність становлять, зокрема, складна залеж-

ність властивостей процесу від температури і концентрації, зв’язок між полями 

швидкості, температури та концентрації та складна геометрія областей. Кла-

сичні чисельні методи (скінченних різниць, скінченних елементів) вимагають 

складної генерації сіток для областей складної форми особливо з криволіній-

ними ділянками меж. У цьому контексті ефективним є застосування методу R-

функцій, запропонованого академіком НАН України В.Л. Рвачовим, який доз-

воляє на аналітичному рівні точно враховувати геометрію області та точно за-

довольняти всі крайові умови задачі, а далі звести задачу до варіаційної або 

проєкційної обчислювальної схеми для отримання наближеного розв’язку. Для 

чисельного розв’язування задач гідродинаміки в’язкої рідини метод R-функцій 

застосовувався, наприклад, у роботах [1, 2]. 

Нехай  – плоска однозв’язна область з кусково-гладкою межею . 

В області  розглядатимемо повільну течію в’язкої нестисливої рідини і 

вважатимемо, що у рідині протікають процеси тепло- та масообміну. Поле 

швидкостей описуватимемо функцією течії ( , )x y =  , що пов’язана з ком-

понентами вектору швидкостей ( , )x yv v=v  співвідношеннями 

 xv
y


=


,  yv

x


= −


. 

Нехай далі ( , )x y =   – температура, а ( , )c c x y=  – концентрація речо-

вини (реагенту) в області . Тоді процес описуватиметься (у наближенні 

Стокса) наступними рівняннями: 
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 
  −  −  =

 
,  ( , )x y , (1) 

 ( , )F x y− = ,  ( , )x y , (2) 

 ( , )D c G x y−  = ,  ( , )x y , (3) 

де   – кінематична в’язкість,  , c  – коефіцієнти теплового та концентра-

ційного об’ємного розширення відповідно,  – коефіцієнт температуропро-

відності, D  – коефіцієнт дифузії. 

Систему (1) – (3) потрібно доповнити ще крайовими умовами для 

функції течії, температури та концентрації: 

 0( )f s


 = , 
0( )g s




=

n
,  s, (4) 

 0( )h s


 = , s, (5) 

 0( )c r s


= , s, (6) 

де 0f

s




, 0g  – розподіли нормальної і дотичної складової швидкості потоку 

відповідно, 0h  – розподіл температури на межі , 0r  – розподіл концентра-

ції на межі , n – зовнішня нормаль до . 

Для розв’язання початково-крайової задачі (1) – (6) скористаємося струк-

турним методом (методом R-функцій) [3]. Нехай межа  області  може 

бути описана елементарною функцією ( , )x y  відповідно до методу R-

функцій, причому ( , ) 0x y =  – нормалізоване рівняння . Крайові умові (4) 

– (6) задовольняють відповідно жмутки функцій 
2

1( )f D f g = −  + +  , 

h = + , c r= +  , де 0ECf f= , 0ECg g= , 0ECh h=  0ECr r=  – відповідно 

продовження функцій 0f , 0g , 0h , 0r  в , ( , )x y =  , ( , )x y =  , ( , )x y =   – 

невизначені компоненти структур, які будемо вважати достатньо гладкими. 

Для апроксимації невизначених компонент  , ,  скористаємося методом 

Рітца. 
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