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This paper introduces an iterative method for calculating the planar flow of 

a viscous fluid, based on the joint application of the method of successive ap-
proximations by nonlinear component and the R-functions method. 

 
Розглянемо плоску стаціонарну задачу про рух в'язкої нестисливої 

рідини в скінченній однозв'язній області   з кусково-гладкою межею  . 
Така течія може бути описана крайовою задачею для одного нелінійного 
рівняння четвертого порядку відносно функції течії  ,x y : 

  2 ,J    Re  у  , (1) 
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Тут Re  – число Рейнольдса; 
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Для розв'язування задачі (1), (2) побудуємо процес послідовних на-
ближень. Нехай  0 ,u x y  – розв'язок наступної задачі: 
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Задача (3), (4) в зроблених припущеннях може бути розв'язана за до-
помогою методів R-функцій та Рітца [1]. 

В задачі (1), (2) зробимо заміну 0u u   , де u  – нова невідома функ-
ція. Це приводить до задачі з однорідними крайовими умовами 
   2

0 0, u J u u u u    Re  у  , (5) 
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Послідовні наближення до розв'язку задачі (5), (6) будуватимемо на-
ступним чином. Нехай початкове наближення  0u  задано. Тоді при 
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відомому значенні  ku  функції u  на k -й ітерації наступне  1k  -е набли-

ження знаходиться як розв'язок наступної лінійної задачі 
      12

0 0( ( ), ) k k ku J u u u u    Re  у  , (7) 
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Відомо [2], що оператор крайової задачі (7), (8) додатно визначений і 
при фіксованій правій частині в (7) розв'язок задачі (7), (8) може бути 
знайдений як точка мінімуму в 2H


 функціоналу енергії 
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де 2H


 – відповідний енергетичний простір. 

Згідно з методом Рітца наближений розв'язок задачі (7), (8) подамо у 
вигляді 
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де      2, , ,i ix y x y x y    ;  ,x y  – функція, що описує геометрію об-

ласті: 1) ( , ) 0x y   на  ; 2) ( , ) 0x y   у  ; 3) 1


 
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 на  ;  ,i x y  – 

повна в 2 ( )L   система функцій;  1k
ic   – невизначені коефіцієнти. Для ви-

значення сталих  1k
ic   отримаємо систему Рітца, що відповідає 

функціоналу (9). 
Запропонований метод показав свою ефективність на модельній задачі 

розрахунку стаціонарної течії в квадратній каверні при русі верхньої 
кришки. Матриця системи Рітца є симетричною і не змінюється від ітерації 
до ітерації. Це дозволяє використовувати її повторно при різних значеннях 
числа Рейнольдса. Також є можливість прискорювати формування системи 
Рітца використовуючи паралельні обчислення на базі технології NVIDIA 
CUDA [3]. 
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