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РЕФЕРАТ 

 

Пояснювальна записка: 57 с., 4 табл., 11 рис., 1 дод., 24 джерела. 

 

ФІЛЬТРАЦІЙНА ТЕЧІЯ, ВІЛЬНА ПОВЕРХНЯ, ТЕОРІЯ R-ФУНКЦІЙ, 

МЕТОД РІТЦА, МЕТОД НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ. 

 

Об’єкт дослідження – процеси фільтрації у пористому ґрунті з вільною 

поверхнею. 

Мета роботи – застосування методу R -функцій до аналізу задачі моделю-

вання процесів фільтрації в областях з вільною межею. 

Методи дослідження – конструктивний апарат теорії R -функцій для по-

будови структур розв’язку розглядуваних крайових задач, метод Рітца для ап-

роксимації невизначених компонент зазначених структур та метод найменших 

квадратів для уточнення рівняння вільної межі. 

У кваліфікаційній роботі розглянуто задачу комп’ютерного моделювання 

процесів фільтрації в областях з вільною межею. Було проведено системний 

аналіз проблеми комп’ютерного моделювання процесів фільтрації в областях з 

вільною межею та сценаріїв її вирішення, зроблено висновок про доцільність 

використання конструктивного апарату теорії R-функцій у поєднанні з методом 

Рітца та точковим методом найменших квадратів. На основі методики побудови 

структур розв’язку побудовано жмуток функцій, що точно задовольняє всі кра-

йові умови задачі. Для апроксимації невизначеної компоненти жмутка запропо-

новано використати метод Рітца, а для ітераційного уточнення рівннян вільної 

межі – точковий метод найменших квадратів. Запропонована методика була ал-

горитмізована та програмно реалізована у системі Wolfram Mathematica 13.3. 

Наведено результати обчислювального експерименту для тестової задачі з ві-

домим точним розв’язком. 
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ABSTRACT 

 

Introductory note: 57 pages, 4 tables, 11 figures, 1 appendix, 24 sources. 

 

FLOW IN POROUS MEDIA, FREE BOUNDARY, R-FUNCTION THEORY, 

RITZ METHOD, LEAST SQUARE METHOD. 

 

Object of research – filtration processes in porous media with a free surface. 

Purpose of work – application of the R-function’s method to analyze the prob-

lem of modeling filtration processes in regions with a free boundary. 

Methods of research – constructive apparatus of the theory of R-functions for 

building solution structures of the considered boundary value problems, the Ritz 

method for approximating the undefined components of the mentioned structures, and 

the method of least squares for refining the free boundary equation. 

The qualification work examines the problem of computer modeling of filtra-

tion processes in regions with a free boundary. A systematic analysis of the problem 

of computer modeling filtration processes in regions with a free boundary and scenar-

ios for its solution has been conducted. A conclusion has been drawn about the feasi-

bility of using the constructive apparatus of R-function theory in combination with 

the Ritz method and the pointwise least squares method. Based on the methodology 

for constructing solution structures, a bundle of functions that exactly satisfies all 

boundary conditions of the problem has been constructed. To approximate the unde-

fined component of the bundle, it is proposed to use the Ritz method, and for iterative 

refinement of the free boundary equation – the pointwise least squares method. The 

proposed methodology has been algorithmized and implemented programmatically in 

Wolfram Mathematica 13.3. The results of a computational experiment for a test 

problem with a known exact solution are presented. 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Фільтраційні течії відіграють ключову роль у при-

родних екосистемах, оскільки вони впливають на розподіл води, поживних ре-

човин та забруднюючих речовин у ґрунті та водних ресурсах. Моделювання та-

ких течій дозволяє передбачати, як забруднення можуть поширюватися у під-

земних водах, що має важливе значення для охорони навколишнього середо-

вища та управління водними ресурсами.  

У будівництві та геотехніці важливо розуміти поведінку ґрунтів і їх взає-

модію з водою. Фільтраційні течії можуть викликати осідання, зсуви та інші 

небезпечні явища. Моделювання таких процесів допомагає інженерам проєкту-

вати безпечні та стабільні споруди. 

Таким чином, моделювання фільтраційних течій в областях з вільною 

межею є надзвичайно важливою задачею в сучасній науці та інженерії. Це 

пов’язано з багатьма факторами, які визначають важливість дослідження даних 

процесів. Розробка нових методів і алгоритмів для моделювання цих процесів є 

важливим напрямком досліджень, що сприяє сталому розвитку та ефективному 

управлінню природними ресурсами. Отже, тема кваліфікаційної роботи є акту-

альною. 

Мета і завдання кваліфікаційної роботи. Метою кваліфікаційної робо-

ти є застосування методу R -функцій до аналізу задачі моделювання процесів 

фільтрації в областях з вільною межею. Для досягнення поставленої мети необ-

хідно виконати наступні завдання: 

– провести огляд і аналіз сучасного стану задачі моделювання процесів 

фільтрації в областях з вільною межею; 

– розглянути основні теоретичні відомості, що відносяться до конструк-

тивного апарату теорії R -функцій; 

– застосувати метод R -функцій до аналізу задачі моделювання процесів 

фільтрації в областях з вільною межею; 

– розробити чисельний алгоритм розв’язання поставленої задачі моделю-



 8 

вання процесів фільтрації в областях з вільною межею; 

– реалізувати розроблений чисельний алгоритм, використовуючи систему 

Wolfram Mathematica 13.3; 

– провести обчислювальний експеримент для тестової задачі та виконати 

аналіз його результатів. 

Об’єктом дослідження є процеси фільтрації у пористому ґрунті з віль-

ною поверхнею. 

Предметом дослідження є методи математичного моделювання та чисе-

льного аналізу процесів фільтрації в областях з вільною межею. 

Методи дослідження. У кваліфікаційній роботі використовуються конс-

труктивний апарат теорії R -функцій для побудови структур розв’язку розгля-

дуваних крайових задач, метод Рітца для апроксимації невизначених компонент 

зазначених структур та метод найменших квадратів для уточнення рівняння ві-

льної межі. 
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1 СИСТЕМНИЙ АНАЛІЗ ПРЕДМЕТНОЇ ОБЛАСТІ 

ТА ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

1.1 Системний аналіз задачі моделювання процесів фільтрації в областях 

      з вільною межею 

 

Об’єкт – «Задача моделювання процесів фільтрації в областях з вільною 

межею». 

Системна модель об’єкта створюється з метою вивчення етапів побудови 

математичної моделі цих фізичних процесів та побудови найбільш ефективного 

методу розв’язання. Вона включає в себе побудову моделей, пов’язаних між 

собою, і фізичних процесів, які протікають у системі і впливають один на одно-

го; побудову геометричної моделі системи; розрахунок поля швидкостей ріди-

ни в області, яке стане перевіркою правильності побудови моделі. На окремі 

частини системи, такі як побудова математичної та розрахункової моделі, у цій 

роботі звернено особливу увагу [1 – 3]. 

Система «Задача моделювання процесів фільтрації в областях з вільною 

межею» належить до цілеспрямованих систем, для яких призначення визнача-

ється їхньою здатністю (властивістю) приймати потреби й виконувати певні дії 

для задоволення цих потреб. Отже, призначенням моделі є надання глобальної 

математичної моделі для її подальшого використання при вивченні фізичних 

процесів фільтрації. Задля реалізації мети системи використовують різні ресур-

си. До таких ресурсів належать: інформаційні, технологічні, енергетичні. Голо-

вний вихід системи – наближений розв’язок із заданою точністю. На входи сис-

теми подаються її фізичні та геометричні параметри, які однаково важливі та є 

невід’ємною частиною побудови моделі. За допомогою програмного продукту 

Mathematica та за безпосередньої участі дослідника, керуючись інформаційною 

базою, здійснюється реалізація процесу моделювання. 

В рамках методології IDEF0 процес представляється у вигляді набору 

елементів-робіт, які взаємодіють між собою, а також показуються ресурси, що 
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споживаються кожною роботою [1 – 3]. 

Стосовно вже існуючих систем IDEF0 може бути використана для аналізу 
функцій, що виконуються системою, та відображення механізмів, за допомогою 
яких ці функції виконуються. Перша діаграма в ієрархії діаграм IDEFO завжди зо-
бражує функціонування системи загалом. Такі діаграми називаються контекстни-
ми (рисунок 1.1). Після того, як контекст описаний, проводиться побудова насту-
пних діаграм в ієрархії. Кожна наступна діаграма є більш докладним описом (де-
композицією) однієї з робіт на діаграмі, що стоїть вище. Результат декомпозиції 
контекстної діаграми системи наведено на рисунках 1.2 – 1.6. 

 

  
 Рисунок 1.1 – Контекстна діаграма системи  

 «Розв’язати задачу плоскої фільтрації» 

 
 
1.2 Аналіз сценаріїв вирішення задачі моделювання процесів фільтрації 

      в областях з вільною межею 

 

Для задачі для функції течії необхідно вибрати метод розв’язання, що ві-

дповідає найкращій якості розв’язку, який характеризується заданими парамет-

рами (рис. 1.7). 
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 Рисунок 1.2 – Діаграма декомпозиції. Рівень А0 

 

  
 Рисунок 1.3 – Діаграма декомпозиції «Побудова математичної моделі». 

 Рівень А1 

 
Нехай отримання розв’язку характеризується такими параметрами: 

– ресурси ЕОМ, витрачені обчислення; 

– час проведення розрахунків; 

– точність отриманого розв’язку; 
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– обчислювальна складність алгоритму; 

– форма подання отриманих результатів з точки зору простоти подальшо-

го використання. 

 

  
 Рисунок 1.4 – Діаграма декомпозиції «Побудова структури розв’язку».  

 Рівень А2 

 

  
 Рисунок 1.5 – Діаграма декомпозиції 

 «Апроксимація невизначеної компоненти». Рівень А3 
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 Рисунок 1.6 – Діаграма декомпозиції «Вивід результатів». Рівень А4 
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 Рисунок 1.7 – Ієрархічна модель аналізу проблеми 
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Методи розв’язання: 

– точні аналітичні методи; 

– наближені аналітичні методи; 

– сіткові методи. 

У таблиці 1.1 наведено вектор пріоритетів елемента першого рівня. 

 

Таблиця 1.1 – Вектор пріоритетів елемента першого рівня 

Ресурси 

ЕОМ 

Час 

розрахунків 

Точність 

розв’язку 

Складність 

алгоритму 

Форма 

подання  

результатів 

0,0177 0,5340 0,6292 0,2106 0,0890 

 

Таблиця 1.2 містить компоненти векторів пріоритетів для елементів дру-

гого рівня. 

 

Таблиця 1.2 – Компоненти векторів пріоритетів для елементів другого 

                        рівня 

Елемент рівня 

Вектор пріоритетів 

Точні 

аналітичні 

методи 

Наближені 

аналітичні 

методи 

Сіткові 

методи 

Ресурси ЕОМ 0,40 0,2 0,38 

Час розрахунків 0,4076 0,2109 0,4001 

Точність розв’язку 0,513 0,7143 0,1429 

Складність алгоритму 0,1655 0,6098 0,2247 

Форма подання  

результатів 
0,1429 0,7143 0,1429 

 

Значення якості розв’язку для кожного методу можна обчислити за 

загальною формулою: 
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5

1
1 1 1i i T R A C V

i

T R A C VQ
T R A C V=

     
= λ ϕ = λ − + λ − + λ + λ − + λ               

∑ ист іст іст іст іст

норм норм норм норм норм

, 

 

де λ  – важливість якості; 

    ϕ  – міра якості. 

Значення якості розв’язку наведено у таблиці 1.3. 

 

Таблиця 1.3 – Значення якості розв’язку 

Значення якості розв’язку 

Точні 

аналітичні 

методи 

Наближені 

аналітичні 

методи 

Сіткові методи 

0,1659 0,6557 0,1784 

 

У таких класичних точних аналітичних методах, як наприклад, метод 

Фур’є або метод інтегральних перетворень, геометрична інформація врахову-

ється вдалим вибором системи координат; у методі конформних відображень – 

побудовою підходящої відображаючої функції. Однак такі підходи далеко на 

завжди можливі. 

Порівнюючи отримані значення якості, можна виділити наближені ана-

літичні методи на основі методу R-функцій як найефективніші для розв’язання 

задач розрахунку плоских задач фільтрації з вільною межею. 

 

 

1.3 Змістовна та формальна постановка задачі 

 

Розглянемо випадок двовимірного нестисливого потоку через ортотроп-

ний ґрунт у області Ω , у якій закон Дарсі може бути записаний так: 
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1 11
1

uv k
x

∂= −
∂

, 2 22
2

uv k
x

∂= −
∂

. Тут u  – напір, 11k , 22k  – коефіцієнти фільтрації, 1v , 2v  

– компоненти швидкості потоку. Рівняння нерозривності такого потоку має ви-

гляд: 

 

 11 22
1 1 2 2

0u uk k
x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   
 у Ω .  (1.1) 

 

Граничні умови задачі такі: 

 

 u u=  на 1∂Ω ; 

 11 1 22 2
1 2

n n n n
u uv k k v
x x

 ∂ ∂= − α + α = ∂ ∂ 
 на 2∂Ω ,  (1.2) 

 

де nv  – швидкість, спрямована за нормаллю до межі; 

     1nα  і 2nα  – напрямні косинуси нормалі з осями 1Ox  і 2Ox  відповідно; 

      1∂Ω  – непроникна частина межі; 

       2∂Ω  – проникна частина межі. 

Нехай в пористому ґрунті утворюється вільна поверхня рідини, що фільт-

рується, яка називається зазвичай поверхнею депресії. Точне положення цієї 

поверхні невідомо та її визначення становить одну з частин загального 

розв’язання. З цією метою використовується проста умова: у будь-якій точці ві-

льної поверхні повний потенціальний напір u  дорівнює напору H , що відпові-

дає геометричному піднесенню вільної поверхні над площиною порівняння 

(атмосферний тиск приймається рівним нулю). Зазначимо, що наявність вільної 

ділянки межі області фільтрації робить крайову задачу (1.1), (1.2) нелінійною. 

Розглянемо загальний випадок фільтрації, показаний на рис. 1.8, із чоти-

рма різного типу ділянками межі [4 – 7]. 
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 Рисунок 1.8 – Загальний випадок фільтрації 

 

Тип 1. Непроникна межа (лінія AF ) – поверхня шару ґрунту та тверді по-

роди. Умова на таких межах є 0u∂ =
∂n

 на 2∂Ω . Отже, вони є лініями течії. 

Тип 2. Межа ґрунту з рідиною є поверхнею пористої греблі, що обмежу-

ють район фільтрації вгору і вниз за потоком (лінії ABC  і EF ). На ці поверхні 

діє гідростатичний тиск; повний потенційний напір вздовж них може бути 

прийнятий сталим і рівним підвищенню рідкої поверхні. Ці межі є еквіпотенці-

альними лініями. 

Тип 3. Лінія фільтрації (або крива депресії) CD  є найвищою лінією течії в 

області течії. У кожній точці вздовж цієї лінії тиск у порах дорівнює атмосфер-

ному, тому повний напір дорівнює геометричному напору, тобто 2u H x= =  в 

довільної точці CD . Крім того, ця крива є лінією течії. 

Типа 4. Поверхня височування – це поверхня, де вода просочується крізь 

ґрунт у повітря. Оскільки тиск на такій межі є сталим і дорівнює атмосферному, 

повний тиск дорівнює підвищенню ( 2u x= ). Ця межа не є ні еквіпотенціальною 

лінією, ні лінією течії. 

Розглянемо двовимірний випадок: 1x x= , 2x y= , 3 0x =  і, крім того, 

0ijk =  при i j≠ , , 1,2i j = , тобто осі координат є основним напрямом тензора 

коефіцієнта фільтрації. Розв’язуватимемо мішану крайову задачу, пов’язану з 

визначенням підземної частини гідроспоруди: 
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 11 22 0u uk k
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ − − =   ∂ ∂ ∂ ∂   
 у Ω ,  (1.3) 

 1AE
u u= , 3FC

u u= ,  (1.4) 

 ( )0 0 ,
ABC A B C

u u x y
N ′ ′ ′

∂ + σ = γ
∂



,  (1.5) 

 

де ( ) ( )11 22cos , cos ,u u uk x k y
N x y

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

n n  – похідна по конормалі; 

     n  – одиничний вектор зовнішньої нормалі; 

     1u , 3u  – сталі величини. 

Частина межі області A B C′ ′ ′  (рис. 1.9) – невідома лінія, яку позначимо 

через *∂Ω . У окремому випадку, коли ABC  і A B C′ ′ ′  – непроникні межі, маємо 

0 0σ =  і 0 0γ = . 

  

A  

B  

A′  
B′  

C′   C   

x  

y  

 
 Рисунок 1.9 – Область фільтрації 

 

Припускаємо, що точки A′  і C′  невідомі. Оскільки у нас *∂Ω  означає не-

відому межу, то згідно з теорією на ній задається додаткова, так звана «геомет-

рична умова» (або «кінематична умова») 

 

 ( )u s= ξ  на *∂Ω ,  (1.6) 

 

де ξ  означає заданий напір на підземному контурі гідроспоруди. 
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1.4 Постановка задач дослідження 

 

Виходячи з проведеного системного аналізу задачі моделювання процесів 

фільтрації в областях з вільною межею, а також аналізу методів її вирішення, 

можна зробити висновок, що перспективним є дослідження процесів фільтрації 

в областях з вільною межею з використанням конструктивного апарату теорії 

R -функцій. 

Отже, метою кваліфікаційної роботи є застосування методу R -функцій до 

аналізу задачі моделювання процесів фільтрації в областях з вільною межею. 

Для досягнення поставленої мети, необхідно: 

– розглянути основні теоретичні відомості, що відносяться до конструк-

тивного апарату теорії R -функцій; 

– застосувати метод R -функцій до аналізу задачі моделювання процесів 

фільтрації в областях з вільною межею; 

– розробити чисельний алгоритм розв’язання поставленої задачі моделю-

вання процесів фільтрації в областях з вільною межею; 

– реалізувати розроблений чисельний алгоритм, використовуючи систему 

Wolfram Mathematica 13.3; 

– провести обчислювальний експеримент для тестової задачі та виконати 

аналіз його результатів. 
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2 ВИБІР ТА ОБҐРУНТУВАННЯ МЕТОДУ РОЗВ’ЯЗАННЯ  

 

2.1 Конструктивний метод R-функцій в задачах моделювання 

      фізико-механічних полів 

 

Означення 2.1. Функція 1( , , )ny f x x=  , визначена всюди у просторі 

змінних 1{ , ..., }nx x  , називається R-функцією, якщо існує така булева функція 

1( , , )nY F X X=  , що виконується рівність 

 

 1 1[ ( , )] [ ( ), , ( )]n nS f x x F S x S x=  , (2.1) 

 

де  

 
1, 0,

( )
0, 0.

z
S z

z
≥

=  <

 

 

якщо
якщо

 (2.2) 

 

Введемо до розгляду такі R-функції [21, 22]: 

 

 ,x x= −  (2.3) 

 ( )2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 ,
1

x x x x x x x xα∨ = + + + − α
+ α

 (2.4) 

 ( )2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 ,
1

x x x x x x x xα∧ = + − + − α
+ α

 (2.5) 

 

де 

 

 ( )1 21 , 1.x x− < α ≤  (2.6) 

 

Функціям, заданим співвідношеннями (2.3) – (2.5), відповідають булеві 

функції – заперечення x , диз’юнкція 1 2x x∨ , кон’юнкція 1 2x x∧ . Відповідно до 
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цього функцій 1 2x xα∨  називається R-диз’юнкцією, функція 1 2x xα∧  – R-

кон’юнкцією, а x  – R-запереченням. 

Відомо, що кон’юнкція, диз’юнкція та заперечення становлять повну сис-

тему функцій по відношенню до множини булевих функцій. Але тоді система  

 

 1 2x xα∧ ,   1 2x xα∨ ,   x  (2.7) 

 

є повною по відношенню до класу R-функцій. 

Функції R-кон’юнкція та R-диз’юнкція мають частинні похідні, визначені 

всюди, за винятком початку координат, де мають розрив першого роду. 

Вимозі k  раз неперервної диференційності задовольнятиме, наприклад, 

система 

 

 ( )( )( ) 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 ,
2

k
kx x x x x x x x x xα∧ = + − + − α +   (2.8) 

 ( )( )( ) 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2
2

k
kx x x x x x x x x xα∨ = + + + − α + . (2.9) 

 

За допомогою R-функцій можна здійснювати побудову рівнянь меж скла-

дних областей [21, 22]. Якщо 1, , mD D    – m  областей, що визначаються від-

повідними нерівностями 

 

 ( ) ( )1 , 0, ..., , 0mf x y f x y≥ ≥  , (2.10) 

 
де ( , )if x y , 1, ...,i m=   , – задані функції, всюди визначені, k  раз неперервно 

диференційовані, то булевій функції 1( , ..., )mF D D   відповідає деяка область 

D , межа якої складається з частин меж областей 1, ..., mD D  . Значенню істин-

ності булевої функції 1( , ..., )mF D D   відповідає приналежність точки ( , )M x y  

області D , а значенню хибності – її неприналежність до цієї області. Кажуть, 
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що функція 1( , ..., )mF D D   визначає логіку побудови області D  за допомогою 

областей 1, ..., mD D  . Домовимось предикат ( , )iP x y , який набуває значення іс-

тинності, що дорівнює одиниці, в області D  і значення хибності, що дорівнює 
нулю, поза її областю, позначати так: 

 

 ( , ) ( ( , ) 0)i iP x y f x y≡ >    ( 1, ...,i m=   )  (2.11) 

 
Теорема 2.1. Якщо області iD  ( 1, ...,i m=   ) визначається відповідно нері-

вностями ( , ) 0if x y ≥  ( 1, ...,i m=   ), а логіка побудови області D  задана булевою 

функцією 1( , ..., )mF D D  , то нерівність 

 
 1( , ) [ ( , ), ..., ( , )] 0mx y f x y f x yψ ≡ ϕ ≥  , (2.12) 

 

де 1( ,..., )mu uϕ  – R-функція, відповідна булевій функції 1( , ..., )mF D D  , визначає 

область D . 

Теорема 2.2. Нехай відкрита область D  визначається за допомогою пре-

дикату 

 

 1( , ) [ ( , ), ..., ( , )]mP x y F P x y P x y=   , (2.13) 

 
де ( , ) ( ( , ) 0)i iP x y f x y≡ > , ( , )if x y  ( 1, ...,i m=   ) визначені та неперервні всюди 

функції, 1[ ( , ), ..., ( , )]mF P x y P x y   – довільна булева функція, записана за допомо-

гою кон’юнкцій, диз’юнкцій та заперечень. Тоді, якщо у формулі 

1[ ( , ), ..., ( , )]mF P x y P x y   виконати формальну заміну iP  на if  ( 1, ...,i m=   ), зна-

ків кон’юнкції, диз’юнкції та заперечення знаками R-кон’юнкції, R-диз’юнкції 

та R-заперечення відповідно, то отримана функція (позначимо її ( , )x yω ) буде 

завжди визначена та неперервна, додатна всередині області D  і від’ємна поза 

цією областю. 
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Можливість побудови функції ( , )x yω , додатної всередині області та рів-

ної нулю на її межі, може бути використана для побудови координатних послі-

довностей при реалізації варіаційних та проєкційних методів. Звернемо увагу 

на те, що є одна відмінність задачі побудови функції ( , )x yω  від задачі побудо-

ви рівняння контуру D∂  області D. Рівняння ( , ) 0f x y =  є рівнянням контуру D∂ , 

якщо йому задовольняють координати тих і лише тих точок, які належать цьому 

контуру. У задачі побудови функції ( , )x yω  нас не цікавить поведінка функції 

( , )x yω  поза областю D .  

При побудові координатних послідовностей може знадобитися, щоб крім 
названих властивостей, функція ( , )x yω  задовольняла наступну властивість: 

 

 ( , ) 1,
D

x y
∂

∂ω =
∂n

 (2.14) 

 

де D∂  – межа області D ; 

     n  – внутрішня нормаль. 

Побудова функції ( , )x yω  може бути виконана так. Спочатку за допомо-

гою R-функцій будується функція 1( , )x yω , яка задовольняє умови 

 

 1( , ) 0
D

x y
∂

ω =  (2.15) 

 1( , ) 0x yω >  у області D . 

 

Після цього функцію ( , )x yω  можна взяти у вигляді 

 

 1
22

1 1

( , )( , )
( , ) ( , )

x yx y
x y x y

ωω =
ω + ∇ω

. (2.16) 

 
Нехай Ω  – скінченна чи нескінченна область n -вимірного евклідова про-
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стору n
  та нехай ∂Ω  – межа області Ω . Нехай Au  – деякий диференціальний 

оператор над функцією ( )1( ) ,..., nu u x x=x , де ( )1,..., nx x=x  – точка простору n
 . 

Ставиться задача про пошук функції ( )u x , яка задовольняє у кожній точці 

області Ω  рівняння 

 

 ( ) ( )Au f=x x  (2.17) 

 

та одній або декільком умовам на межі 

 

 ( ) ( )
i

i iB u
∂Ω

= ϕx x     ( 1, 2, ...,i s=    ), (2.18) 

 

де i∂Ω  – частини межі Ω ; 

     iB  – диференціальні оператори; 

     ( )f x  та ( )iϕ x  – функції, задані відповідно у Ω  та на i∂Ω . 

Якщо задані область Ω , оператори A  та iB , то цим задається цілий клас 

задач, для кожної з яких заданими є функції ( )f x  и ( )iϕ x . За цими даними пот-

рібно визначити функцію ( )u x . 

Введемо до розгляду формулу [21, 22] 

 

 ( )1 0,,..., mu V= Φ Φ + Φ  (2.19) 

 

де V  – m -місцевий оператор; 

    0Φ  – деяка відома функція. 

Якщо за будь-якого вибору достатньо кількість разів диференційовних і 

обмежених в області Ω  функцій 1, ..., mΦ Φ   формула (2.19) точно задовольняє 

крайові умови (2.18), те, слідуючи В.Л. Рвачову, говоритимемо, що формулою 

(2.19) визначається структура розв’язку крайової задачі (2.17), (2.18). Структу-

ра, яка враховує всі крайові умови, називається загальною структурою. 



 25 

Якщо існує можливість вибору невизначених функцій 1, ..., mΦ Φ  , що 

формула (2.19) визначає точний розв’язок крайової задачі, то структуру (2.19) 

називатимемо повною структурою. 

Структуру (2.19) назвемо повною в деякому сенсі, якщо існує можливість 

такого вибору на певній множині функцій 1, ..., mΦ Φ  , що функція u , задана 

формулою (2.19), буде як завгодно близька (у зазначеному розумінні) до точно-

го розв’язку, або, іншими словами, структура (2.19) називається повною в сенсі 

деякої метрики, якщо 0∀ε >  знайдуться такі функції 1 , ..., m
ε εΦ Φ  , що викону-

ється нерівність 

 

 1 0( , ( ,..., ) ) ,T mu V ε ερ Φ Φ + Φ < ε  (2.20) 

 

де Tu  означає точний розв’язок крайової задачі (2.17), (2.18). 

Вигляд структури (2.19) визначається виглядом оператора V  і функції 

0Φ . Очевидно, що цей вигляд залежить не тільки від вигляду диференціальних 

операторів iB  і заданих функцій ( )iϕ x , але також від форми області та форми 

ділянок межі, на яких задано ту чи іншу з крайових умов. Уся ця інформація 

має бути врахована під час побудови структури.  

Методи пошуку наближень невизначених функцій можуть бути найріз-

номанітнішими. При цьому якщо структура містить більше однієї невизначеної 

функції, може виявитися, що існує неоднакова можливість їхнього вибору. Ви-

бір методу в цьому випадку буде істотно впливати на те, які наближення неви-

значених функцій будуть отримані. Однак досить хороше наближення 

розв’язання задачі в цілому може бути все ж таки отримано, незважаючи на за-

значену відмінність у виборі невизначених функцій. 

У більшості випадків структури крайових задач мають вигляд 

 

 1 0 0
1

( ,..., ) ( ) ,
m

m i i
i

u V V
=

= Φ Φ + Φ = Φ + Φ∑  (2.21) 
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де iV  – деякі лінійні диференціальні оператори. 

Якщо кожну з невизначених функцій наближати поліномами вигляду  

 

 ( )

0
( )

in
i

i k k
k

c
=

Φ = ψ∑ x ,   1, ...,i m=   , (2.22) 

 

де { }kψ  ( 0, 1, 2, ...k =    ) –  деяка повна послідовність функцій, то, враховуючи 

лінійність операторів iV , отримаємо 

 

 ( )
0

1 0
( ) .

inm
i

k i k
i k

u c V
= =

= ψ + Φ∑∑  (2.23) 

 

Вираз (2.23) містить 1 .. mN n n= + +  невизначених сталих, за будь-якого 

вибору яких задовольняються крайові умови задачі. Таким чином, формулу 

(2.23) можна розглядати як деяку координатну функцію. Змінюючи числа in  

( 1, ...,i m=   ), можемо отримати будь-яку бажану кількість координатних функ-

цій. Відшукання сталих kc  може бути здійснено за звичайною процедурою од-

ного з варіаційних чи проєкційних методів (Рітца, Бубнова-Галеркіна, наймен-

ших квадратів тощо) [23].  

Нехай Ω  є деяка область у тривимірному просторі, обмежена поверхнею 

∂Ω . Розглянемо диференціальне рівняння 

 

 
2 2 2 2 2

11 22 33 12 132 2 2
1 2 3 1 2 1 3

2 2u u u u uAu a a a a a
x x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂≡ + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2

23 1 2 3
2 3 1 2 3

2 ,u u u ua b b b c f
x x x x x
∂ ∂ ∂ ∂+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (2.24) 

 

де , , ,ij ia b c f    – визначені в області Ω  функції 1x , 2x , 3x . 

Припустимо, що квадратична форма 
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 2 2 2
11 22 33 12 13 13( , , ) 2Q a a a a a aξ η ζ ≡ ξ + η + ζ + ξη + ξζ + ηζ  (2.25) 

 

у точках області Ω ∂Ω  є додатно-означеною, тобто ( , , ) 0Q ξ η ζ >  при 
2 2 2 0ξ + η + ζ ≠  у всіх точках області Ω ∂Ω . При виконанні цих умов рівняння 

називається рівнянням еліптичного типу. Основними типами крайових задач 

для еліптичних рівнянь є такі: 

a) задача Діріхле (перша основна задача) 

 

 0u ∂Ω = ϕ , (2.26) 

 

б) задача Неймана (друга основна задача) 

 

 0
u

∂Ω

∂ = ϕ
∂n

, (2.27) 

 

в) задача з косою похідною (третя основна задача) 

 

 0 0 0
ua b u
l ∂Ω

∂ + = ϕ
∂

, 0 0a >  (2.28) 

 

г) мішана задача 

 

 0 0b u
∂Ω

= ϕ , 0 0b >  на 1∂Ω , (2.29) 

 0 0 0
ua b u
l ∂Ω

∂ + = ϕ
∂

, 0 0a >  на 2∂Ω , (2.30) 

 

де 0a , 0b , 0ϕ  – задані на ∂Ω  функції; 

     1 2 3( , , )l l l l=  – заданий на ∂Ω  вектор, що утворює із вектором внутрішньої 

нормалі 1 2 3( , , )n n n=n  гострий кут. 
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Задача Діріхле. Структура розв’язку має вигляд 

 

 u ≡ ϕ + ωΦ . 

 

Задача Неймана. Нехай ϕ  є функція, що продовжує функцію 0ϕ  всереди-

ну області Ω . Тоді крайову умову (2.27) можна записати у вигляді 

 

 0u

∂Ω

∂ − ϕ = ∂ n
. (2.31) 

 

Використаємо оператор 1D , який визначається формулою 

 

 1
1 1 2 2 3 3

D
x x x x x x

∂ω ∂ ∂ω ∂ ∂ω ∂= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, (2.32) 

 

де 0ω = , 2Cω∈ , – один раз нормалізоване рівняння межі ∂Ω . Враховуючи, що 

оператор 1D  на межі області Ω  перетворюється на оператор диференціювання 

за нормаллю, крайову умову (2.31) можна замінити умовою 

 

 1( ) 0D u
∂Ω

− ϕ = , (2.33) 

 

Структуру розв’язку тоді візьмемо у вигляді 

 

 2
0 1 0u D≡ Φ − ω Φ + ωϕ + ω Ψ . (2.34) 

 

Нехай 0Ψ ≡ . Тоді отримаємо 

 

 0 1 0u D≡ Φ − ω Φ + ωϕ , (2.35) 
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 0u ∂Ω = Φ . (2.36) 

 

Отже, якщо користуватися структурою (2.35), межові значення функції 

можуть бути будь-які. Можна показати, що за деяких обмежень, що стосуються 

форм області, функції ω  та заданої функції ϕ , така структура є повною. 

Задача з косою похідною. Нехай ,a b  та ϕ  є функції, що продовжують 

функції 0 0,a b  та 0ϕ  всередину області Ω . Продовжуюча функція a  строго до-

датна у Ω . Вектор l  також вважатимемо продовженим усередину області Ω .  

Скористаємось оператором 

 

 1 1 2 3
1 2 3

D l l l
x x x
∂ ∂ ∂′ = + +

∂ ∂ ∂
. (2.37) 

 

Умову (2.28) замінимо умовою  

 

 1 0v aD u bu
∂Ω

′≡ + − ϕ = . (2.38) 

 

Тоді можна одержати, що 

 

 ( )0 0 1 0u b aD
q
ω ′≡ Φ + ωΨ − Φ − Φ + ϕ . (2.39) 

 

Мішана задача. Мішані задачі є найскладнішим і в той же час найчасті-

шим на практиці типом крайових задач. Значно складнішою є і побудова струк-

тури таких задач. 

Нехай 0iω =  є нормалізоване на i∂Ω  рівняння ділянки i∂Ω , 1,2i = , межі 

∂Ω . Це означає, що 

 



 30 

 1 0;
i∂Ω

ω =    
1

1

1

1;
∂Ω

∂ω =
∂n

  
22 0;

∂Ω
ω =   

2

2

2

1;
∂Ω

∂ω =
∂n

 (2.40) 

 

де in  – внутрішня нормаль до i∂Ω , 1,2i = . 

Припустимо, крім того, що 

 

 1 0ω ≥  на 2Ω ∂Ω ;  2 0ω ≥  на 1Ω ∂Ω . (2.41) 

 

Причому рівність нулю досягається лише в кінцевих точках 1∂Ω  та 2∂Ω . 

Тоді структура розв’язку визначається формулою 

 

 1 2
1 0 (2)

1 1 2 2 2( )
u

b aD
ϕ ω ω≡ + ω Φ + ×

ω ω + ω + ω
 

 2
2 2 1 1 1 0 2 1 0( ) .l l baD aD b

b b
 ϕ ϕ  × ϕ + ω ψ − − ω Φ − − ω Φ    

 (2.42) 

 

Таким чином, приходимо до структури, яка забезпечує виконання крайо-

вих умов мішаної задачі незалежно від вибору невизначених функцій 0Φ  та 

2Ψ . 

Застосування конструктивного апарату теорії R-функцій в задачах чисе-

льного аналізу фізико-механічних полів складається з таких етапів: 

– точний аналітичний опис геометрії розрахункової області, тобто побу-

дова такої функції, яка б дорівнювала нулеві на межі області, була б додатною 

всередині області і нормальна похідна (в напрямку зовнішньої нормалі) від якої 

на межі б дорівнювала 1 ; 

– продовження крайових умов всередину області, тобто довизначення 

функцій і операторів, заданих на межі, у внутрішніх точках області; 

– побудова загальної структурі розв’язку, тобто такої формули, яка зале-

жить від деяких невизначених функцій і при будь-якому їх виборі точно задо-
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вольняє всі крайові умови задачі; 

– побудова наближеного розв’язку, тобто апроксимація невизначених фу-

нкцій, що входять до структури розв’язку, одним із чисельних методів (напри-

клад, варіаційним). 

До розрахунку фільтраційних течій (в тому числі і з вільною межею) 

конструктивний апарат теорії R-функцій було застосовано у роботах [8 – 20]. 

 

 

2.2 Застосування методу R-функцій у аналізі процесів фільтрації  

      в областях з вільною межею 

 

Розглянемо застосування до розв’язування задачі (1.3) – (1.6) конструкти-

вного апарату теорії R-функцій [10 – 12]. 

Будемо припускати, що рівняння (1.3) є еліптичним невироджуваним, 

тобто при всіх 1 2, \{0}t t ∈   виконано в Ω  нерівність 2 2 2 2
11 1 22 2 0 1 2( )k t k t t t+ ≥ µ + , 

0 0µ > . 

Введемо такі позначення: 

 

 11 22
u uAu k k

x x y y
 ∂ ∂ ∂ ∂ ≡ − −   ∂ ∂ ∂ ∂   

, 11 22cos( , ) cos( , )u uNu k x k y
x y

∂ ∂≡ +
∂ ∂

n n , 

 * A B C′ ′ ′∂Ω =  – вільна межа, 1 AA C C′ ′∂Ω =  , 2 ABC∂Ω = . 

 

Нехай функція ( , )x y′ω  має такі властивості: 

1) ( , ) 0x y′ω =  на AA′ ; 

2) ( , ) 0x y′ω >  в A B C C C ABC′ ′ ′ ′Ω   ; 

3) 1
AA′

′∂ω = −
∂n

, 

а функція ( , )x y′′ω  – такі: 

1) ( , ) 0x y′′ω =  на C C′ ; 
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2) ( , ) 0x y′′ω >  в A B C AA ABC′ ′ ′ ′Ω   ; 

3) 1
C C′

′′∂ω = −
∂n

. 

Такі функції можуть бути побудовані за описаною вище методикою. 

Продовжимо крайові умови (1.4) усередину області. Функція 

 

 3 1( , ) ( , )( , )
( , ) ( , )

u x y u x yx y
x y x y

′ ′′ω + ωϕ =
′ ′′ω + ω

 

 

визначена всюди в Ω  і 
1

1

3

на ,
на .

u AA
u C C∂Ω

′
ϕ =  ′

 

 
 Нехай, 0( , ) ECx yγ = γ , 0( , ) ECx yσ = σ  

– продовження функцій γ  і σ  всередину області. Тоді задача (1.3) – (1.6)  за-

пишеться у вигляді: 

 

 0Au =  у Ω , (2.43) 

 
1 1

u
∂Ω ∂Ω

= ϕ , (2.44) 

 
2 * 2

Nu u
∂Ω ∪∂Ω ∂Ω ∪∂Ω

+ σ = γ ,  (2.45) 

 ( , )u x y= ξ  на *∂Ω .  (2.46) 

 

Якби *∂Ω  була заданою межею, то крайова задача (2.43) – (2.45) могла б 

бути зведена до задачі знаходження мінімуму відповідного квадратичного фун-

кціоналу. 

У цьому випадку ми відразу не можемо знаходити мінімум отриманого 

функціоналу, оскільки область Ω , якою ведеться інтегрування, і її межа *∂Ω  

невідомі. Тому для повного розв’язання задачі необхідно використовувати й 

умову (2.46). 

Для розв’язання поставленої задачі сформуємо ітераційний процес в та-

кий спосіб. Нехай отримане k -е наближення до вільної межі ( )
*
k∂Ω . Тоді отри-
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маємо конкретну область ( )kΩ  з відомою межею. 

Визначимо функцію ( ) ( , )ku x y  як розв’язок задачі 

 

 ( ) 0kAu =  у ( )kΩ , (2.47) 

 
11

( )ku
∂Ω∂Ω

= ϕ , (2.48) 

 ( )( )
2 *2 *

( ) ( )
kk

k kNu u
∂Ω ∂Ω∂Ω ∂Ω

+ σ = γ




. (2.49) 

 

Для розв’язання задачі (2.47) – (2.49) скористаємося методом R -функцій. 

Нехай рівняння ( )
*
k∂Ω  подано у вигляді ( )y h x= , причому ( ) 0y h x− >  в 

( )
1 2

kΩ ∂Ω ∂Ω  . Тоді ( )
* 2

( )( , )
1 ( ( ))

k y h xx y
h x

−ω =
′+

 має такі властивості: 

1) ( )
* ( , ) 0k x yω =  на ( )k

∗∂Ω ; 

2) ( )
* ( , ) 0k x yω >  у ( )

1 2
kΩ ∂Ω ∂Ω  ; 

3) 
( )

( )

1
k

k

∗

∗

∂Ω

∂ω = −
∂n

, n  – зовнішня нормаль. 

Нехай 1( , )x yω  і 2 ( , )x yω  мають властивості: 

1) 1( , ) 0x yω =  на 1∂Ω ; 2 ( , ) 0x yω =  на 2∂Ω ; 

2) 1( , ) 0x yω >  у ( )
2

k
∗Ω ∂Ω ∂Ω  ; 2 ( , ) 0x yω >  у ( )

1
k

∗Ω ∂Ω ∂Ω  ; 

3) 
1

1 1
∂Ω

∂ω = −
∂n

; 
2

2 1
∂Ω

∂ω = −
∂n

. 

Далі будуємо 

 

 ( )
2( , ) ( , ) ( , )kx y x y x yα ∗ω = ω ∧ ω , 

 1 2 11 2222
2

11 22

1( ,  ) ,  l l l k k
x y

k k
x y

 ∂ω ∂ω= =  ∂ ∂  ∂ω ∂ω  + + ω   ∂ ∂   



 

 



. 
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Вектор l


 визначено всюди в ( )kΩ  і на межі він співпадає з вектором оди-

ничної внутрішньої конормалі. Тоді диференціальний оператор 

1 1 2
l u uD u l l

x y
∂ ∂= +
∂ ∂



 має властивість: 

 

 ( )
2 *

( )
2 *

22
2

11 22 1 k

k

lk k D u Nu
x y ∂Ω ∂Ω

∂Ω ∂Ω

 ∂ω ∂ω − + + ω =   ∂ ∂   







 

 . 

 

Отже, крайову умову (2.49) можна записати як 

 

 ( )( ) 2 *2 *

( ) ( )
1 kk

l k kSD u u
∂Ω ∂Ω∂Ω ∂Ω

− σ = −γ






,  (2.50) 

 

де 
22

2
11 22S k k

x y
 ∂ω ∂ω = + + ω   ∂ ∂   

 

 . Продовжуючи крайову умову (2.48) всере-

дину області ( )kΩ , отримаємо часткову структуру розв’язку крайової задачі 

(2.47) – (2.49), яка задовольняє крайову умову (2.48), у вигляді 

 

 ( )
1

ku = ϕ + ω Φ ,  (2.51) 

 

де Φ  – невизначена функція. 

Будемо припускати, що ( , ) 0l ∇ω ≥


 . Використовуючи оператор 
1

lD


, кра-

йову умову (2.50) замінимо рівністю 

 

 ( ) ( )
1
l k kSD u u− σ = −γ + ωΨ


 ,  (2.52) 

 

де Ψ  – невизначена функція. Невизначену функцію Φ , що входить у формулу 

(2.51) подамо у вигляді 0 1Φ = Φ + ωΦ  і підставимо (2.51) у (2.52): 
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 1 1 0 1 1 1 0 1 1( ) ( )lSD ϕ + ω Φ + ω ωΦ − σ ϕ + ω Φ + ω ωΦ = −γ + ωΨ


   , 

 
1 1 1 11 0 1 1 1 1( ) ( )l l l lSD SD S D S Dϕ + ω Φ + ω Φ ω + ω ω Φ −
   

   

 1 0 1 1−σϕ − σω Φ − σω ωΦ = −γ + ωΨ  . (2.53) 

 

Доданки, що містять ω  можуть бути поглинені членом ωΨ  за рахунок 

довільності функції Ψ : 

 

 
1 1 11 0 1 1 1 0 1( )l l lSD SD S Dϕ + ω Φ + ω ωΦ − σϕ − σω Φ = −γ + ωΨ
  

  , 

 

де 1Ψ  – невизначена функція. До лівої та правої частин останньої формули до-

дамо функцію 1 1( )Sω + δω Φ , де 1 ( , ) 0lδ = − ∇ω >


 : 

 

 
1 1 11 0 1 1 1 1 0 2( ) ( ) ,l l lSD SD S D Sϕ + ω Φ + ω ω + ω + δωω Φ − σϕ − σω Φ = −γ + ωΨ
  

     

 

де 2Ψ  – нова невизначена функція. 

Тоді 

 

 1 1

1

1 0 1 0 2
1

1

( )
( )

l l

l

SD SD
SD S

− ϕ − ω Φ + σϕ + σω Φ − γ + ωΨ
Φ =

ω ω + δω + ω

 





  

. 

 

Підставивши 1Φ  в ( )
1 0 1 1

ku = ϕ + ω Φ + ω ωΦ , отримаємо загальну структуру 

розв’язку крайової задачі (2.47) – (2.49) 

 ( )
1 0

ku = ϕ + ω Φ +  

 
1 1

1

1
1 0 1 0 2

1

[ ( ) ]
( )

l l
l

SD SD
SD S

ω ω+ − ϕ − ω Φ + σϕ + σω Φ − γ + ωΨ
ω ω + δω + ω

 







  

. (2.54) 

 

Невизначені компоненти 0Φ  і 2Ψ структури (2.54) можна апроксимувати, 
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наприклад, будь-яким варіаційним методом. При цьому отримаємо функцію 
( )k
mu  – наближений розв’язок задачі (2.47) – (2.49). Зрозуміло, що умові на віль-

ній межі вона не задовольняє. 

Для ітераційного уточнення рівняння вільної межі побудуємо алгоритм, 

заснований на використанні точкового методу найменших квадратів та умови 

(2.46). 

Рівняння вільної межі ( 1)k+
∗∂Ω  для наступної ( 1)k + -ї ітерації шукаємо у 

вигляді: 

 

 ( 1) ( 1)

0
( )

n
k k

r r
r

y c x+ +

=

= ψ∑ , (2.55) 

 

де n  – натуральне число; 

    ( 1)k
rc +  ( 0,  1,  2,  ...,  r n= ) – невідомі коефіцієнти; 

    0 ( ), ..., ( )nx xψ ψ  – базисні функції (степеневі чи тригонометричні поліноми, 

сплайни тощо). 

Нехай ( )ka  і ( )kc  – абсциси точок ( )kA′  і ( )kC′ . Покладемо ( ) ( ) ( )k k kd c a= − . 

Виберемо натуральне число N  таке, що N n>  і задаємо систему точок (вузлів) 

( ) ( )

1
k k

l
N lx a d
N

−= +
−

, 1, 2, ...,l N= . Позначимо ( 1) ( 1)

0
( )

n
k k

l r r l
r

y c x+ +

=

= ψ∑ . 

Крім одиничної нормалі 1 2( , )n n=n  введемо у розгляд конормаль 

1 2( , )ν = ν ν  згідно з правилом: 11 1
1

k n
S

ν = , 22 2
2

k n
S

ν = , де 

1
2 2 2

11 1 22 2[( ,  ) ( ,  ) ]S k n k n= + , 1 cos( ,  )n x= n , 2 cos( ,  )n y= n . 

З умов (2.45) на ( )k
∗∂Ω  маємо 

( )
( )( ) ( ) ( )

k
kl

l l
u PS P u P∂ = γ − σ

∂ν
, звідки, набли-

жено замінюючи ( ) ( )( ) ( )k k
l m lu P u P≈ , отримаємо 
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( )

( )( ) 1 [ ( ) ( )] ( )
k

kl
l m l l

u P P u P Q P
S

∂ ≈ γ − σ =
∂ν

, 

 

де ( ) ( )k
m lu P  – значення наближеного розв’язку вихідної задачі в області ( )kΩ  з 

межею ( )k
∗∂Ω  у точці lP , точка ( ,  )l l lP x y=  лежить на ( )k

∗∂Ω . 

Кінематична умова в точках, що лежать на ( )k
∗∂Ω , зрозуміло не виконуєть-

ся. Нехай ( ,  )l l lP x y=    – точка нормалі (рис. 2.1) до ( )k
∗∂Ω , що проходить крізь lP  

і лежить на ( )k
∗∂Ω , у якій (2.46) виконується приблизно, тобто. 

( ) ( ) ( ) 0k
l lu P P− ξ ≈  , звідки, розкладаючи в околі точки lP  в ряд Тейлора і обме-

жуючись лінійним наближенням, маємо 

 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
k

k k l l
l l l l l l

P u PP u P P u P P P
 ∂ξ ∂ξ − = ξ − + − − ≈ ∂ν ∂ν 

    

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) .k l
l n l l l l

PP u P P P Q P∂ξ ≈ ξ − + − − ∂ν 
  

 

 

x  

y  

ν  

(k)
∗∂Ω  

(k 1)+
∗∂Ω  

( ,x)ν  
P  

lP  



lP  

 
 Рисунок 2.1 

 

З l lPPP∆  отримаємо 
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 ( )cos ,l l l lx x P P x− = − ν

 , ( )cos ,l l l ly y P P y− = − ν

 .  (2.56) 

 

З іншого боку, з (2.55) випливає, що 

 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

k
m l l

l l
l

l

u P PP P P Q P

− ξ− = ∂ξ −
∂ν

 .  (2.57) 

 

Відповідно до (2.57) з (2.56) маємо співвідношення для обчислення коор-

динат точок lP , що лежать на ( 1)
*
k+∂Ω : 

 

 
( ) ( ) ( )cos( , ) ( ) ( )

k
m l l

l l
l

l

u P Px x x P Q P

− ξ= + ν ∂ξ −
∂ν

 , 
( ) ( ) ( )cos( , ) ( ) ( )

k
m l l

l l
l

l

u P Py y y P Q P

− ξ= + ν ∂ξ −
∂ν

 .  (2.58) 

 

Для знаходження коефіцієнтів у рівнянні кривої ( 1)
*
k+∂Ω  вимагаємо, щоб 

крива якимось чином визначалася через множину точок ( , )l l lP x y=   , 

1,  2,  ...,  l N= . Для цього скористаємося точковим методом найменших квадра-

тів: вимагаємо, щоб вираз 
2

( 1)

1 0
( )

N n
k

l r r l
l r

R y c x+

= =

 = − ψ  
∑ ∑   мав мінімальне значення, 

де значення lx  і ly  беруться з (2.58). Необхідна умова мінімуму ( 1) 0k
r

R
c +

∂ =
∂

, 

0,1,2,...,r n= , дає систему з 1n +  лінійних алгебраїчних рівнянь, що дозволяє 

визначити 1n +  параметрів ( 1) ( 1) ( 1)
0 1, , ...,k k k

nc c c+ + + . Після визначення всіх парамет-

рів у (34), крива ( 1)ky +  буде відомою, отже, маємо відому область ( 1)k+Ω . На на-

ступній ( 2)k + -й ітерації будуємо наближений розв’язок ( 2)k
mu +  для нової облас-

ті ( 1)k+Ω . Ітерації проводиться до того часу, поки “відстань” між ( )k
∗∂Ω  і ( 1)k+

∗∂Ω  



 39 

стане досить малою: ( 1) ( ) 2 ( 1) ( ) 2

1
max ( ) ( )k k k k

l l l ll N
x x y y+ +

≤ ≤
− − − < ε , де 0ε >  – наперед 

задане досить мале число. 

 

 

Висновки за розділом 2 

 

Було проведено вибір та обґрунтування методу розв’язання задачі моде-

лювання процесів фільтрації в областях з вільною межею. 

1. Розглянуто основні відомості з конструктивного апарату теорії методу 

R-функцій та його застосування для математичного моделювання фізико-

механічних полів, з’ясовано доцільність застосування методу R-функцій для 

розв’язування поставленої задачі моделювання процесів фільтрації в областях з 

вільною межею. 

2. Розглянуто застосування методів теорії R-функцій до побудови струк-

тури розв’язку задачі розрахунку фільтраційної течії у області з вільною ме-

жею. Для апроксимації невизначеної компоненти структури описано застосу-

вання методу Рітца, що дозволяє отримати наближений розв’язок поставленої 

задачі у аналітичному вигляді, а для уточнення рівняння вільної межі описано 

ітеративну процедуру на сонові точкового методу найменших квадратів. 
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3 ПРОГРАМНА РЕАЛІЗАЦІЯ 

 

3.1 Система Wolfram Mathematica 13.3 

 

Більшість перших математичних систем, що використовуються при робо-

ті з комп’ютерами, були призначені для виконання числових розрахунків. Їх ре-

зультат завжди конкретний: це або цифра, або потік цифр, поданих у вигляді 

таблиць, матриць або точок графіка. Результати рідко є абсолютно точними в 

математичному сенсі: як правило, при операціях з дійсними числами відбува-

ється їх округлення, обумовлене принциповим обмеженням розрядної сітки 

комп’ютера при зберіганні чисел у пам’яті. Реалізація більшості чисельних ме-

тодів, наприклад, розв’язання нелінійних диференціальних рівнянь, також за-

сноване на свідомо наближених чисельних методах. Часто через накопичення 

похибок ці методи розбігаються, даючи неточний або неправильний результат. 

Довгий час обмежені можливості комп’ютерів не дозволяли реалізувати 

на них серйозні системи символьної математики. Лише до початку 90-х років 

ситуація помітно покращала. Апаратні можливості комп’ютерів різко зросли, і 

були розгорнуті серйозні роботи зі створення систем комп’ютерної алгебри – 

так званих систем символьної математики. Найбільшу популярність здобули 

три класи систем символьної математики: створена на базі мови штучного інте-

лекту MuLisp, мала система Derive, одна з найпотужніших і досі привабливих 

систем Maple V, і система Mathematica. Mathematica 13.3 – одна з найпопуляр-

ніших та найбільших систем символьної математики. Пакет має великі графічні 

можливості, подання документів у формі Notebook, що поєднує програми та 

команди з даними, поданими у формульному, текстовому, табличному та гра-

фічному вигляді. Система забезпечує динамічний зв’язок між комірками доку-

ментів у стилі електронних таблиць при розв’язуванні багатьох символьних за-

дач, що принципово та вигідно відрізняє її від інших систем. З точки зору мови 

програмування система Mathematica 13.3 відноситься до інтерпретованих сис-

тем, тобто послідовно аналізує (інтерпретує) кожний вираз і відразу виконує 
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його. Робота з системою проходить у діалоговому режимі. Система містить до-

статній набір керуючих структур для створення умовних виразів, розгалужень у 

програмах, циклів тощо. Для виконання поставленої задачі, після аналізу мож-

ливостей різних середовищ програмування та математичних пакетів було обра-

но пакет Mathematica 13.3, оскільки даний пакет, на наш погляд, є найбільш оп-

тимальним щодо теоретичного і чисельного аналізу, і, зокрема, для моделюван-

ня процесів фільтрації в областях з вільною межею[24]. 

 

 

3.2 Алгоритм розв’язання задачі аналізу процесів фільтрації в областях 

      з вільною межею 

 

З огляду на викладене у п. 2.2 алгоритм розв’язання задачі аналізу проце-

сів фільтрації в областях з вільною межею можна задати наступними етапами: 

а) задати фізичні параметри процесу фільтрації (коефіцієнти фільтрації 11k  і 

22k ) та геометрію області Ω , у якій відбувається фільтрація; 

б) побудувати методом R-функцій нормалізовані рівняння ( , ) 0x y′ω = , 

( , ) 0x y′′ω =  ділянок AA′ , C C′  межі ∂Ω  області Ω ; 

в) покласти 0k =  і задати початкове наближення ( )
*
k∂Ω  до ділянки вільної 

межі області фільтрації Ω , сформувавши область ( )kΩ . 

в) обрати повну систему { }kτ  та відповідно до структури розв’язку (2.54) 

побудувати послідовність координатних функцій; 

г) обрати номер наближення m ; 

д) методом Рітца розв’язати задачу (2.47) – (2.49) в області ( )kΩ , отримавши 

наближений за Рітцем розв’язок ( )k
mu ; 

е) уточнити рівняння вільної межі у вигляді (2.55) точковим методом 

найменших квадратів; 

є) покласти : 1k k= +  і перейти п. в) поки не буде виконано умову збіжності; 

ж) провести аналіз та візуалізацію побудованого наближеного розв’язку. 
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3.3 Опис програми  

 

Для розв’язання крайової задачі (1.3) – (1.6) була розроблена програма. 

Вона була виконана з використанням можливостей пакета Mathematica 13.3, що 

дозволяють створювати програмні продукти у формі електронних документів 

(ЕД). При відкритті ЕД за допомогою пакета Mathematica 4.2 перед користува-

чам з’являється документ, який складається з об’єднання груп комірок у насту-

пні підсекції: 

Блок 1. Задання фізичних та геометричних параметрів області фільтрації. 

У цьому блоці користувач має задати фізичні параметри процесу фільтрації (кое-

фіцієнти фільтрації 11k  і 22k ) та геометрію області Ω , у якій відбувається фільтрація 

(задаються R-операції системи 0ℜ  та будуються функції ( , )x y′ω , ( , )x y′′ω  такі, 

що рівняння ( , ) 0x y′ω = , ( , ) 0x y′′ω =  є нормалізованими рівняннями ділянок 

AA′ , C C′  межі ∂Ω  області Ω . 

Блок 2. Задання початкового наближення до вільної межі. У цьому блоці 

користувач має задати початкове наближення до вільної межі. 

Блок 3. Задання координатної послідовності. У цьому блоці задається по-

рядок наближення m , задаються послідовності { }kτ  та координатних функцій 

{ }kϕ  відповідно до структури розв’язку (2.54). 

Блок 4. Формування та розв’язування системи Рітца. У цьому блоці обчи-

слюються наближений за Рітцем розв’язок ( )k
mu  задачі в області ( )kΩ . 

Блок 5. Уточнення рівняння вільної межі. У цьому блоці точковим мето-

дом найменших квадратів проводиться ітераційне уточнення рівняння вільної 

межі. 

Блок 5. Виведення результатів. У цьому блоці записується наближений за 

Рітцем розв’язок задачі і за допомогою функції ContourPlot побудовано лінії те-

чії фільтраційного потоку. 

Лістинг програми наведено у додатку А. 
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Висновки за розділом 3 

 

Для розв’язання поставленої задачі аналізу процесів фільтрації в областях 

з вільною межею була обрана система Mathematica 13.3. 

1. Описано особливості системи комп’ютерної алгебри Mathematica 13.3, 

зокрема її переваги при розв’язуванні задач комп’ютерного моделювання філь-

траційних течій. 

2. Розроблено алгоритм розв’язування задачі аналізу процесів фільтрації в 

областях з вільною межею. 

3. Описано розроблену у системі комп’ютерної алгебри Mathematica 13.3 

програму за побудованим алгоритмом розв’язування задачі аналізу процесів 

фільтрації в областях з вільною межею. 
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4 РЕЗУЛЬТАТИ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ 

ТА ЇХ АНАЛІЗ 

 

Обчислювальний експеримент було проведено для задачі [10 – 12] 

 

 2 2
1 1 0

1 (1 )
u u

x y x y x y
   ∂ ∂ ∂ ∂− − =   ∂ − ∂ ∂ + ∂   

 у Ω , (4.1) 

 21
AC

u y= − ,  (4.2) 

 
2

2 2 2 3

1 1 3 3 16cos( , ) cos( , )
1 (1 ) 9 64 (1 )BC

u u x yx y
y x x y y x

∂ ∂ + ++ = −
− ∂ + ∂ + +

n n , (4.3) 

 2 2
1 1cos( , ) cos( , ) 0

1 (1 ) AB

u ux y
y x x y

∂ ∂+ =
− ∂ + ∂

n n ,  (4.4) 

 3
4BC

u = . (4.5) 

 

Область Ω  представлена рис. 4.1. 

 

  
x  

y  

A  B  

∗∂Ω  

1∂Ω  

2∂Ω  

10;
2

C  
  

 

 
 Рисунок 4.1 – Розрахункова область для тестової задачі 

 

Точку C  вважаємо відомою, положення точки B  є невідомим, відомо 
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лише, що вона знаходиться на прямій Ox , BC  є ділянкою вільної межі. Точний 

розв’язок задачі (4.1) – (4.5) має вигляд 

 

 
21( , )

1
yu x y
x

−=
+

, 1 1 3
2

y x= − . 

 

За початкове наближення до рівняння вільної межі візьмемо пряму, що 

з’єднує точки 10,  
2

C  
  

 і (0) 2 ,  0
5

B  
  

: (0) 5 1( )
4 2

y h x x= = − + . Побудуємо 

розв’язок задачі (4.1) – (4.5) в області (0) (0)ACBΩ =  за алгоритмом, описаним у 

п. 3.2. Для задачі (4.1) – (4.5)  

 

 (0) 1,25 0,5( , )
2,5625

y xx y∗
− − −ω = ,   1( , )x y xω = , 

 2 ( , )x y yω = ,   1,25 0,5( , )
2,5625

y xx y y α
− − −ω = ∧ , 

 21 yϕ = − ,  0σ = ,  

2

2 3

3 3 16
9 64 (1 )

1,25 0,5
2,5625

x y y
y x

y xy

+ +−
+ +

γ − − ++
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2 2

2
2 2

1 1
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S
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   ∂ω ∂ω= + + ω   − ∂ + ∂   

 

 , 

 
2 2

1 1
1 (1 );   y x x yl

S S

∂ω ∂ω 
 − ∂ + ∂=  
   

 



, 

 1 2 2
1 1 1

1 (1 )
l u uD u

S y x x x y y
 ∂ ∂ω ∂ ∂ω= + − ∂ ∂ + ∂ ∂ 



 

. 

 

Структура розв’язку крайової задачі (4.1) – (4.5) має вигляд 
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 (0)
1 0( , )u x y = ϕ + ω Φ +  

 
1 1

1

1
1 0 1 0 2

1

[ ( ) ]
( )

l l
l

SD SD
SD S

ω ω+ − ϕ − ω Φ + σϕ + σω Φ − γ + ωΨ
ω ω + δω + ω

 







  

. 

 

Невизначену компоненту (0)
0Φ = Φ  апроксимуємо виразом вигляду 

 

 (0) (0)

0 0

m m
i j

m ij ij ij
i j i j

x y
+ = + =

Φ ≈ Φ = α τ = α∑ ∑ . 

 

Числа , 0,  1,  ...,  ij i j mα + = , знайдемо з умови мінімуму відповідного фу-

нкціоналу енергії. Координатні функції візьмемо у вигляді 

 

 1
1 1 1

1 1

( , ) ( )
( )

l
ij ij ijl

x y SD
SD S

ω ωϕ = ω τ − ω τ
ω ω + δω + ω





  

, 

 

де 
22

2 2
1 1 11

1 (1 )S y x x y

  ∂ω ∂ω δ = − +    − ∂ + ∂     



. 

Використовуючи значення (0)
10 ( , )u x y  уточнимо рівняння вільної межі із 

залученням умови (4.5). Шукатимемо рівняння (1)
∗∂Ω у вигляді 

 

 (1) (1) (1) (1) 2 (1) 3
0 1 2 3y c c x c x c x= + + + .  (4.6) 

 

Візьмемо 5N = , 5
10l

lx −= , 1,2,...,5l = . На (0)
∗∂Ω  маємо 

(0)
2

1 1cos( , )
1

x
S y x

∗∂Ω

∂ων =
− ∂



, 
(0)

2
1 1cos( , )

(1 )
x

S x y
∗∂Ω

∂ων =
+ ∂



, ( , )l l lP x y=  – точки, що 

лежать на (0)
∗∂Ω : 5 1

4 2l ly x= − + . За формулами (2.58) знаходимо 
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(0)
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( , )
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3( , )1 1 4
11

l l

l l

l l

l l
x y

x y

u x y
x x

S y x
S
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

 . 

 

Тоді коефіцієнти (1)
0c , (1)

1c , (1)
2c , (1)

3c  у (4.6) знайдемо з умови 

 

 
(1) (1) (1) (1)
0 1 2 3

5
(1) (1) (1) 2 (1) 3 2
0 1 2 3 , , ,1

[ ( )] minl l l l c c c ci
y c c x c x c x

∈=

− + + + →∑


   

   
. 

 

Збіжність з точністю 410−ε =  досягнута на 8-й ітерації, при цьому 

(8)
2

(8) 4
10 ( )

0,14 10
L

u u −

Ω
− = ⋅ . 

У таблиці 4.1 наведено порівняння точних та наближених значень шука-

ної функції в деяких вузлах ( , )i ix y . 

 

Таблиця 4.1 – Порівняння точного та наближеного розв’язків 

ix  jy  8-а ітерація Точне значення функції 

0,3272 0 0,7435 0,7535 
0,2805 0 0,7803 0,7810 
0,2805 0,1953 0,7507 0,7512 
0,2338 0,1953 0,7791 0,7796 
0,2338 0,2756 0,7486 0,7490 
0,1971 0,2756 0,7782 0,7785 
0,1971 0,3277 0,7516 0,7520 
0,1504 0,3277 0,7827 0,7828 
0,1504 0,3793 0,7507 0,7508 
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Як бачимо, розглянутий метод дає хороші результати для тестової задачі, 

а використання вищих наближень покращує точність наближеного розв’язку 

порівняно з результатами з [10 – 12]. 

 

 

Висновки за розділом 4 

 

Проведено обчислювальний експеримент для тестової задачі розрахунку 

фільтраційних течій в області з вільною межею. Результати обчислювального 

експерименту представлені у табличній формі. Аналіз результатів показує, що 

застосування до розв’язування задачі аналізу процесів фільтрації в областях з 

вільною межею методу R-функцій у поєднанні з методом Рітца дає хороші ре-

зультати, які добре співвідносяться з математичною постановкою задачі, з її фі-

зичним змістом та з відомими з літератури результатами. 
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ВИСНОВКИ 

 

У кваліфікаційній роботі було застосовано метод R-функцій у поєднанні з 

варіаційним методом Рітца до аналізу фільтраційних течій в областях з вільною 

межею. 

1. Було проведено системний аналіз задачі моделювання процесів фільт-

рації в областях з вільною межею. Зроблено висновок про доцільність застосу-

вання до вирішення цієї задачі саме конструктивного апарату теорії R-функцій, 

розробленої академіком НАН України В.Л. Рвачова. 

2. На основі сумісного застосування конструктивних засобів теорії мето-

ду R-функцій та методу Рітца розроблено алгоритм чисельного аналізу процесу 

фільтрації в областях з вільною межею.  

3. Розроблений алгоритм програмно реалізовано у пакеті Wolfram 

Mathematica 13.3 і за допомогою розробленої програми проведено обчислюва-

льний експеримент для тестової задачі з відомим точним розв’язком, що підт-

вердило ефективність розглянутого методу. 

4. Дослідження фільтраційних течій в областях з вільною межею може 

бути застосовано, зокрема, у гідроенергетиці при проєктуванні різних гідротех-

нічних споруд. 

5. Результати, що отримані у роботі, можна використати для створення та 

аналізу комп’ютерних моделей, програм або алгоритмів, що зможуть вдоскона-

лити та оптимізувати проведення аналізу процесу фільтрації в областях з віль-

ною межею. 
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