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РЕФЕРАТ 

 

Пояснювальна записка: 74 с., 3 табл., 21 рис., 2 дод., 40 джерел. 

 

ВТОМНА ТРІЩИНА, ДЕФЕКТ, КІЛЬКІСТЬ ЦИКЛІВ, КОЕФІЦІЄНТ 

ІНТЕНСИВНОСТІ НАПРУЖЕНЬ, МІКРОТРІЩИНА, НАПРУЖЕНО-

ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН, ПАЛИВНИЙ БАК, ПЕРІОДИЧНЕ НАВАНТА-

ЖЕННЯ, РАКЕТНА ТЕХНІКА, ЦИЛІНДР. 

 

Об’єкт дослідження – процеси руйнування конструкцій з мікродефектами. 

Мета роботи – комп’ютерне моделювання визначення граничної кількості 

циклів навантажень на елементи конструкції ракетної техніки при транспорту-

ванні. 

Методи дослідження – метод потенціалу, різні модифікації методу грани-

чних елементів та проекційних методів. 

У кваліфікаційній роботі було виконано комплексне дослідження напру-

жено-деформованого стану конструкцій ракетної техніки з урахуванням тріщи-

ноподібних дефектів. Отримано нові результати, які демонструють вплив роз-

мірів і розташування дефектів на довговічність конструкцій. Новизна роботи 

полягає у запропонованих методиках розрахунку критичної кількості циклів 

навантаження із застосуванням гіперсингулярних інтегральних рівнянь, що за-

безпечує високу точність чисельного моделювання. 

Рекомендовано використовувати розроблені методики для прогнозування 

розвитку тріщин, оцінки зон концентрації напружень та визначення параметрів 

довговічності конструкцій. Це дозволяє вчасно виявляти зони найбільшого ри-

зику та запобігати аварійним ситуаціям. 

Сфера застосування результатів охоплює розробку, транспортування та 

експлуатацію паливних баків ракетної техніки, що сприяє підвищенню їхньої 

надійності в умовах реальних експлуатаційних навантажень. 
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Значимість роботи полягає у забезпеченні безпеки ракетних систем, під-

вищенні їх експлуатаційної ефективності, а також зниженні витрат, пов’язаних 

із руйнуванням конструкцій. 

У висновках наголошується на важливості продовження досліджень для 

аналізу взаємодії різнотипних навантажень, зокрема вітрових і ударних, а також 

впливу плескання рідини на коливання пружних стінок баків. Це сприятиме 

вдосконаленню передстартової підготовки ракет-носіїв і підвищенню надійнос-

ті ракетної техніки загалом. 
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ABSTRACT 

 

Introductory note: 74 pages, 3 tables, 2 figures, 2 appendixes, 40 sources. 

 

CYLINDER, DEFECT, FATIGUE CRACK, FUEL TANK, MICROCRACK, 

NUMBER OF CYCLES, PERIODIC LOADING, ROCKETRY, STRESS INTEN-

SITY FACTOR, STRESS-STRAIN STATE. 

 

Object of research – fracture processes of structures with microdefects. 

Purpose of work – computer modelling to determine the maximum number of 

load cycles on structural elements of rocketry during transport. 

Methods of research – potential method, various modifications of the boundary 

element method and projection methods. 

In the qualification work, a comprehensive study of the stress-strain state of 

rocketry structures with consideration of crack-like defects was carried out. New re-

sults have been obtained that demonstrate the influence of the size and location of de-

fects on the durability of structures. The novelty of the work lies in the proposed 

methods for calculating the critical number of loading cycles using hypersingular in-

tegral equations, which ensures high accuracy of numerical modelling. 

It is recommended to use the developed methods to predict the development of 

cracks, assess stress concentration zones and determine the parameters of structural 

durability. This allows timely identification of the highest risk areas and prevention 

of emergencies. 

The scope of the results covers the development, transportation and operation 

of rocket fuel tanks, which contributes to increasing their reliability under real opera-

tional loads. 

The significance of the work is to ensure the safety of missile systems, increase 

their operational efficiency, and reduce the costs associated with structural failure. 

The conclusions emphasise the importance of continuing research to analyse 

the interaction of different types of loads, including wind and impact loads, as well as 
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the effect of liquid splashing on the vibrations of elastic tank walls. This will help to 

improve the pre-launch training of launch vehicles and increase the reliability of 

rocketry in general. 
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ПЕРЕЛІК СКОРОЧЕНЬ, УМОВНИХ ПОЗНАК, ОДИНИЦЬ І ТЕРМІНІВ 

 

г – грам; 

Гц – Герц; 

КІН – коефіцієнт інтенсивності напружень; 

м – метр; 

МГЕ – метод граничних елементів; 

МСЕ – метод скінченних елементів; 

Н – Ньютон; 

НДС – напружено-деформований стан; 

Па – Паскаль; 

c – секунда. 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Актуальність роботи зумовлена необхідністю під-

вищення надійності та безпеки при транспортуванні конструктивних елементів 

ракетної техніки, що є критично важливим для забезпечення їхньої функціона-

льної цілісності. У контексті сучасних вимог до тривалої та ефективної експлу-

атації високотехнологічного обладнання, зокрема в авіаційній і ракетній галу-

зях, особливу увагу привертають проблеми, пов’язані з виникненням та зрос-

танням мікродефектів, що можуть утворюватися в процесі транспортування. 

Зважаючи на те, що мікродефекти здатні поступово накопичуватися і 

прогресувати під впливом вібраційних та циклічних навантажень, оцінка їхньо-

го зростання стає важливою складовою забезпечення надійності конструкцій-

них елементів. Безпосередньо для ракетної техніки ці питання мають особливе 

значення, оскільки такі дефекти можуть спричинити серйозні наслідки, включ-

но з аварійними ситуаціями. Комп'ютерне моделювання процесів зростання мі-

кродефектів дозволяє отримати цінні прогнози щодо того, коли саме елементи 

можуть вийти з ладу, а також оцінити можливість безпечного транспортування 

та встановлення конструкційних компонентів. 

Розробка моделей для прогнозування зростання мікродефектів під час тран-

спортування є актуальним завданням, що сприятиме підвищенню рівня надійності 

та довговічності обладнання, мінімізуючи ризики виходу з ладу відповідальних 

конструкційних елементів ракетної техніки. Отже, тема є актуальною. 

Мета і завдання кваліфікаційної роботи. Метою кваліфікаційної робо-

ти є комп’ютерне моделювання визначення граничної кількості циклів наван-

тажень на елементи конструкції ракетної техніки при транспортуванні. Для до-

сягнення поставленої мети необхідно виконати наступні завдання: 

– провести огляд і аналіз сучасного стану задачі «комп’ютерного моде-

лювання процесів руйнування елементів конструкцій ракетної техніки»; 

– ознайомитись з методами визначення зон найбільшої концентрації на-

пружень в елементах ракетної техніки; 
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– побудувати бази модельних мікродефектів; 

– розробити метод для визначення граничної кількості циклів наванта-

ження на елементи конструкції; 

– розробити програму для моделювання та аналізу тріщин у конструкціях 

при транспортуванні; 

– провести моделювання появи тріщини та її зростання до неприпустимих 

розмірів; 

– проаналізувати отримані результати та визначити граничну кількість 

навантажень для різних типів дефектів; 

– зробити висновки з отриманих результатів. 

Об’єктом дослідження є процеси руйнування конструкцій з мікродефек-

тами. 

Предметом дослідження є виявлення граничної кількості циклів наван-

тажень на елементи конструкції. 

Методи дослідження. У кваліфікаційній роботі використовуються метод 

потенціалу, що дозволило звести задачі, що розглядалися до граничних інтегра-

льних рівнянь. Для чисельного розв’язку цих рівнянь застосовані різні модифі-

кації методу граничних елементів та проекційних методів. 

Публікації. Результати, отримані у кваліфікаційній роботі, було предста-

влено на міжнародній конференції «Learning & Teaching: in the World after War» 

(м. Харків, 8 листопада 2024 р.) [1]. 
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1 АНАЛІЗ ПРЕДМЕТНОЇ ОБЛАСТІ 

ТА ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

1.1 Мікротріщини та втомні тріщини 

 

Мікротріщини – це дрібні пошкодження, які часто залишаються непомі-

ченими під час візуального огляду і можуть бути невидимими без використання 

спеціальних діагностичних методів. Незважаючи на свій малий розмір, такі 

тріщини під впливом втомних навантажень можуть поступово зростати, що 

зрештою призводить до часткового або повного руйнування конструктивних 

елементів. Втомні тріщини зазвичай розвиваються поблизу несучих поверхонь, 

часто в результаті корозії, екстремальних температур і повторюваних механіч-

них навантажень.  

Корозійні процеси сприяють руйнуванню матеріалів під впливом хіміч-

них реакцій із навколишнім середовищем, найчастіше з вологим повітрям або 

агресивними хімічними речовинами. Металеві конструкційні елементи, напри-

клад, схильні до окислення, особливо в умовах підвищеної вологості або при 

контакті з кислотними розчинами. Результатом корозії стає ослаблення струк-

тури матеріалу та зниження його міцності. На рисунку 1.1 показано водоохоло-

джувальну трубу з втомною корозійною тріщиною [2]. 

 

  
 Рисунок 1.1 – Приклад втомної тріщини під дією корозії 
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Перепади температур призводить до циклічних розширень і скорочень 

матеріалів, що може викликати накопичення внутрішніх напружень, особливо 

якщо конструкційний матеріал має різні коефіцієнти термічного розширення в 

окремих частинах. Приклад втомної тріщини, утвореної в зоні термічного 

впливу, зображено на рисунку 1.2 [3]. 

 

  
 Рисунок 1.2 – Втомна тріщина в зоні термічного впливу 

 

Повторювані механічні навантаження виникають під час регулярного 

впливу змінних навантажень, наприклад, коливання маси, вібрації та циклічні 

деформації. Під впливом таких навантажень матеріал конструкції поступово 

втомлюється, а накопичені пошкодження з часом призводять до утворення мік-

ротріщин. На рисунку 1.3 показано одну з половин зразка, який був випробува-

ний на втому. Зразок мав отвір авіаційного кріплення. У процесі випробувань 

тріщина зростала від втоми, яка досягла критичного розміру й призвела до роз-

лому. Світло-сіра зона показує тріщину, а "пляжні знаки" вказують, що тріщина 

почала рости від перетину отвору та його поглиблення, де виникає найбільша 

напруга, під дією циклічних навантажень [3]. 

На початковій стадії зростання мікротріщина може розвиватися повільно, 

однак, досягнувши критичної довжини, вона здатна призвести до раптового 
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руйнування. Це руйнування є особливо небезпечним, оскільки може статися 

несподівано, навіть при номінальних навантаженнях, створюючи значні ризики 

для безпеки людей та інфраструктури. 

 

  
 Рисунок 1.3 – Втомне руйнування під дією циклічних навантажень 

 

Окрім навантажень під час експлуатації, важливим іншим фактором пош-

кодження конструкцій є процес транспортування. Під час перевезення інженер-

них елементів, особливо великих і важких, наприклад, елементів конструкції 

ракетної техніки, на них діють додаткові механічні впливи, такі як вібрації, 

удари та нерівномірні навантаження через рух транспорту по складних або не-

рівних дорогах. У процесі транспортування конструкційні матеріали можуть 

піддаватися деформаціям, які створюють нові мікротріщини або сприяють по-

ширенню вже існуючих.  

 

 

1.2 Методи оцінки коефіцієнту інтенсивності напружень 

 

На сьогодні накопичено значний обсяг експериментальних та теоретич-

них досліджень, присвячених закономірностям розвитку тріщин під дією цик-

лічних навантажень. Вагомий внесок у цю сферу зроблено у численних моног-
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рафіях [4–7], а також у наукових статтях, оглядах та нормативних документах 

[8–11]. Зокрема, було розроблено нормативні інструкції для оцінки залишково-

го ресурсу елементів гідротурбін з наявністю тріщин [12]. Дослідження, спря-

мовані на визначення тріщиностійкості нафто- та газопроводів, відображено у 

[13], а роботи [14–19] містять бази даних і класифікації тріщин у трубопрово-

дах, а також оцінки залишкового ресурсу авіаційного обладнання. 

Останні досягнення у теорії тріщин та скупчень включень стали основою 

сучасних технологій для оцінки залишкового ресурсу матеріалів і конструкцій 

[18–20]. У дослідженнях вивчено взаємодію поверхневих тріщин, вплив порис-

тих ланцюжків на міцність зварного шва, а також граничні умови для ланцюж-

ків тріщин під дією теплових навантажень [21–23]. Численні дослідження з до-

вговічності конструкцій, які враховують різні типи дефектів, підкреслюють не-

обхідність порівняльного аналізу цих дефектів для точного прогнозування дов-

говічності елементів конструкцій. 

Дослідження динамічних процесів в елементах конструкції експеримен-

тальними методами призводить до значних матеріальних витрат, небажаних 

небезпечних наслідків і не дозволяє отримати детальний розподіл напружень, 

деформацій, переміщень, температур, а також описати виникнення, зростання 

тріщин, і пошкодження. Тому виникає необхідність у проведенні 

комп’ютерного моделювання.  

Означення. Напружено-деформований стан тіла (НДС) – це фізико-

механічний стан матеріального тіла, що характеризується розподілом внутріш-

ніх силових взаємодій (напружень) та геометричних змін (деформацій) у його 

об’ємі під дією зовнішніх або внутрішніх впливів. 

Означення. Коефіцієнт інтенсивності напружень (КІН) – це параметр K , 

що характеризує НДС поблизу вершини тріщини в матеріалі, який зазнає нава-

нтаження. Для різних типів деформацій використовують наступні позначення: 

а) режим I (розтяг або відкриття тріщини): KΙ ; 

б) режим II (зсув у площині тріщини): KΙΙ ; 

в) режим III (зсув перпендикулярно до площини тріщини): KΙΙΙ . 
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Сьогодні розроблено низку чисельних методів для оцінки КІН. Серед них 

можна виділити метод вільних елементів Галеркіна [24], метод скінченних еле-

ментів для моделювання КІН у балках із тріщинами [25], згладжений метод скі-

нченних елементів для тривимірних тіл [26], розширений метод скінченних 

елементів [27], P-версію методу скінченних елементів з контурними інтеграль-

ними підходами [28], а також метод граничних елементів для двовимірних тіл із 

тріщинами [29]. У роботі [30] метод граничних елементів використовувався для 

розрахунку КІН у функціонально градієнтних пластинах, що є важливим для 

аналізу матеріалів із просторово змінними властивостями. 

Дослідження процесів поширення тріщин в елементах конструкції з де-

фектами також є критично важливим аспектом аналізу їх НДС. Двовимірну по-

становку задачі представлено в роботі [31], а експериментальні дослідження 

зростання тріщин у балках виконано у [32]. Тривимірний аналіз поширення 

втомних тріщин у зварних сталевих балках із застосуванням глобально-

локального числового методу граничних елементів проведено в [33].  

Аналіз літературних джерел свідчить про те, що проблема поширення 

тріщин у реальних конструкціях потребує подальших розробок і вдосконалення 

чисельних методів, які продемонструють надійність та ефективність при моде-

люванні розвитку тріщин у складних умовах. 

У роботі [34] розроблено наукові методи, критерії та програмне забезпе-

чення для розрахунку стійкості до крихкого руйнування ракетних конструкцій 

за наявності мікродефектів, що утворюються при транспортуванні ракети-носія. 

На основі запропонованого підходу для оцінки НДС циліндричної оболонки з 

періодичною системою отворів отримано критичні руйнівні навантаження та 

визначено момент виникнення першої тріщини [35, 36].  

Комп’ютерне моделювання також дозволило обрати конструкцію мініма-

льної товщини, яка витримує задані інтенсивні короткочасні навантаження, що 

є ключовим для підвищення надійності та безпеки конструкцій в реальних умо-

вах експлуатації. 
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1.3 Основні співвідношення механіки суцільного середовища та  

      крихкого руйнування 

 

Для визначення НДС пружного тіла використовують систему трьох рів-

нянь еліптичного типу з частинними похідними другого порядку, відомих як 

рівняння Ламе: 

 

 ( ) 0,j
j

U
x

∂ϑµ∆ + λ + µ =
∂

 
2 2 2

2 2 2
1 2 3

,
x x x

∂ ∂ ∂∆ = + +
∂ ∂ ∂

 div ,Uϑ =  1,2,3,j =  (1.1) 

 

де 
2(1 )

Eµ =
+ ν

 – модуль зсуву; 

     
(1 )(1 2 )

Eνλ =
+ ν − ν

 – коефіцієнт Ламе; 

     E  – модуль Юнга; 

     ν  – коефіцієнт Пуассона; 

     U  – вектор переміщення. 

Введемо диференціальний оператор поверхневого напруження в класич-

ній теорії пружності як: 

 

 ( ) 2 div ( rot )n
uT x U n U n U
n

∂= µ + λ + µ ×
∂

, (1.2) 

 

де n  – одиничний вектор нормалі до розглядуваної поверхні. 

Припустимо, що на границі 1Ω  задані кінематичні умови для першої кра-

йової задачі, а на границі 2Ω  задані умови статичного навантаження для другої 

крайової задачі, причому 1 2Ω = Ω ∪ Ω . На поверхнях тріщин зазвичай відомі 

компоненти нормального та дотичного напруження. 

Для визначення вектора U  формулюємо наступну крайову задачу для 

тривимірного тіла, обмеженого областю Ω  та ослабленого системою тріщин iS , 
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1,...,i n= : 

 

 ( ) ,j
j

U
x

∂ϑµ∆ + λ + µ
∂

 1,2,3,j =  (1.3) 

 ( ) ( ),i ilU x u x=  1,x ∈Ω  (1.4) 

 ( ) ( ) ( ),nT x U x X x=  2 ,x ∈Ω  (1.5) 

 3( ( ) ( ) ( )) ,n iT x u x n x N⋅ =  (1.6) 

 ( ( ) ( ) ( )) ,n k kiT x u x x N⋅ τ =  ,x ∈Ω  1,2i = . (1.7) 

 

Розглянемо крайову задачу (1.3)-(1.7) і запишемо розв'язок у вигляді: 

 

 0( ) ( ) ( ),U x u x u x= +  

 

де 0 ( )u x  – це переміщення, які виникли б у твердому тілі без тріщин за однако-

вих поверхневих навантажень. Вони визначаються наступним чином: 

 

 0 ( ) 0,j
j

u
x

∂ϑµ∆ + λ + µ =
∂

 (1.8) 

 0 ( ) ( ),j ilu x u x=  1,2,3,j =  1,x ∈Ω  (1.9) 

 0( ) ( ) ( ),nT x u x X x=  2 .x ∈Ω  (1.10) 

 

Розв'язок крайової задачі (1.8)-(1.10) можна знайти різними чисельними 

методами. Серед них варто відзначити метод скінченних елементів (МСЕ) [11] 

та метод граничних елементів (МГЕ) [12], обидва засновані на використанні 

методу зважених нев'язок. Невідомі представлені у вигляді рядів на основі скі-

нченних функцій 1
1{ }N

n n=ψ , а для тестових функцій використовується той самий 

базис.  

Спочатку розглянемо скінченно-елементне формулювання. Апроксимація 
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переміщень застосовується у вигляді: 

 

 0 { }{ },u su N u=  (1.11) 

 

де { }uN  та { }su  – функції форми для переміщень і вузлових значень невідомих. 

Після інтегрування рівнянь і зведення частини об'ємних інтегралів до поверх-

невих отримуємо скінченно-елементну постановку задачі (1.8)-(1.10) у вигляді: 

 

 [ ]{ } { },s s sK u f=  (1.12) 

 

де [ ]sK  – це матриця жорсткості; 

    { }sf  – відомий вектор. 

Суттєвою особливістю методу граничних елементів (МГЕ) є використан-

ня сингулярних тестових функцій, які задовольняють диференціальне рівняння 

(1.1) всюди, окрім однієї особливої точки. Для цього як тестові функції викори-

стовуються фундаментальний і сингулярний розв'язки рівняння (1.1). Фундаме-

нтальний розв’язок пружності отримують з розгляду рівняння (1.1) з правою 

частиною як дельта-функцією, і він подається у наступній матричній формі: 

 

 3

( )( )3 1( ) ,
8 ( 2 ) | | | |

i i j j
ij ij

x y x y
x y

x y x y
− − λ + µ λ + µΓ − = δ + πµ λ + µ λ + µ − − 

 (1.13) 

 

яка називається матрицею Кельвіна-Соміляни. Ця матриця є симетричною, і 

кожен її стовпець і рядок задовольняють рівнянням статики переміщень (1.1) у 

довільній точці 3x E∈ , за винятком випадку, коли x y= . 

З використанням фундаментального розв’язку (1.13) та диференціального 

оператора для поверхневої напруги (1.2), сингулярний розв’язок рівнянь (1.1) 

визначається як: 

 , 1 2 ,( ( )) ( ) ( ), ( ) [ ( ( )) ( )] .n x n n y nT x x y x y x y T y y x ′∂ Γ − = Γ − Γ − = ∂ Γ −  (1.14) 
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Таким чином, 0 ( )u x  можна зобразити як узагальнений потенціал простого 

шару на поверхні Ω : 

 

 0 0( ) ( ) ( ) ,yu x x y p y d
Ω

= Γ − Ω∫∫  (1.15) 

 

де 0 ( )p y  – невідомий вектор густини.  

Вектор-функція 0 ( )u x  задовольняє рівнянням Ламе при довільній густині 

0 ( )p y , яка є інтегрованою на Ω . 

Підставивши вираз (1.15) у граничні умови (1.8)-(1.10), отримуємо систе-

му інтегральних рівнянь: 

 

 0( ) ( ) ( ),y lx y p y d u x
Ω

Γ − Ω =∫∫  1,x ∈Ω  (1.16) 

 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ),yp x x y p y d X x
Ω

+ Γ − Ω =∫∫  2 .x ∈Ω  (1.17) 

  

Розглянемо визначення переміщень ( )u x , трактуючи їх як суму узагаль-

нених пружних потенціалів простого і подвійного шарів. Потенціал подвійного 

шару розподіляється по поверхнях тріщин iS , 1, ,i n= … , тоді як потенціал про-

стого шару прикладається до межі поверхні тіла Ω . Отже, 

 

 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .y yS
u x x y y dS x y p y d

Ω
= Γ − α + Γ − Ω∫∫ ∫∫  (1.18) 

 

Завдяки властивостям потенціалів простого і подвійного шарів, вектор-

функція ( )u x  задовольняє рівнянням (1.1). Розглядаючи граничні умови для ви-

значення функції ( )u x , приходимо до системи сингулярних інтегральних рів-

нянь. 
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1.4 Змістовна та формальна постановка задачі 

 

У цій роботі досліджується проблема визначення граничної кількості ци-

клів навантажень на елементи конструкцій ракетної техніки під час транспор-

тування, що є необхідним для забезпечення їхньої надійності та довговічності. 

В умовах транспортування конструкційні елементи ракет зазнають різних видів 

циклічних навантажень, таких як вібраційні та ударні, які можуть сприяти 

утворенню і зростанню мікродефектів у матеріалах. Ці дефекти з часом нако-

пичуються, призводячи до деградації матеріалу, що в подальшому може викли-

кати руйнування відповідних елементів, ставлячи під загрозу безпечну експлуа-

тацію ракетної техніки. 

Основна задача роботи полягає в створенні комп’ютерної моделі, здатної 

прогнозувати поведінку елементів конструкцій при впливі циклічних наванта-

жень і визначати граничну кількість таких циклів, після якої виникає ризик 

критичного руйнування. Така модель дозволяє заздалегідь оцінювати стан 

конструкційних елементів і своєчасно вживати заходів для попередження ава-

рійних ситуацій. Для цього у роботі застосовуються сучасні методи чисельного 

моделювання, які дозволяють максимально точно відтворити процеси утво-

рення та зростання мікродефектів, що зумовлюються багаторазовими наванта-

женнями на матеріали конструкцій. 

Засновуючись на цих ідеях, у роботі використовується метод потенціалу, 

що дає можливість звести задачу до граничних інтегральних рівнянь, які є зру-

чними для моделювання процесів НДС в елементах конструкцій. Для чисельно-

го розв’язання цих рівнянь застосовуються різні модифікації методу граничних 

елементів та проекційні методи, що дозволяє підвищити точність отриманих 

результатів та зробити розрахунки більш ефективними. Використання методу 

граничних елементів є доцільним, оскільки він забезпечує локалізацію обчис-

лень у зонах, де спостерігається підвищена концентрація напружень. 

Після дослідження статичного та динамічного НДС та визначення частот 

вільних коливань конструкцій за допомогою експериментальних методів або 
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числових методів скінченних та граничних елементів з’ясовуються зони найбі-

льшої концентрації напружень у конструктивному елементі. Ці зони зазвичай 

розташовуються поблизу отворів, границь елементів, місць розташування звар-

них швів. Саме в цих зонах розташовуються модельні тріщини або ланцюжки 

тріщин, які моделюють пошкодження, що можуть виникнути в результаті цик-

лічних навантажень. Далі розглядається задача визначення кількості циклів, які 

витримує елемент конструкції до руйнування згідно з обраним критерієм, в 

цьому дослідженні використано критерій Періса.  

Для визначення критичної кількості циклів до руйнування використано 

залежність Періса 

 

 ( )

20
th

th 1C
3

1C

10 , ,

, ,
10 , ,

m

K K
dl C K K K K
dN

K K

− ∆ < ∆
= ∆ ∆ < ∆ <
 ∆ >

 

 

де l  – характерний розмір дефекту;  

    N  – критична кількість циклів;  

    thK∆  – порогове значення коефіцієнту інтенсивності напружень; 

    1CK  – критичне значення КІН;  

    maxK , minK  – максимальний та мінімальний КІН за один цикл навантаження; 

    m  – показник ступеня кривої втоми; 

    C  – характерна стала кривої втоми. 

Вважаємо, що навантаження в циклі задовольняють співвідношенню 

max

min

1σ
= −

σ
. Тоді max min max2K K K K∆ = − = . Число циклів до руйнування визначе-

но шляхом інтегрування залежності Періса: 

 

 ( )1 ,mdN K dl
C

−= ∆  th 1C .K K K∆ < ∆ <  



 24 

Зауважимо, що при thK K∆ < ∆  тріщини не розвиваються, а при 1CK K∆ >  

відбувається лавиноподібне розвинення тріщини, що веде до руйнування еле-

менту конструкції. 

Таким чином, формула для обчислення критичного числа циклів має  

вигляд: 

 

 ( )
1

0

max
1 , 2 .

l
m

l

N K dl K K
C

−= ∆ ∆ =∫  

 

 

1.5 Постановка задач дослідження 

 

Метою кваліфікаційної роботи є комп’ютерне моделювання визначення 

граничної кількості циклів навантажень на елементи конструкцій ракетної тех-

ніки під час транспортування, що дозволить підвищити їхню надійність та без-

пеку.  

Для досягнення поставленої мети необхідно виконати наступні завдання: 

– провести огляд та аналіз сучасного стану досліджень у галузі комп'юте-

рного моделювання процесів руйнування конструкційних елементів ракетної 

техніки; 

– ознайомитися з методами визначення зон найбільшої концентрації на-

пружень у конструкціях, які використовуються в ракетній техніці, зокрема поб-

лизу отворів, зварних швів та границь елементів; 

– розробити базу модельних мікродефектів, що відображають характерні 

види пошкоджень, які можуть утворюватися в умовах циклічного навантаження; 

– застосувати метод потенціалу та модифіковані чисельні методи гранич-

них елементів для розв’язання граничних інтегральних рівнянь, що описують 

НДС елементів; 

– розробити програму для моделювання та аналізу тріщин у конструкціях 

при транспортуванні; 
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– провести моделювання появи тріщини та її зростання до неприпустимих 

розмірів; 

– проаналізувати отримані результати та визначити граничну кількість 

навантажень для різних типів дефектів; 

– визначити кількість циклів навантаження, яку витримує елемент конс-

трукції до руйнування, відповідно до критерію Періса, та оцінити надійність 

конструкційних елементів під час транспортування. 
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2 ВИБІР ТА ОБҐРУНТУВАННЯ МЕТОДУ РОЗВ’ЯЗАННЯ  

 

2.1 Метод визначення зон найбільшої концентрації напружень в  

      елементах ракетної техніки 

 

На основі наявних експериментальних і теоретичних даних запропонова-

но наступну методику оцінки довговічності конструкційних елементів. На по-

чатковому етапі здійснюється аналіз статичного та динамічного НДС, а також 

визначаються частоти власних коливань конструкції за допомогою експеримен-

тальних або чисельних методів [16–18]. Ці дослідження дозволяють виявити 

небажані частоти коливань під час транспортування, а також зони найбільшої 

концентрації напружень у конструкційних елементах. Як правило, такі зони ро-

зташовуються поблизу отворів, границь елементів і місць розміщення зварних 

швів. 

Після проведеного аналізу вибираються модельні тріщини, які розміщу-

ються у зонах максимальної концентрації напружень, як показано на рисунку 

2.1.  

 

  
 Рисунок 2.1 – Зони найбільшої концентрації напружень  

 

Подальший етап включає застосування відомого підходу [19], суть якого 

полягає у наступному: спочатку аналізується НДС елемента конструкції без 

тріщин під дією заданого навантаження, при цьому виникає напруження σ  в 

околицях модельної тріщини, далі припускають, що на берегах розрізів діють 
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певні задані навантаження, які дорівнюють −σ , при цьому контур елемента за-

лишається вільним від навантажень. Це дозволяє визначити НДС елемента з 

тріщиною. Таким чином, НДС елемента конструкції з тріщиною під дією зада-

ного навантаження отримується як сума рішень двох вищеописаних задач. 

 

 

2.2 Методи побудови бази модельних мікродефектів 

 

Після проведеного аналізу НДС конструкційних елементів обираються 

модельні тріщини, які розташовують у зонах найбільшої концентрації напру-

жень, які зображено на рисунку 2.2.  

Зазначимо, що в зонах, де розташовані зварні шви на рисунку 2.2 (г), на-

ведено модельний ланцюг тріщин, зображений на рисунку 2.2 (е).  

Нехай модельна тріщина проходить вздовж контуру 0L . Позначимо як 

( ) ,i iK L …  1,2,i = … контури отворів всередині елемента конструкції, зображе-

них на рисунках 2.2 (г, д), або границю елемента, на яку виходить тріщина, зо-

бражена на рисунку 2.2 (б). Для опису переміщень пружного тіла з використан-

ням інтегральних зображень [19, 20] на контурі 0L  будемо вважати невідомими 

густини 1,α  2α , а на контурах ,iL  1,2,...i K=  – густини ,iβ  ,iγ  1,2,...i K= . 

Позначимо також компоненти одиничної (зовнішньої) нормалі до відпо-

відних контурів як 1 2( , ),j jn n  0,1,2, ,j K= … . Припустимо, що елемент констру-

кції знаходиться під дією заданих зовнішніх навантажень 11,S  12 ,S  22S . У [19, 

20] показано, що невідомі функції 1,α  2α  та ,iβ  ,iγ  1,2,...i K=  можна визначити 

з наступної системи гіперсингулярних інтегральних рівнянь: 
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( ) ( ) ( ) ( )
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i j i i i j i i i
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dL
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 α ξ  + ξ β ξ + ξ γ ξ = +  ξ −  
∑∫ ∫ (2.1) 
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 α ξ  + ξ β ξ + ξ γ ξ = +  ξ −  
∑∫ ∫ (2.2) 

 

де 0,1,2, ,j K= … ; 

    
2 ( )

M µ=
π λ + µ

; 

    λ  і µ  – параметри Ламе. 

 

   

  

  
 Рисунок 2.2 – Модельні тріщини в зонах найбільшої концентрації  

 напружень: а) – ізольована тріщина в пружній площині;  

 б) – тріщина, що виходить на межу півплощини;  

 в) – хрестоподібна тріщина; г) – дві симетричні тріщини; 

 д) – тріщина між двома отворами; 

 е) – ланцюг тріщин у зоні зварного шва 
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Таким чином, ми маємо систему 2 2K +  інтегральних рівнянь для 2 2K +  

невідомих функцій 1,α  2α , ,iβ  ,iγ  1,2,...i K= . Зауважимо, що перші доданки в 

інтегральних рівняннях цієї системи є гіперсингулярними складовими [19], а 

ядра (1)
, ( , ),i jP x ξ  (1)

, ( , ),i jQ x ξ  (2)
, ( , ),i jP x ξ  (2)

, ( , )i jQ x ξ  мають логарифмічні особливості 

або особливості типу Коші у випадку збігу точок jξ  та jx . Числове розв’язання 

системи (2.1) здійснюється методом граничних елементів [19, 21]. 

Для коефіцієнтів інтенсивності напружень маємо наступні вирази: 

 

 
( ) ( ) ( )20 0

1 1 12 2 22
0

lim ,
2 1 r

xGk n S n S
r→

α
= +

π − ν
 (2.3) 

 
( ) ( ) ( )10 0

2 1 11 2 12 0
lim ,

2 1 r

xGk n S n S
r→

α
= +

π − ν
 (2.4) 

 

де r  – відстань між вершиною тріщини та точкою спостереження; 

    G  – модуль зсуву; 

    ν  – коефіцієнт Пуассона. 

Досліджується розвиток прямолінійних тріщин, розташованих перпенди-

кулярно до напряму навантаження. У цьому випадку буде ненульовим лише ко-

ефіцієнт 1k . Для визначення довжини 0l , з якої починається розвиток тріщини, 

використовується співвідношення: 

 

 th ,K K∆ =  (2.5) 

 

де thK  – порогове значення коефіцієнта інтенсивності напружень.  

За критерієм Періса тріщина стабільна, якщо:  

 

 ,thK K∆ < ∆  

 

де K∆  – амплітуда коефіцієнта інтенсивності напружень; 



 30 

    thK∆  – порогове значення амплітуди КІН, залежне від властивостей матеріа-

лу.  

Тріщини, що мають початковий розмір менший за 0l , згідно з критерієм 

Періса, не розвиваються. 

Зазначимо, що зазвичай тріщини розміром більше ніж 0,005 м вважають-

ся неприпустимими. Тобто, після проведення планових оглядів, елементи конс-

трукцій з такими тріщинами підлягають ремонту або модернізації [8]. Таким 

чином, цікаво визначити кількість циклів, за яких тріщина зросте від початко-

вого розміру, обчисленого за формулою (2.5), до кінцевого розміру 1 0,005l =  м. 

Також зазначимо, що значення K∆  має задовольняти умову: 

 

 1 ,CK K∆ <  (2.6) 

 

інакше відбудеться лавиноподібне зростання тріщини. 

Розглянемо наступні модельні тріщини: 

– дефект 1: ізольована тріщина в пружній площині, яка зображена на ри-

сунку 2.2 (а); 

– дефект 2: тріщина, що виходить на межу півплощини, і зображена на 

рисунку 2.2 (б); 

– дефект 3: хрестоподібна тріщина, яка зображена на рисунку 2.2 (в); 

– дефект 4: дві симетричні тріщини, розташовані біля отвору, і зображені 

на рисунку 2.2 (г); 

– дефект 5: тріщина між двома отворами, яка зображена на рисунку 2.2 

(д); 

– дефект 6: ланцюг тріщин у зоні зварного шва, який зображен на рисунку 

2.2 (е). 

Наведемо сингулярні інтегральні рівняння для визначення невідомих гус-

тин 1,α  2α . 

Для ізольованої тріщини довжиною 2l , зображеного на рисунку 2.2 (а), 
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маємо таку систему гіперсингулярних рівнянь [20]: 
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l l

l l
M d S M d S

x x− −
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Для тріщини, перпендикулярної до межі півплощини, що зображено на 

рисунку 2.2 (б), отримано гіперсингулярне інтегральне рівняння у вигляді: 
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∫  ( ) 22 .Sp x
M

= (2.8) 

 

Задача визначення концентрації напружень в елементі конструкції з тех-

нологічним отвором радіуса R  та двома симетричними тріщинами довжиною 

l , які виходять на межу отвору, зводиться до розв’язання сингулярного рівнян-

ня [19]: 
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Висновки за розділом 2 

 

У другому розділі кваліфікаційної роботи було проведено дослідження 

методів визначення зон найбільшої концентрації напружень у конструкційних 

елементах ракетної техніки. На основі експериментальних та теоретичних да-

них запропоновано методику оцінки довговічності конструкцій, яка включає 

аналіз статичного та динамічного напружено-деформованого стану та визна-

чення частот власних коливань конструкцій. Проведено ідентифікацію зон з 

максимальною концентрацією напружень, що зазвичай локалізуються поблизу 

отворів, границь елементів або зварних швів. 

Дослідження включали вибір модельних тріщин, розміщених у критичних 

зонах напружень, а також аналіз їх впливу на НДС конструкцій. Для моделю-

вання тріщин застосовано інтегральні рівняння, що дозволяють визначити гус-

тини напружень на їхніх берегах. Особливу увагу приділено моделюванню трі-

щин різної конфігурації, включно з ізольованими дефектами, тріщинами побли-

зу меж півплощини, хрестоподібними тріщинами, дефектами біля отворів та 

ланцюгами тріщин у зонах зварних швів. 

Досліджено методику чисельного розв’язання гіперсингулярних інтегра-

льних рівнянь для аналізу тріщин різних типів. Наведено критерії стабільності 

тріщин на основі значень коефіцієнтів інтенсивності напружень, що дозволяє 

оцінювати умови їхнього розвитку чи стабільності. Визначено критичні розміри 

тріщин і кількість циклів до їхнього зростання до неприпустимих розмірів.  
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3 ПРОГРАМНА РЕАЛІЗАЦІЯ 

 

3.1 Платформа ANSYS та мова програмування Python 

 

ANSYS – це програмна платформа для чисельного аналізу в галузях ін-

женерії та науки, яка забезпечує моделювання складних фізичних явищ, таких 

як механічні напруження, теплові процеси, електромагнітні поля, аеродинаміка, 

гідродинаміка тощо [37]. Вона широко застосовується у машинобудуванні, аві-

ації, будівництві, енергетиці, біомедицині та інших сферах, де необхідно аналі-

зувати поведінку фізичних систем під впливом різноманітних факторів. 

Основою ANSYS є метод скінченних елементів, який дозволяє розділяти 

складну систему на простіші елементи та аналізувати її поведінку під наванта-

женнями. Програма підтримує широкий спектр типів елементів, включаючи 1D 

балки, 2D пластини, 3D тверді тіла, оболонки та композитні матеріали. Ця уні-

версальність дає змогу вирішувати завдання з аналізу напружень, деформацій, 

втрати міцності, теплопередачі, а також аналізувати розподіл потоків у рідинах 

і газах. 

Однією з ключових можливостей ANSYS є мультифізичне моделювання, 

яке дозволяє інтегрувати кілька фізичних явищ у межах одного аналізу. Про-

грама також підтримує розширену базу матеріалів із заданими механічними, 

термічними та електромагнітними властивостями, що дозволяє моделювати ре-

альні умови експлуатації. Крім того, користувачі можуть додавати власні мате-

ріали, включаючи нелінійні, анізотропні та залежні від часу. 

Функціональність ANSYS включає у себе аналіз механіки руйнування, 

моделювання тріщин і оцінку їхнього впливу на довговічність конструкцій. 

Програма дозволяє розраховувати коефіцієнти інтенсивності напружень, про-

гнозувати розвиток тріщин і їхній вплив на міцність матеріалу. Додатково 

включено можливість виконувати аналіз втомної міцності, що дозволяє оціню-

вати довговічність конструкцій під впливом циклічних навантажень. 

Python є мовою програмування, що вирізняється простотою синтаксису, 
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високою продуктивністю і широким спектром застосувань [38]. Однією з голо-

вних переваг Python є його багатий екосистемний набір бібліотек, які дозволя-

ють розробникам ефективно вирішувати складні задачі у різних галузях науки 

та техніки. У рамках цього дослідження Python було обрано як інструмент про-

грамування для чисельних розрахунків з використанням спеціалізованих біблі-

отек, таких як NumPy та SciPy. 

NumPy є бібліотекою для роботи з багатовимірними масивами даних, ви-

конання високопродуктивних операцій лінійної алгебри та реалізації математи-

чних функцій [39]. Її висока ефективність забезпечується використанням опти-

мізованого коду на низькому рівні, що дозволяє проводити обчислення швидко 

навіть для великих обсягів даних. У даному дослідженні NumPy використову-

ється для створення та обробки матриць, що є базовими структурами для 

розв’язання інтегральних рівнянь. 

SciPy є ще однією важливою бібліотекою, яка розширює можливості 

Python у чисельних методах [40]. Вона включає реалізації спеціальних функцій, 

таких як еліптичні інтеграли, які широко використовуються в теоретичній і 

прикладній механіці. У цьому дослідженні функції SciPy забезпечують точне й 

ефективне обчислення значень еліптичних інтегралів першого та другого роду, 

що є одним із етапів у побудові матриці коефіцієнтів. 

Python також підтримує високий рівень гнучкості й модульності. Це до-

зволило структурувати програму у вигляді незалежних функцій, що спрощує 

тестування, налагодження та подальше вдосконалення коду. 

Вибір Python для цього дослідження також обумовлений його популярні-

стю серед науковців. Python є де-факто стандартом для чисельного моделюван-

ня, машинного навчання та обробки даних, що сприяє уніфікації методів і за-

безпечує можливість легкої інтеграції розроблених моделей у більші системи. 

Простота синтаксису Python сприяє швидкому впровадженню та адаптації роз-

робок, що є критично важливим у наукових дослідженнях, де інколи необхідно 

швидко перевіряти нові ідеї та алгоритми. 
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3.2 Алгоритм визначення КІН за умови появи модельної тріщини в зоні  

                найбільшої концентрації напружень 

 

Невідомі функції 1α , 2α  визначаються з системи гіперсингулярних інтег-

ральних рівнянь (2.1) та (2.2). Для визначення КІН використовується наступний 

алгоритм. 

Крок 1. На першому етапі слід задати форму та розміри елемента конс-

трукції, включно з характеристиками тріщин. Необхідно визначити положення 

тріщин відносно границь елемента, враховуючи їх довжину, орієнтацію та вза-

ємне розташування. 

Крок 2. Залежно від розташування тріщини та геометричних особливос-

тей елемента конструкції вибирається відповідна аналітична або наближена фо-

рмула для розрахунку коефіцієнта інтенсивності напружень.  

Крок 3. Визначається значення напруження σ , що діє на конструкцію, та 

інші параметри, такі як радіус кругового отвору R , відстань між центрами 

отворів d , або кут нахилу тріщини θ , залежно від конкретного випадку. 

Крок 4. Для кожного випадку положення тріщини параметр F , що врахо-

вує геометричні та механічні особливості конструкції. 

Для ізольованої тріщини в нескінченній площині, яку представлено на 

рисунку 2.2 (а), 1F = . 

Для тріщини, що виходить на границю області, F  залежить від кута на-

хилу θ , наприклад, для випадку на рисунку 2.2 (б) 1,1215F =  для 90θ =  . 

Для тріщини на краю кругового отвору F  обчислюється за наступною 

формулою  

 

 
( ) ( )3 2

1 0,5 0,2 1 11 1
1 2 1.93 0.539 2 11

F
   + ξ ξ= + + +   + ξ ξ + ξ + + ξ+ ξ    

, (3.1) 
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де l
R

ξ = ; 

    l  – довжина тріщини; 

    R  – радіус кругового отвору. 

Для хрестової тріщини, зображеної на рисунку 2.2 (в), 0,8636F = . 

У разі тріщин між двома круговими отворами з рівними радіусами, на лі-

нії, що з’єднує центри кругів, представлених на рисунку 2.2 (г), параметр F  ви-

значається багаточленом  

 

 2 3 4 51,08899 0,4369 1,77302 9,21212 15,8689 9,48718F = + ξ − ξ + ξ − ξ + ξ ,(3.12) 

 

де l
R

ξ = ; 

     2b d R= − ; 

     l  – половина довжини тріщини; 

     d  – відстань між центрами кругових отворів; 

     R  – радіус кругового отвору. 

Для ланцюжка тріщин параметр, представлених на рисунку 2.2 (е),  

 

 tand lF
d
π=

π
,  (3.13) 

 

де d  – відстань між тріщинами; 

     l  – половина довжини тріщини. 

Крок 5. Розрахунок коефіцієнта інтенсивності напружень. На основі об-

раної моделі і значення параметра F  коефіцієнт 1k  обчислюється за узагальне-

ною формулою 

 

 1k F l= σ π .  (3.14) 
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Обчислені коефіцієнти інтенсивності напружень використовуються для 

оцінки міцності конструкції, прогнозування поширення тріщин і визначення 

безпечного рівня навантажень. 

 

 

3.3 Алгоритм визначення кількості циклів заданого періодичного  

      навантаження на елемент конструкції до підростання модельної  

      тріщини до неприпустимих розмірів при транспортуванні 

 

Припускаємо, що при транспортуванні конструкції відбулося *N  циклів 

навантаження. Розглянемо відрізок 
1

,
Cth K λ + ε λ  , де thλ  є значенням, при яко-

му thK K∆ = ∆ , а 
1CKλ  є значенням, при якому 1CK K∆ = , ε − точність обчислень.  

Розглянемо два можливих формулювання оберненої задачі. 

Перше формулювання. Треба знайти розмір *λ , до якого підросла тріщи-

на під час транспортування. Вважаємо при цьому, що 1C thK K K> ∆ > ∆ , тобто 

розвинення тріщини відбувалось.  

Розглянемо функцію 

 

 ( ) ( ) * ,F N Nλ = λ −  ( ) ( )1

th

m
thN K K dl

C

λ
−

λ +ε

λ = ∆ − ∆∫  (3.15) 

 

на відрізку 
1

,
Cth K λ + ε λ  .  

Маємо ( ) ( ) * ,th thF N N+ε +ελ = λ −  * 0N < . Припускаємо, що ( )1

*
CKN Nλ > . 

Тоді  

 

 ( ) ( )1 1

* 0
C CK KF N Nλ = λ − > . (3.16) 
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Зауважимо, що 

 

 ( ) ( )( )1 0
m

th

dF
K K

d C
−λ

= ∆ λ − ∆ >
λ

, (3.17) 

 

тобто функція ( )F λ  зростає на 
1

,
Cth K λ + ε λ  .  

В цих умовах існує єдиний корінь рівняння ( ) 0F λ =  на відрізку 

1
,

Cth K λ + ε λ  , якій і є розміром *λ  Для числового визначення цього кореню бу-

демо застосовувати метод дихотомії [27].  

Друге формулювання. При транспортуванні конструкції відбулось *N  

циклів навантаження, за які тріщина підросла максимально допустимого розмі-

ру *l . Треба знайти початковий розмір тріщини.  

Розглянемо функцію 

 

 ( ) ( )* ,G N Nλ = − λ  ( ) ( )
*

1 l
m

thN K K dl
C

−

λ

λ = ∆ − ∆∫  (3.18) 

 

на відрізку *,th l λ + ε  . Функція ( )G λ  є зростаючою на даному відрізку.  

Маємо ( ) 0thG λ + ε <  та ( )* 0G l < . Тому існує єдиний корінь функції 

( )G λ  на відрізку *,th l λ + ε  . Цей корінь і є початковим розміром тріщини. Для 

числового визначення кореню будемо застосовувати метод дихотомії [27].  
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3.4 Опис програми на Python для моделювання появи втомної тріщини 

 

Програмна реалізація роботи була поділена на дві частини, кожна з яких 

відповідала певному етапу дослідження. На першому етапі було виконано мо-

делювання процесу росту тріщини для визначення кількості циклів, необхідних 

для зростання тріщини від нульового до її початкового розміру 1 0,006l =  м. 

Код програми, що реалізує цей розрахунок, наведено у Додатку А. Важливо за-

значити, що згідно з [12], дефекти, розміри яких не перевищують зазначеного 

значення, вважаються допустимими. Програма написана мовою Python із вико-

ристанням бібліотек NumPy та SciPy для обчислень. 

Програма складається з кількох функціональних модулів, кожен з яких 

виконує окрему частину завдання. В основу покладено ідею дискретизації інте-

грального рівняння, побудови матриці коефіцієнтів, а також чисельного 

розв’язання системи рівнянь для визначення невідомих параметрів. Нижче по-

дано структурований опис ключових частин програми. 

Перший модуль програми відповідає за ініціалізацію констант та визна-

чення вузлів і ваг для обчислень методом Гаусса. Функція gauss_weights_nodes 

задає вузли й ваги Гаусса для інтегрування з фіксованою кількістю точок (у 

цьому випадку шість). Це дозволяє з високою точністю виконувати чисельне 

інтегрування в локальних координатах. 

Другий модуль виконує ініціалізацію матриць для подальших обчислень. 

Функція initialize_matrix створює нульові матриці необхідного розміру для мат-

риці коефіцієнтів та мас. Це забезпечує базову структуру для подальшого запо-

внення значеннями, обчисленими в процесі дискретизації інтегрального рів-

няння. 

Основним функціональним блоком програми є функція compute_matrix, 

яка виконує чисельне обчислення матриці коефіцієнтів для дискретизованого 

інтегрального рівняння. Вона реалізує подвійний цикл по вузлах і елементах, 

що дозволяє послідовно обчислювати кожен елемент матриці. У процесі обчис-

лень використовуються еліптичні інтеграли першого та другого роду, які обчи-
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слюються за допомогою функцій ellipk і ellipe з бібліотеки SciPy. Враховано 

обробку можливих особливостей, таких як ділення на нуль, що забезпечує ста-

більність алгоритму. 

Окремий модуль, представлений функцією compute_geometry, визначає 

геометричні параметри вузлів і елементів. Він реалізує розподіл радіусів та ви-

сот вузлів залежно від їхнього індексу. Цей підхід дозволяє адаптивно задавати 

параметри геометрії залежно від області обчислень, забезпечуючи гнучкість 

програми. 

Ще один допоміжний модуль – функція gauss_geometry. Вона задає пара-

метри геометрії вузлів у локальних координатах. Зокрема, функція визначає ко-

ординати радіусів і висот вузлів, а також коефіцієнти для обчислень. Викорис-

тання лінійного розподілу значень для цих параметрів дозволяє ефективно за-

давати початкові умови для обчислень. 

Фінальна частина програми є основним блоком, де визначаються вхідні 

параметри задачі, такі як кількість вузлів, кількість елементів і властивості ма-

теріалів. Після цього викликаються основні функції для побудови матриці кое-

фіцієнтів, а результати виводяться у вигляді матриці. 

 

 

3.5 Опис програми для моделювання тріщини та визначення граничної 

                 кількості циклів до руйнування конструкції 

 

На другому етапі дослідження було зроблено припущення, що тріщина по-

чаткового розміру 1 0,006l =  м розташована у найбільш навантаженій зоні реаль-

ної конструкції. Ця конструкція транспортується з місця виготовлення до місця 

старту, що є важливим аспектом аналізу її експлуатаційної надійності. Для оцінки 

поведінки такої конструкції було проведено моделювання з використанням про-

грамного забезпечення ANSYS, відповідний код наведено у Додатку Б. 

Програма складається з декількох взаємопов’язаних етапів. Структура 

програми охоплює створення геометричної моделі, задання матеріальних влас-
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тивостей, розрахунок напружено-деформованого стану, оцінку втомного руй-

нування, а також отримання та обробку результатів. 

На першому етапі здійснюється визначення геометричних параметрів мо-

делі. Радіус, довжина та товщина оболонки задаються як базові величини, які 

масштабуються за допомогою відповідних коефіцієнтів. Окрему увагу приділе-

но параметрам тріщини: її форма, розмір і розташування задаються так, щоб 

точно відтворити умови експлуатації. Тріщина розміщується в зоні максималь-

них напружень, що дозволяє дослідити найкритичніші сценарії руйнування. Ге-

ометрична модель формується через визначення контрольних точок, ліній і по-

верхонь, які згодом об'єднуються у тривимірну мережу. 

Другий етап пов'язаний із заданням механічних властивостей матеріалу. 

У моделі враховуються модуль Юнга та коефіцієнт Пуассона, які визначають 

пружні характеристики. Також використовуються складніші залежності, які 

описують нелінійні деформації та зміну механічних характеристик під дією на-

вантажень. Ці властивості є ключовими для правильного моделювання поведін-

ки матеріалу, особливо в області тріщини. 

Третій етап включає побудову скінченно-елементної моделі. Використо-

вується тривимірна сітка, створена за допомогою елементів певного типу, зок-

рема, тетраедричних або шестигранних елементів залежно від складності гео-

метрії. Розмір елементів регулюється, щоб досягти більшої точності в критич-

них областях, зокрема поблизу вершини тріщини. Для цієї мети застосовуються 

локальні системи координат, які дозволяють більш точно відтворити напруже-

но-деформований стан у зоні дефекту. 

На четвертому етапі виконується розв’язання задачі. Задається прикладе-

не навантаження, яке моделює експлуатаційні умови, наприклад, внутрішній 

тиск у циліндричній оболонці. У процесі аналізу обчислюються напруження, 

деформації та інші характеристики, що є необхідними для подальшої оцінки 

міцності. 

П’ятий етап присвячений обчисленню коефіцієнта інтенсивності напру-

жень. Використовуються аналітичні залежності, які враховують геометричні 
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параметри моделі та механічні властивості матеріалу. Це дозволяє оцінити сту-

пінь концентрації напружень поблизу тріщини та визначити критичні умови 

для її поширення. 

Шостий етап включає виконання втомного аналізу. Для цього врахову-

ються циклічні навантаження, а також характеристики матеріалу, пов’язані з 

його втомною міцністю, такі як S - N  криві. Важливим аспектом цього етапу є 

визначення еквівалентних змінних напружень, які дозволяють оцінити пошко-

дження, що накопичується під час циклічного навантаження. 

Заключний етап передбачає отримання та обробку результатів. Здійсню-

ється побудова графіків, які ілюструють розподіл напружень, деформацій, пош-

коджень та інші ключові параметри. Виконується обчислення інтегралу, який 

характеризує енергію, необхідну для поширення тріщини. Усі результати збері-

гаються для подальшого аналізу, візуалізації та документування. 

 

 

Висновки за розділом 3 

 

У цьому розділі було здійснено аналіз методів моделювання напружено-

деформованого стану конструкцій із тріщинами, а також розроблено алгоритми 

визначення коефіцієнтів інтенсивності напружень і кількості циклів наванта-

ження до розвитку тріщини до критичних розмірів.  

Було розглянуто алгоритм визначення коефіцієнтів інтенсивності напру-

жень у разі появи модельної тріщини в зоні найбільшої концентрації напру-

жень. На першому етапі аналізу визначаються геометричні характеристики 

конструкції та тріщини, зокрема її довжина, орієнтація, розташування щодо 

границь елемента чи інших структурних елементів. Залежно від специфіки за-

дачі обираються відповідні аналітичні або наближені формули для розрахунку 

КІН, а також параметри, що враховують геометричні та механічні особливості 

конструкції. Для кожного випадку тріщини було запропоновано конкретні за-
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лежності для розрахунку КІН. Було наведено формулу для визначення коефіці-

єнти напружень для різних типів дефектів. 

Було розроблено алгоритм визначення кількості циклів періодичного на-

вантаження, необхідного для зростання тріщини до критичних розмірів. На ос-

нові аналізу циклічних напружень та їх впливу на матеріал було розглянуто два 

можливі сценарії. Перший сценарій передбачав обчислення розміру тріщини 

після заданої кількості циклів навантаження, а другий – визначення початково-

го розміру тріщини, яка за певну кількість циклів досягне критичних розмірів. 

Для цього застосовано чисельні методи, зокрема метод дихотомії, що забезпе-

чує високу точність обчислень навіть за умов нелінійної поведінки матеріалу та 

складної геометрії конструкцій. Було визначено граничні умови для зростання 

тріщини, такі як коефіцієнт інтенсивності напружень і його порогове значення. 

Крім того було проведено комплексний аналіз методів моделювання та 

чисельного розрахунку напружено-деформованого стану конструкцій з ураху-

ванням тріщин і їх впливу на довговічність елементів. Розглянуто використання 

програмного забезпечення ANSYS для багатофізичних моделювань, зокрема 

для оцінки напружень, моделювання тріщин і розрахунку коефіцієнтів інтенси-

вності напружень. Особлива увага приділялася моделям, що дозволяють врахо-

вувати кілька фізичних явищ одночасно, а також створенню геометричних мо-

делей, визначенню матеріальних характеристик і розрахунку локалізованих на-

пружень у критичних зонах. 

У межах дослідження було також розроблено алгоритми на основі мови 

програмування Python, що використовували спеціалізовані бібліотеки, такі як 

NumPy та SciPy, для дискретизації інтегральних рівнянь, побудови матриць ко-

ефіцієнтів і розв’язання систем рівнянь. Ці алгоритми забезпечили точність об-

числень завдяки застосуванню методів Гаусса для інтегрування, використанню 

еліптичних інтегралів та стабільним чисельним підходам для розв’язання задач 

механіки руйнування. 
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4 РЕЗУЛЬТАТИ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ 

ТА ЇХ АНАЛІЗ 

 

4.1 Визначення кількості циклів заданого періодичного навантаження  

                 на елемент конструкції ракетної техніки до підростання модельної 

                 тріщини до неприпустимих розмірів 

 

Числові розв’язки гіперсингулярних рівнянь (2.1) та (2.2) були отримані із 

використанням 80 граничних елементів, для яких застосовувалася постійна ап-

роксимація густини всередині кожного елемента [21, 22]. Цей підхід забезпечив 

необхідну точність і стабільність числових обчислень. 

На рисунку 4.1 наведено результати порівняння числових та аналітичних 

розв’язків для гіперсингулярних рівнянь. Зокрема, на рисунку 4.1 (а) зображено 

розв’язки рівняння (2.7), а на рисунку 4.1 (б) – рівняння (2.8). Суцільними ліні-

ями позначені аналітичні розв’язки, тоді як числові результати представлені у 

вигляді точок. 

 

    
 Рисунок 4.1 – Порівняння числових та аналітичних розв’язків: 

 а) – для рівняння (2.7); б) – для рівняння (2.8) 
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Проведений аналіз показує, що числові розрахунки узгоджуються з аналі-

тичними розв’язками з високою точністю, яка у процесі обчислень становила 
310−ε = . Це свідчить про ефективність обраного методу та його придатність для 

вирішення подібних задач. 

На сьогодні існує велика кількість наближених аналітичних формул для 

визначення коефіцієнтів « K -тарировки». У межах цього дослідження були ві-

дібрані ті аналітичні залежності, які найкраще відповідають числовим даним, 

отриманим шляхом розв’язання систем гіперсингулярних інтегральних рівнянь 

(2.1) та (2.2). 

На рисунку 4.2 наведено порівняння числових даних (позначені суціль-

ними лініями) та аналітичних результатів (відмічені крапками) для множників 

« K -тарировки», що відповідають дефектам типу 1-6. Графіки показують висо-

кий рівень відповідності між обчисленнями. Числові розрахунки виконувалися 

із застосуванням 50 граничних елементів на контурі тріщини та 200 граничних 

елементів на колах. 

 

  
 Рисунок 4.2 – Числові та аналітичні значення множників « K -тарировки» 
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Отримані результати стали основою для вибору цих аналітичних виразів 

під час побудови бази модельних тріщин. Варто підкреслити, що для тріщин з 

малими розмірами значення множників « K -тарировки» залишаються майже 

незмінними по всій довжині тріщини. Це значно спрощує процес аналізу та мо-

делювання. 

Для оцінки кількості циклів, необхідних для збільшення тріщин до недо-

пустимих розмірів, використано нормативні документи та експериментальні 

дані. Відповідно до стандартів [8, 26], допустимі напруження для основного ме-

талу становлять 0 147σ =  МПа, а для зварного шва – 95wσ =  МПа. У цьому до-

слідженні було прийнято, що 0σ = ασ  для тріщин в основному металі та 

wσ = ασ  для тріщин у зоні зварного шва. Розглянуто коефіцієнти навантаження 

1α =  і 0,1α =  для обчислення граничних розмірів тріщин, за яких вони не роз-

виваються. 

Дослідження виконано для матеріалу з такими характеристиками: 

– константа кривої втоми 113,2 10С −= ⋅   МПа ⋅м; 

– показник степеня кривої втоми 3,09m = ; 

– критичний коефіцієнт інтенсивності напружень IC 49K =  МПа 0,5м⋅ ; 

– порогове значення КІН th 49K∆ =   МПа 0,5м⋅ . 

Значення ICK  та thK∆  були визначені на ВАТ «Турбоатом» за допомогою 

розрахунково-експериментального методу з урахуванням якості металу [26]. 

На рисунку 4.3 зображені залежності КІН від довжини тріщини l : 

– цифрами «1» позначено залежності при 1α = ; 

– цифрами «2» – при 0,1α = ; 

– цифрами «3» вказано порогові значення thK∆ ; 

– цифрами «4» – критичні значення ICK . 

На рисунку 4.3 (а) показано КІН для ізольованої тріщини в пружній пло-

щині. Рисунок 4.3 (б) демонструє КІН для тріщини в півплощині. Рисунок 4.3 

(в) ілюструє зміну КІН для тріщини з дефектом 3, що виходить із кругового 
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отвору радіусом 0,01R =  м, а рисунок 4.3 (г) описує дефект 4. На рисунку 4.3 

(д) зображено зміну КІН для тріщини між двома круговими отворами рівних 

радіусів (дефект 5), де 0,12b =  м. Нарешті, рисунок 4.3 (е) демонструє КІН для 

ланцюжка тріщин (дефект 6). КІН для кожної тріщини розраховано за форму-

лою (3.14), де F  визначено для кожного виду дефекту окремо в пункті 3.2. 

 

    

    
 Рисунок 4.3 – Залежності КІН від довжини тріщини l  для: 

 а) – ізольованої тріщини в пружній площині;  

 б) – тріщини, що виходить на межу півплощини;  

 в) – хрестоподібної тріщини; г) – двох симетричних тріщин; 

 д) – тріщини між двома отворами; 

 е) – ланцюга тріщин у зоні зварного шва 

 

Визначимо початкові розміри тріщин для навантажень 0 147σ = σ =  МПа 

для основного металу та 95wσ = σ =  МПа для тріщин, розташованих у зоні зва-

рних швів. Розрахунки показали такі значення: 

– 0 0,0005l =  м для ізольованої тріщини в зоні основного металу; 
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– 0 0,0012l =  м для ланцюжка тріщин у зоні зварного шва; 

– 0 0,0002l =  м для тріщин поблизу технологічного отвору в основному 

металі. 

Згідно з критерієм Періса, тріщини, початковий розмір яких менший за ці 

значення, не розвиваються. 

Обчислимо кількість циклів навантаження для кожного із зазначених де-

фектів, якщо довжина тріщини змінюється від початкового значення 0l  до кін-

цевого 1 0,005l =  м або до значення, яке є неприпустимим згідно з критерієм 

ICK K> . Результати наведено в таблиці 4.1. 

 

Таблиця 4.1 – Кількість циклів навантаження 

№ дефекту 0l , м 1l , м Кількість циклів 
1 0,0005 0,005 8485 
2 0,0012 0,005 2647 
3 0,0002 0,003 413 

 

Для коефіцієнта навантаження 0 0,1α =  (криві 2) встановлено, що для де-

фектів 1, 2, 5, 6 розвинення тріщин не спостерігається. Ці результати відобра-

жені в таблицях 4.2 та 4.3. 

Тріщини з розмірами, меншими за 1 0,006l =  м, вважаються допустимими 

дефектами згідно з нормативами [12]. Частота навантаження становить 

3,45ω =  Гц. 

Результати, наведені в таблицях 4.2 та 4.3, демонструють, що розвиток 

тріщин насамперед залежить від рівня прикладеного навантаження. Якщо цей 

рівень менший за 0,1 від номінального, то розвиток дефектів 1, 2, 5, 6 не спо-

стерігається. Тріщини поблизу технологічних отворів викликають значну кон-

центрацію напружень, що призводить до лавиноподібного руйнування констру-

кцій. 

 



 49 

Таблиця 4.2 – Характеристика руйнування для різних дефектів при 0 1α =  

№ дефекту 0l , м 1l , м N , цикл T , год 

1 0,00054 0,003 90,13 10⋅  1,266 

2 0,00043 0,006 80,92 10⋅  0,848 

3 50,5 10−⋅  40,75 10−⋅  67 0 

4 40,5 10−⋅  30,75 10−⋅  60,11 10⋅  0 

5 0,0005 0,003 70,26 10⋅  0,020 

6 0,0012 0,003 80,94 10⋅  0,087 

 

Таблиця 4.3 – Характеристика руйнування для різних дефектів при 

0 0,1α =  

№ дефекту 0l , м 1l , м N , цикл T , год 
1 Тріщини не розвиваються 
2 Тріщини не розвиваються 
3 0,0004 0,0012 850 0 
4 0,0006 0,0060 60,78 10⋅  0,007 

5 Тріщини не розвиваються 
6 Тріщини не розвиваються 

 

 

4.2 Визначення кількості циклів заданого періодичного навантаження  

                 на елемент конструкції ракетної техніки до підростання модельної 

                 тріщини до неприпустимих розмірів при транспортуванні 

 

Розглянемо розвиток тріщини для дефекту 1. Як свідчать дані таблиць 4.2 

та 4.3, розвинення тріщини починається з початкового розміру th 0,00054λ =  м. 

Рівень навантаження приймаємо рівним 0 147σ =  МПа, а частота навантаження 

3,45ω =  Гц. Час транспортування вважався рівним 240 годин, що відповідає 

кількості циклів 240 3600 3,45 2980800N = ⋅ ⋅ = . Визначимо, до якого розміру 

збільшилася тріщина, якщо її початковий розмір дорівнював 0,00054 м. 
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Спочатку обчислимо 
1CKλ  за формулою 

 

 
1

2
1

24C

C
K

K
λ =

πσ
. 

 

Підставляючи числові значення, отримуємо 
1

0,0088
CKλ =  м. 

Перше наближення до ∗λ , згідно з методом дихотомії, становить 

 

 1th
1 0,00467

2
CKλ + ε + λ

λ = =  м. 

 

Відповідна кількість циклів дорівнює 81,373 10N = ⋅ . Наступне наближен-

ня: 

 

 th 1
2 0,002605

2
λ + ε + λ

λ = =  м. 

 

Після 40 ітерацій було встановлено, що за 2937183 циклів кінцевий роз-

мір тріщини становив 0,000540102 м. Таким чином, зростання тріщини за таку 

кількість циклів склало 71,02 10−⋅  м, що свідчить про практично відсутнє збіль-

шення тріщини. 

Для цього дефекту припустимо, що за 62,9 10⋅  циклів тріщина збільшила-

ся до розміру 0,006l∗ =  м. З’ясуємо, з якого початкового розміру почалося роз-

винення тріщини. Перше наближення обчислюється за формулою 

 

 
*

th
1 0,00177

2
lλ + ε +

λ = =  м. 

 

Кількість циклів, необхідна для досягнення цього розміру, становить 
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50511N = . Після 40 ітерацій встановлено, що розмір 0,006 м досягається за 
65 10⋅  циклів, якщо початковий розмір тріщини становив 0,000596 м. 

Таким чином, визначено, що початковий розмір дефекту має суттєве зна-

чення для прогнозування критичної кількості циклів. Це свідчить про необхід-

ність врахування точних параметрів початкового стану матеріалу для оцінки 

довговічності конструкції. 

Геометричні параметри паливного бака визначалися на основі тривимір-

ної спрощеної моделі, що являє собою циліндр із двома днищами, кожне з яких 

складається з двох секторів кола різного радіусу. До конструкції також додано 

два рівновіддалені від країв циліндричної частини кільця для кріплення. Геоме-

трична модель паливного бака представлена на рисунку 4.4.  

Основні геометричні параметри включають:  

– діаметр циліндричної частини 1342D =  мм;  

– довжина циліндричної частини 4540l =  мм; 

– діаметр меншого сектора 1 500r =  мм; 

– діаметр більшого сектора 2 1700r =  мм; 

– товщина стінки бака 1,5h =  мм; 

– загальна довжина моделі 5384L =  мм; 

– кільця мають прямокутний переріз розміром 150 30×  мм. 

 

  
 Рисунок 4.4 – Геометрична модель паливного бака 
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Фізичні параметри визначені для матеріалу бака та заповнювача. Матері-

ал бака – алюмінієвий сплав АМг6, який характеризується такими властивостя-

ми:  

– густина матеріалу 2640sρ =  3

кг
м

; 

– модуль Юнга   71E =  ГПа; 

– коефіцієнт Пуассона 0,33ν = ; 

– межа плинності T 280σ =  МПа; 

– межа міцності B 310σ =  МПа.  

Як заповнювач обрано азотну кислоту 3HNO  із густиною 1513lρ =  3

кг
м

. 

Вважалося, що бак розташований горизонтально і повністю заповнений 

окислювачем для ракетного палива. Рух бака до місця старту відбувається ав-

томобільним або залізничним транспортом. Відсутність вільної поверхні запов-

нювача дозволяє виключити вплив плескання на виникнення додаткових наван-

тажень. Оскільки бак є крихким, його необхідно закріпити за допомогою двох 

потужних кілець, виготовлених із того ж матеріалу, що й бак, які жорстко зафі-

ксовані по контуру. 

У стаціонарному стані бак зазнає навантажень, зумовлених виключно зе-

мною гравітацією. Ці навантаження виникають через вагу самого бака і рідини, 

що знаходиться в ньому. Прискорення земного тяжіння дорівнює 9,81g =  2

м
с

, 

що відповідає тиску 9,81 2

H
м

. 

У процесі транспортування на бак діють нестаціонарні циклічні наванта-

ження, пов'язані зі швидкістю руху та якістю дорожнього або залізничного по-

лотна. Розподіл навантажень має вигляд випадкового процесу, зображеного на 

рисунку 4.5 (а). Однак цей розподіл може бути отриманий лише експеримента-

льно. Через недоступність експериментальних даних було використано стаціо-

нарний циклічний розподіл як спрощену модель, зображену на рисунку 4.5 (б). 
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Для визначення напружено-деформованого стану паливного бака спочат-

ку виконано розрахунок розподілу напружень для конструкції без дефектів. 

Модель побудована на основі тетраедральної скінченно-елементної сітки, яка 

включає 460 тисяч елементів. Зображення такої моделі наведено на рисунку 4.6. 

Результати моделювання показали розподіл еквівалентних напружень, макси-

мальне значення яких становило 19,2 МПа. Цей максимум спостерігається в зо-

ні перегину конструкції, тоді як мінімальні значення очікувано локалізуються в 

областях кілець закріплення бака. Візуалізацію результатів наведено на рисунку 

4.7. 

 

    
 Рисунок 4.5 – Види розподілу циклічних навантажень: 

 а) – зі змінною амплітудою; б) – із постійною амплітудою 

 

Максимальні напруження в конструкції значно нижчі за межу плинності 

матеріалу, що свідчить про достатній запас міцності бака і дозволяє прогнозу-

вати тривалий термін експлуатації. Втомний аналіз із циклічним навантажен-

ням амплітудою від −1 до 1 показав, що конструкція здатна витримувати біль-

ше 810  циклів, що забезпечує можливість безпечного транспортування на вели-

кі відстані. 

Розглянуто розрахунок міцності паливного бака першого ступеня ракети-

носія за наявності дефекту в процесі транспортування. Як показали результати 

попередніх розрахунків, конструкція без дефектів має достатню міцність і дов-

говічність. Проте, у більшості випадків конструкції містять зварні шви, які за 

певних умов можуть бути навіть міцнішими за основний матеріал. Виникає не-

обхідність дослідити вплив дефекту, наприклад, тріщини, у поперечному звар-
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ному шві, розташованому в зоні максимальних напружень. 

У межах існуючої скінченно-елементної моделі в область найбільшого 

напруження була введена напівеліптична тріщина з розмірами радіусів 3a =  мм 

і 0,3b =  мм, розташована вздовж твірної оболонки бака. На рисунках 4.8-4.10 

представлено вигляд тріщини на моделі поливного бака. 

 

  
 Рисунок 4.6 – Скінченно-елементна модель 

 

  
 Рисунок 4.7 – Розподіл еквівалентних напружень 

 

  
 Рисунок 4.8 – Локалізація тріщини на скінченно-елементній сітці 
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 Рисунок 4.9 – Збільшений вигляд області тріщини 

 

  
 Рисунок 4.10 – Тривимірна скінченно-елементна  

 модель оболонки з тріщиною 

 

Отриманий розподіл еквівалентних напружень для конструкції з тріщи-

ною загалом подібний до варіанту без тріщини. Проте в околі дефекту спостері-

гається різкий сплеск напружень, максимальне значення яких досягло 217,8 

МПа. При цьому рівень і місце розташування мінімальних напружень залиши-

лися незмінними, що показано на рисунку 4.11. 
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 Рисунок 4.11 – Розподіл еквівалентних напружень 

 

Розглянуто околицю тріщини на поверхні паливного бака, що показано на 

рисунку 4.12. Встановлено, що сплески напружень виникають у зоні контакту 

фронту тріщини із зовнішньою поверхнею оболонки. Максимальне значення 

напружень досягає 217,8 МПа і розташоване майже по центру лінії фронту трі-

щини, як зображено на рисунку 4.13. На рисунку 4.14 наведено розподіл екві-

валентних напружень по нижній поверхні тріщини. 

 

  
 Рисунок 4.12 – Розподіл еквівалентних напружень в околі тріщини 

 

  
 Рисунок 4.13 – Розподіл еквівалентних напружень  

 по фронту зростання тріщини 
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 Рисунок 4.14 – Розподіл еквівалентних напружень  

 по нижній поверхні тріщини 

 

Для оцінки швидкості розсіювання енергії під час зростання тріщини ви-

користано розподіл значень J -інтеграла вздовж фронту тріщини, що наведено 

на рисунку 4.15. Цей підхід дозволяє більш детально дослідити механізми на-

копичення енергії в області дефекту та оцінити перспективи його подальшого 

розвитку. 

 

  
 Рисунок 4.15 – Розподіл значень J -інтеграла  

 вздовж фронту тріщини 

 

Втомний аналіз, виконаний під дією циклічного навантаження ампліту-

дою від −1 до 1, показав високу довговічність оболонки поза зоною тріщини. У 

таких умовах конструкція здатна витримувати понад 810  циклів до початку 

руйнування. Проте в області тріщини відзначається значне скорочення терміну 

служби. Як видно з результатів, представлених на рисунку 4.16, кількість цик-

лів до руйнування суттєво знижується в найбільш навантажених ділянках фро-

нту тріщини і становить лише 18430 циклів. Хоча це може бути достатньо для 

транспортування конструкції на короткі відстані, тривалі перевезення створю-

ють ризик виникнення руйнувань у зоні дефекту. Це може призвести до лави-
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ноподібного розростання тріщини всередину оболонки, що викличе розгерме-

тизацію бака та повне його руйнування. 

 

  
 Рисунок 4.16 – Розподіл кількості циклів до руйнування 

 

Слід також зазначити, що розрахунки виконані за умов рівномірного цик-

лічного навантаження. У реальних умовах, коли можливі нестаціонарні наван-

таження, ситуація може суттєво погіршитися. Наприклад, один цикл підвище-

ного навантаження, спричинений ударом через вибоїну дорожнього полотна 

або різким гальмуванням транспорту, може повністю зруйнувати залишкову 

міцність і витривалість конструкції. Це підкреслює критичну важливість ураху-

вання нестаціонарних навантажень у процесі проєктування і транспортування 

паливних баків. 

 

 

Висновки за розділом 4 

 

У цьому розділі було проведено комплексне дослідження розвитку трі-

щин у конструкціях ракетної техніки під дією циклічних навантажень, що ви-

никають під час транспортування. Аналіз базувався на чисельному моделюван-

ні за допомогою скінченно-елементного методу та враховував як початкові де-

фекти конструкцій, так і параметри навантаження. Для моделювання напруже-

но-деформованого стану було використано характеристики алюмінієвого спла-

ву АМг6 із межею плинності 280 МПа, межею міцності 310 МПа і модулем 

Юнга 71 ГПа. 
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У дослідженні було визначено залежності коефіцієнтів інтенсивності на-

пружень для різних типів дефектів, включаючи ізольовані тріщини, ланцюжки 

тріщин у зонах зварних швів і тріщини поблизу технологічних отворів. Почат-

кові розміри тріщин, за яких їх розвиток не відбувається, становили 0,0005 м 

для ізольованих тріщин в основному металі, 0,0012 м для тріщин у зоні зварних 

швів і 0,0002 м для тріщин поблизу технологічного отвору. При навантаженні 

147 МПа для основного металу і 95 МПа для зварного шва кількість циклів до 

досягнення критичного розміру становила 8485 циклів для ізольованих тріщин, 

2647 циклів для ланцюжка тріщин у зварному шві та 413 циклів для тріщин по-

близу технологічного отвору. 

Результати показали, що в конструкціях без дефектів максимальні напру-

ження не перевищували 19,2 МПа, що значно нижче за межу плинності матері-

алу, забезпечуючи високу довговічність і надійність. Водночас введення напі-

веліптичних тріщин у зонах концентрації напружень призводило до значного 

локального підвищення напружень, зокрема до значення 217,8 МПа, що набли-

жається до межі міцності матеріалу. Аналіз J -інтеграла показав, що зони поб-

лизу фронту тріщини є критичними для її зростання, а кількість циклів до руй-

нування в цих зонах може скорочуватися до 18430 циклів. Було також встанов-

лено, що рівень навантаження, менший за 0,1 номінального, суттєво сповільнює 

або повністю зупиняє розвиток тріщин у багатьох типах дефектів. 

 

 
 



 60 

ВИСНОВКИ 

 

У кваліфікаційній роботі було здійснено комплексне дослідження напру-

жено-деформованого стану конструкцій ракетної техніки з урахуванням наяв-

ності тріщиноподібних дефектів та їх впливу на довговічність конструкцій під 

дією циклічних навантажень. Розроблено метод розрахунку критичної кількості 

циклів навантаження, необхідної для розвитку тріщин до неприпустимих роз-

мірів, що дозволяє передбачити поведінку конструкцій в умовах експлуатації та 

транспортування. Для цього використано критерій Періса, який дає змогу ви-

значати коефіцієнт інтенсивності напружень залежно від розміру тріщини та 

рівня навантаження. Особлива увага приділялася дефектам, розташованим у 

зонах концентрації напружень, таких як отвори, зварні шви та границі констру-

ктивних елементів. 

Отримані результати відповідають сучасному рівню наукових і технічних 

знань у галузі механіки руйнування та чисельного моделювання. Запропоновані 

нові методики розрахунку КІН для тріщин різних типів та алгоритми прогнозу-

вання їх розвитку базуються на застосуванні гіперсингулярних інтегральних рі-

внянь, методу скінченних і граничних елементів, що забезпечує високу точність 

чисельних розрахунків. Проведено детальний аналіз втомного руйнування еле-

ментів паливного бака, зокрема розраховано залежність кількості циклів до 

руйнування від геометричних характеристик тріщин і рівня прикладених наван-

тажень. Установлено, що навіть малі дефекти у критичних зонах можуть значно 

скоротити термін експлуатації конструкцій. Наприклад, для ізольованої тріщи-

ни в основному металі початковий розмір 0,0005 м призводить до руйнування 

за 8485 циклів при середньому навантаженні 147 МПа, тоді як для ланцюжка 

тріщин у зоні зварного шва цей процес триває лише 2647 циклів. 

Розроблені методики та програмне забезпечення дозволяють оцінювати 

міцність конструкцій під час транспортування, виявляти зони найбільшого ри-

зику та передбачати можливі сценарії руйнування. Практичне значення отри-

маних результатів полягає у забезпеченні надійності та безпеки транспортуван-
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ня й експлуатації паливних баків ракетної техніки. Чисельні дані, отримані в 

роботі, дозволяють розробляти рекомендації щодо вдосконалення конструкцій 

та їх експлуатаційних характеристик, що особливо актуально для транспортних 

і передстартових умов. 

Науково-технічна значущість роботи полягає в обґрунтуванні нових під-

ходів до аналізу напружено-деформованого стану конструкцій, вивченні взає-

модії мікродефектів із навантаженнями та розробці методів підвищення довго-

вічності елементів конструкцій. Соціально-економічна значущість полягає у 

зниженні ризиків руйнування під час експлуатації, що сприяє підвищенню без-

пеки та економічної ефективності ракетних систем. 

Доцільність продовження досліджень визначається необхідністю вивчен-

ня взаємодії навантажень різної природи, включно з вітровими та ударними 

впливами, на конструкції в передстартовий період. Особливу увагу слід приді-

лити дослідженню ефектів плескання рідини та їх взаємодії з коливаннями 

пружних стінок баків, що дозволить покращити передстартову підготовку ра-

кет-носіїв. 
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