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ÁÎÍÄÀÐÅÍÊÎ Ì.Ô., ØÀÁÀÍÎÂ-ÊÓØÍÀÐÅÍÊÎ Ñ.Þ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ öâåòîâîãî
çðåíèÿ ÷åëîâåêà. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ ìåõàíèçìîâ öâåòîâîé èíåðöèè è èððàäèàöèè äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ îñâåùåíèÿ ïîëÿ çðåíèÿ, ò.å. êîãäà îñâå-
ùåíèå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî ïðîèçâîëüíîìó çàêîíó.

6.1. Ðàñïàäàþùèåñÿ è ðàçíîñòíûå ÿäðà
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Îòìåòèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ýòîé çàäà÷è. Ïðåäïîëî-

æèì âíà÷àëå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ),(x
íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò îò . Äëÿ òîãî ÷òîáû
èçáåæàòü â äàëüíåéøåì íåäîðàçóìåíèé, ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü âñþäó íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ðàçäåëà òàêèå
è òîëüêî òàêèå ôóíêöèè ñèìâîëàìè u  è v , âîçìîæíî
ñ êàêèìè-ëèáî èíäåêñàìè. Äëÿ ôóíêöèé, íå çàâèñÿ-
ùèõ îò , ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå âîïðîñ ïðèìåò
ñëåäóþùèé âèä. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ, íàêëàäûâàå-
ìûõ íà ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ, ñóùåñòâóåò ëèíåéíî-
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Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå 4.1. Áóäåì
äëÿ êðàòêîñòè èìåíîâàòü ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé ýòîé
òåîðåìû óñëîâèÿìè A .
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äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 5.1. Íèæå
îíè èìåíóþòñÿ óñëîâèÿìè B .
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÷òî ðàâåíñòâî (6.1) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàì (6.2),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ñåìåéñòâî
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1 ×. I-V ñì. â æóðíàëå “Ðàäèîýëåêòðîíèêà è èíôîð-
ìàòèêà”; I: 1998. ¹1. Ñ. 106-117; II è III: 1998. ¹4.
Ñ 000-000; IV: 1999. ¹1. Ñ 135-143; V: 1999. ¹2. Ñ
135-143.
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çàâèñèò îò âûáîðà ýëåìåíòà u , óäîâëåòâîðÿþùåãî
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Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî äëÿ âñåõ tKyx,  ðàâåíñòâà
(6.1) è (6.2) ýêâèâàëåíòíû. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (6.1).
Ïîäáåðåì â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì 5 ýëåìåíòû
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1),( vuФt  è ïîýòîìó â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ðà-
âåíñòâ (6.4) è (6.5) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ (6.5). Òîãäà
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (6.13) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
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Òîãäà èç (6.2) ñëåäóåò, ÷òî )()( vu ii . Íî â òàêîì
ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ (6.4). Èç (6.5) è ïåðâûõ äâóõ
ðàâåíñòâ (6.16) ñ ïîìîùüþ óñëîâèé [1] ìîæíî
âûâåñòè (6.1).
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Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ âåêòîðîâ Ku .
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ,
ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè (6.22), ðàâåí íóëþ íà
ïîëîæèòåëüíjv êâàäðàíòå. Íî äëÿ ìíîãî÷ëåíà ýòî
îçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî íóëþ. Ñëåäîâà-
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òèêî-ìíîæåñòâåííîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ äðóãèõ ëè-
íåéíûõ ìíîãîîáðàçèé, òî îíî îáÿçàíî áûòü ÷àñòüþ
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åì àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ i , ò.å. ïðè âñåõ

]1,0[Lu

.,...,2,1),()()( )()( niufu i
tt

i   (6.25)

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì (6.18), òàê êàê èç

(6.25) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà )()(t
nf , íà ñàìîì äåëå, íå

çàâèñèò îò n . Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (6.9) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â âèäå

t
t dtBf .)()()()(

          (6.26)

Ïîäñòàâëÿÿ â (6.25) çíà÷åíèÿ )(),( )()( tt
i fu  è

)()( ut
i  â âèäå (6.17), (6.26) è (6.6) ñîîòâåòñòâåííî,

ïîëó÷àåì

).)()(())()((

),()()(

1

0

1

0

)(

dgudtB

ddAue

i

t

t
t

i

–
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Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôóáèíè, ïåðåïèøåì
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

1

0

)( .0)))()(),()(()(( ddtBgAeu
t

i
t

i

Çäåñü )(u – ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëîæèòåëüíî-

ãî êîíóñà K , ò.å. ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé 

dtBgAe
t

i
t

i ))()(),()(( )(

îðòîãîíàëüíà ê ýòîìó êîíóñó. Ïîñêîëüêó ýòîò êîíóñ
ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äàí-
íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ. Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå

äëÿ ôóíêöèè )( , ïîëó÷àåì, ÷òî

.0)()(),()( tBgAe i
t

i

Ïîýòîìó (6.17) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (6.3).
Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñåìåéñòâî ïðåäèêà-

òîâ ),( yxФt  îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ íåãî
ðàâåíñòâà (6.1) è (6.2) ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ ôóíêöèé

Ku  ðàâåíñòâî (6.3) ïðèíèìàåò âèä

).)(())()(()(
1

0

)(
t

i
t

i dtBdguu

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ )0()(B  óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâó (5.15), ýòî äàåò

.)()()(
1

0

)( dguu i
t

i

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò t . Çíà÷èò
è ëåâàÿ ÷àñòü íå äîëæíà çàâèñåòü îò t . Â ñèëó
ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ðàâåíñòâàìè (6.1) è (6.2) è

îãðàíè÷åíèå ïðåäèêàòà tФ  íà КК  íå çàâèñèò îò t .

Òàêèì îáðàçîì, íà КК îïðåäåëåí ïðåäèêàòФ
òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ Kvu,  ðàâåíñòâî 1),( vuФ
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàì )()( vu ii , ni ,...,2,1 ,
ãäå

1

0
,)()()( dguu ii

]1,0[}{ 2
1 Lg n

ii  – ëèíåéíî-íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà.

Ýòî è îçíà÷àåò âûïîëíèìîñòü óñëîâèé A .

Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíèìîñòü óñëîâèé B . Ïóñòü

ôóíêöèÿ ),(x èìååò âèä (6.7). Â ýòîì ñëó÷àå
ðàâåíñòâî (6.3) ïðèíèìàåò âèä

).)()(())()(()(
1

0

)( dtBdguu
t

i
t

i (6.27)

Çàôèêñèðóåì u  è ïîëîæèì

.)()()()( dtBf
t

t
        (6.28)

Ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ ôóíêöèåé ),(x  ôóíêöèþ

).()(),( )( ufx t  Ýòà ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò 

è, êàê âèäíî èç (6.27),

.,...,2,1),)(()( )()()( niufu tt
i

t
i

Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ðàâåíñòâàìè (6.1) è

(6.2) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî .1))(,( )( ufuФ t
t  Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, åñëè êîíñòàíòà С  ïðè äàííûõ u  è

 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ,1),( CuuФt  òî â ñèëó
ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ðàâåíñòâàì (6.1) è (6.2)

äîëæíî áûòü ).()( )()( Cuu t
i

t
i Èñïîëüçóÿ (6.27),

ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå

.)())()((

))()(())()((

1

0

1

0

dtBCdug

dtBdug

t

i

t

i

Îòñþäà, èç (6.28) è ðàâåíñòâà (5.15) ñëåäóåò, ÷òî

).()(tfC Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå B  âûïîëíÿåò-

ñÿ.

Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíèìîñòü óñëîâèé 4-6. Âû-

ïîëíèìîñòü 4 î÷åâèäíà. Ïóñòü ),(x – ïðîèçâîëü-

íûé ýëåìåíò êîíóñà tK . Ïîëîæèì ïðè ]1,0[

).),()()( dхtBu
t

         (6.29)

Ïîêàæåì, ÷òî .Ku  Íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè

)(u  âûòåêàåò èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè )(B .
Äàëåå èìååì

.),((

),(()((

)),(())(()(

2)(

2)(2

t
t

t
t

t
t

t
t

t

dxеC

dxеdtBе

dхеtBеu

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðè îöåíêå íåðàâåíñòâîì (5.15).
Òàêèì îáðàçîì,

.),()(
1

0

22
1

0

2 ddхeeCdu
t

t
  (6.30)
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Òàê êàê 2),( tLx , òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

âèäíî, ÷òî ]1,0[2Lu . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

),()( )()( uх t
i

t
i .,...,2,1 ni  Òîãäà 1),( uxФt .

Âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ 5 ïðîâåðåíà. Çàìåòèì òåïåðü,
÷òî íåðàâåíñòâî (6.30) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

.|||||||| 2 xCeu
t

           (6.31)

Çäåñü |||| u  – íîðìà ýëåìåíòàu  â ìåòðèêå ]1,0[2L , |||| x

– íîðìà ýëåìåíòà x  â ìåòðèêå 2
tL . Ïóñòü tkk Kx 1}{

– ïðîèçâîëüíàÿ, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü. Äëÿ êàæäîãî kx  âûáåðåì ýëåìåíò Kxk  ïî

ôîðìóëå (6.29). Òîãäà 1),( kkt uxФ  è, êàê âèäíî èç

(6.31), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1}{ kku  ñõîäèòñÿ ê íóëþ

â ìåòðèêå ]1,0[2L . Âûïîëíèìîñòü 6 ïðîâåðåíà.

Òåîðåìà 6.1 äîêàçàíà.

Îáñóäèì òåïåðü ôèçè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèé òåîðå-
ìû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè
öâåòîâîé èíåðöèè. Ïóñòü ýêðàí ðàâíîìåðíî îñâåùåí
èçëó÷åíèåì ñ èçìåíÿþùèìñÿ âî âðåìåíè ñïåêòðàëü-
íûì ñîñòàâîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò
äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ ýêðàíà âî âñåõ òî÷êàõ ÿâëÿ-

åòñÿ îäèíàêîâûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ),(x  ñïåêò-
ðàëüíóþ ïëîòíîñòü ëó÷èñòîé ÿðêîñòè â ìîìåíò

âðåìåíè . Ïóñòü ],[ 21  – äèàïàçîí âèäèìîãî
ñïåêòðà. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîíêðåòíîå

çíà÷åíèå âåëè÷èí 1  è 2  íå ñóùåñòâåííî. Ïîýòîìó

ìû áóäåì ñ÷èòàòü 1 =0, 2 =1. Ïóñòü t – ïðîèçâîëü-
íî ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî äâà èçëó÷åíèÿ ),(x  è ),(y t -ìåòàìåð-
íû, åñëè îíè ôîòîìåòðè÷åñêè óðàâíèâàþòñÿ â ìîìåíò
âðåìåíè t . Çàïèñûâàòü óòâåðæäåíèå î t -ìåòàìåðíî-

ñòè áóäåì â âèäå 1),( yxФt . Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

tФ – îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå
èçëó÷åíèé. Â ýòîì ñìûñë óñëîâèé 1-3.

×àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâàåìûõ èçëó÷åíèé ÿâëÿ-
þòñÿ èçëó÷åíèÿ ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ, íå
ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè. Äëÿ òàêèõ ñòèìóëîâ t -
ìåòàìåðíîñòü îçíà÷àåò êëàññè÷åñêóþ ìåòàìåðíîñòü,
ò.å. âèçóàëüíóþ íåðàçëè÷èìîñòü â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè. Óñëîâèÿ A  ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé çàïè-
ñüþ çàêîíîâ Ãðàññìàíà – àääèòèâíîñòè, òðåõìåðíî-
ñòè (ïðè n =3) è íåïðåðûâíîñòè. Ñïðàâåäëèâîñòü
ýòèõ çàêîíîâ äîêàçàíà ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðè-
ìåíòàìè è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèçíàí-
íîé.

Äðóãèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿþòñÿ èçëó÷åíèÿ ñ
ïîñòîÿííûì ñïåêòðàëüíûì ñîñòàâîì è ìåíÿþùåéñÿ
âî âðåìåíè èíòåíñèâíîñòüþ, ò.å. èçëó÷åíèÿ ñî ñïåê-

òðàëüíîé ïëîòíîñòüþ âèäà )()(),( ux , ãäå

)(u – ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîñòîÿííîãî âî

âðåìåíè èçëó÷åíèÿ; )( – èíòåíñèâíîñòü êàê ôóí-
êöèÿ âðåìåíè. Òàêèå èçëó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå è òàì îáñóæäàëñÿ ñìûñë ïðåä-
ïîëîæåíèé Â.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê óñëîâèÿì 4-6. Ïðåäïîëîæåíèå 4
îá àääèòèâíîñòè ñâîéñòâà t -ìåòàìåðíîñòè â ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ ïîñòîÿííûõ âî âðåìåíè èçëó÷åíèé èëè
èçëó÷åíèé ñ ïîñòîÿííûì ñïåêòðàëüíûì ñîñòàâîì, íî
ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè èíòåíñèâíîñòüþ îçíà÷àåò
ñîîòâåòñòâåííî çàêîí àääèòèâíîñòè Ãðàññìàíà è
ïðåäïîëîæåíèå îá àääèòèâíîñòè ýôôåêòèâíîé ÿðêî-
ñòè. Ïîýòîìó äëÿ óêàçàííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðåä-
ïîëîæåíèÿ 4 ìîæíî ñ÷èòàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî îáî-
ñíîâàííûìè.

Ïóñòü òåïåðü ),(x  è ),(y  – êàêàÿ-ëèáî ïàðà
èçëó÷åíèé, äëÿ êîòîðîé

,)(),()(),(
1

0

1

0
dgydgx ii    (6.32)

ãäå )(ig – ôóíêöèè, ôèãóðèðóþùèå â ôîðìóëå
(6.6). Ïðîèçâåäåì çàìåíó ìåòàìåðíûõ èçëó÷åíèé,
ñîãëàñíî êîòîðîé çðèòåëüíîå îùóùåíèå òàêèõ ñòè-
ìóëîâ ñîâïàäàåò â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Â ëèòåðà-
òóðå îòñóòñòâóþò äàííûå î êàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ
èññëåäîâàíèÿõ ïî ïðîâåðêå òàêîé çàìåíû. Èçâåñòíî,
îäíàêî, ÷òî ïðè ñêà÷êîîáðàçíîé çàìåíå âî âðåìåíè

èçëó÷åíèÿ )(u  ìåòàìåðíûì èçëó÷åíèåì )(v  íà-
áëþäàòåëü íå çàìå÷àåò êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé â
çðèòåëüíîì îùóùåíèè. Íà ýòîì ôàêòå îñíîâàí
êîëîðèìåòðè÷åñêèé ìåòîä, ïðè êîòîðîì èçëó÷åíèÿ
ñðàâíèâàþòñÿ íå ïðè îäíîâðåìåííîì, à ïðè ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ïðåäúÿâëåíèè. Â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà ñòèìóëû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, óêàçàííûé
ïðèíöèï çàìåíû ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñëåäñòâèåì
çàêîíîâ Ãðàññìàíà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ èçëó÷åíèé ýòîò ïðèíöèï âûïîëíÿåòñÿ. Î÷å-
âèäíî, ïðåäïîëîæåíèå îá àääèòèâíîñòè t -ìåòàìåð-
íîñòè õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíöèïîì çàìåíû
ìåòàìåðíûõ èçëó÷åíèé.

Ïóñòü )(),(),( 321 uuu – êàêàÿ-ëèáî ñèñòåìà èç-
ëó÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîìó óñëîâèþ, ÷òî ëþáîå
èçëó÷åíèå ìîæåò áûòü ôîòîìåòðè÷åñêè óðàâíåíî
ñìåøåíèåì èçëó÷åíèé ýòîé ñèñòåìû. Â êîëîðèìåò-
ðèè òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî èçëó÷åíèÿ ),(x  îäíîçíà÷íî îïðåäåëå-

íû òðè òàêèõ ôóíêöèè âðåìåíè )(),(),( 321 ,

÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t  èçëó÷åíèÿ ),(x  è

3

1
)()(

i
ii u  âèçóàëüíî íå ðàçëè÷èìû, ò.å.

.1),(
3

1i
iit uxФ              (6.33)
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Èìåííî ýòîò ôàêò ëåæèò â îñíîâå öâåòíîãî òåëåâè-

äåíèÿ. Ðîëü ),(x  â (6.33) èãðàåò ïåðåäàâàåìîå

èçëó÷åíèå, )(iu  – ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè

÷óâñòâèòåëüíîñòè òðåõ êàíàëîâ êàìåðû, )(i  – íà-
ïðÿæåíèÿ ñèãíàëîâ, ïåðåäàâàåìûõ ïî ýòèì êàíàëàì.
Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èçëó÷åíèé, íå ìåíÿþùèõñÿ âî
âðåìåíè èëè ìåíÿþùèõñÿ ïî èíòåíñèâíîñòè ïðè

ïîñòîÿííîì ñïåêòðàëüíîì ñîñòàâå, âåëè÷èíû )(i

ïðè âñåõ  àääèòèâíî çàâèñÿò îò èçëó÷åíèÿ ),(x .
Ïîýòîìó åñòü îñíîâàíèå ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ôàêò èìååò
ìåñòî è â îáùåì ñëó÷àå. Åñëè áû áûëî ïîëó÷åíî
ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ýòîãî ïðåäïîëî-
æåíèÿ, òî îíî ñëóæèëî áû ñèëüíûì àðãóìåíòîì â
ïîëüçó ïðåäïîëîæåíèÿ îá àääèòèâíîñòè t -ìåòàìåð-
íîñòè.

Èòàê, ñóùåñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, â òåõ
èëè èíûõ ñëó÷àÿõ ïîäòâåðæäàþùèå àääèòèâíîñòü t -
ìåòàìåðíîñòè, íî íå èçâåñòíû êàêèå-ëèáî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, íàïðàâëåííûå íåïîñðåä-
ñòâåííî íà ïðîâåðêó ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Îáñóäèì òåïåðü ôèçè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ 5.

Ïóñòü ),(x  – ïðîèçâîëüíîå èçëó÷åíèå, )(i –
ôóíêöèè âðåìåíè, ñîãëàñîâàííûå ñ х  óñëîâèåì
(6.33). Â ñèëó îãîâîðåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå
ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ýôôåêòèâíîé ÿð-
êîñòè äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t  ñóùåñòâóþò òðè

òàêèå ÷èñëà )()(
i

t
ui

f , ÷òî

.1))(,( )(
ii

t
uiit ufuФ

i

Òîãäà èç àääèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ tФ  ñëåäóåò, ÷òî

.1))(,(
3

1

)(3

1 i
ii

t
u

i
iit ufuФ

i       (6.34)

Ïîëàãàÿ

,)(
3

1

)(

i
ii

t
u ufu

i             (6.35)

èç (6.33) è (6.34) ïîëó÷àåì .1),( uxФt

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñèëó ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ôàêòà
(6.33) ïðåäïîëîæåíèå 5 ñïðàâåäëèâî, åñëè ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäïîëîæåíèå 4 îá àääèòèâíîñòè.

Èç ïðàêòèêè öâåòíîãî òåëåâèäåíèÿ õîðîøî èçâåñò-

íî, ÷òî ïåðåäà÷à ñëàáîãî ñèãíàëà ),(x  ìîæåò

îáåñïå÷èòü íèçêèìè íàïðÿæåíèÿìè )(i , ïåðåäàâà-

åìûìè ïî êàíàëàì, ò.å., åñëè ,0lim kk
х òî äëÿ

ôóíêöèé )3,2,1(ik
i , ñîãëàñîâàííûõ ñ kx óñëîâè-

ÿìè (6.33), òîæå äîëæíî áûòü

).3,2,1(,0lim )( ik
ik

Ïîñêîëüêó ýôôåêòèâíûå ÿðêîñòè íåïðåðûâíî çàâè-

ñÿò îò ÿðêîñòåé, òî è .0)(lim )()( k
i

t
uk i

f

Òîãäà, êàê ýòî âèäíî èç (6.35), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ku  òîæå ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíè-
ìîñòü íà ïðàêòèêå óñëîâèÿ 6 íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ.

6.2. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà (ïàðàìåòð –
òî÷êà ïëîñêîñòè)

Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç )( 22 RL  ïðîñòðàíñòâî

èçìåðèìûõ íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè 2R  ôóíê-
öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

.),(2)( 22
dudvvuxe vu ;     (6.36)

)( 2RK  – ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ ),( yxФz  ( 2Rz –
ïàðàìåòð), êàæäûé èç êîòîðûõ îïðåäåëåí íà

)()( 22 RKRK  è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1-3. Â

íàñòîÿùåì ðàçäåëå óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî
ðàâåíñòâî

),),(),(
,),(),((),(

dudvvuyvuQ
dudvvuxvuQDyxФz

 (6.37)

ãäå D  – ïðåäèêàò ðàâåíñòâà; 2),( Rz , ),( vuQ
– íåêîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîëîæèì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Kx  è ëþáîãî
2),( R

).,(),(~ vuxvux          (6.38)

Ôóíêöèÿ x~  ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì ôóíêöèè ïî îñè

àáñöèññ íà âåëè÷èíó  è îñè îðäèíàò íà âåëè÷èíó .

Òåîðåìà 6.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ñåìåéñòâà ïðåäèêà-

òîâ ),( yxФz  íàøëàñü ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ Q , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè ëþáûõ 1, R
óñëîâèÿì

.1),(
,),(2)()( 22

dudvvuQ
dudvvuQe vu

è òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6.38), íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ñåìåéñòâî óäîâëåò-
âîðÿëî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

4) äëÿ ëþáûõ 2Rz  è )(',,', 2RKyyxx  èç ðàâåíñòâ

1)',( xxФz  è 1)',( yyФz  ñëåäóåò, ÷òî

.1)'',( yxyxФz ;
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5) äëÿ ëþáîãî 2Rz  è ëþáîãî )( 2RKx  ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî )]([ zfx  òàêîå,
÷òî

.1))([,( tfxxФz ;            (6.39)

6) âåëè÷èíà )]([ tfx  êàê ôóíêöèÿ îò x  ïðè ëþáîì

2Rz  íåïðåðûâíà â ìåòðèêå )( 22 RL ;

7) äëÿ ëþáîãî 2Rz , ëþáûõ )(, 2RKyx  è ëþáîãî

2R  èç ðàâåíñòâà 1),( yxФz  âûòåêàåò ðàâåíñòâî

.1)~,~( yxФz

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæåò áûòü ïðî-
âåäåíî ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 5.1 è
ïîýòîìó ìû åãî îïóñòèì.

Îáñóäèì òåïåðü âîçìîæíûå ïñèõîôèçè÷åñêèå ïðè-
ëîæåíèÿ ýòîé òåîðåìû. Ðå÷ü áóäåò èäòè îá èððàäè-
àöèè çðåíèÿ. ßâëåíèå èððàäèàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ðåàêöèÿ çðèòåëüíîé ñèñòåìû íà èçîáðàæåíèå ïðè
ôèêñàöèè çðåíèÿ íà îïðåäåëåííîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà çàâèñèò íå òîëüêî îò ÿðêîñòè çðèòåëüíîé êàð-
òèíû â äàííîé òî÷êå, íî è îò ÿðêîñòè â äðóãèõ òî÷êàõ
ïðîñòðàíñòâà. Â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèå â äàííîé
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì â ôèçè÷åñêîì ñìûñëå
ýòîãî ñëîâà. Íàøà öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
ïîêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ çðèòåëüíîé èíôîðìàöèè, ó÷èòûâàþùåå ýòî ÿâ-
ëåíèå, ÿâëÿåòñÿ òàêæå èíòåãðàëüíûì, íî óæå â
ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàòåëþ ïðåäúÿâëÿåòñÿ çðè-
òåëüíàÿ êàðòèíà, íå ìåíÿþùàÿñÿ âî âðåìåíè. Â
íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû èñïîëüçóåì ðàçíèöó â ñïåêò-
ðàëüíîì ñîñòàâå èçëó÷åíèé â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ýòîé

êàðòèíû. Ïóñòü ),( vux – ÿðêîñòü èçëó÷åíèÿ â òî÷êå

êàðòèíû ñ êîîðäèíàòàìè ),( vu . Çàôèêñèðóåì êàêóþ-
ëèáî òî÷êó z  çðèòåëüíîé êàðòèíû ñ êîîðäèíàòàìè

),( . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé çðèòåëüíîé

êàðòèíû ),( vux  ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå ìåíÿþùàÿñÿ îò
òî÷êè ê òî÷êå çðèòåëüíàÿ êàðòèíà, ò.å. êàðòèíà ñ

ïîñòîÿííîé ÿðêîñòüþ )]([ zfx , ÷òî îáå êàðòèíû óðàâ-
íèâàþòñÿ íàáëþäàòåëåì, ñðàâíèâàþùèì èõ âîçäåé-
ñòâèÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå z . Ýòî, ðàçóìååòñÿ, íå
çíà÷èò, ÷òî çðèòåëüíàÿ ñèñòåìà íå ðàçëè÷àåò ýôôåêòîâ
îò âîçäåéñòâèÿ ýòèõ êàðòèí â äðóãèõ, îòëè÷íûõ îò z ,

òî÷êàõ. Âåëè÷èíó )]([ zfx ïî àíàëîãèè ñ ñîîòâåòñòâó-
þùåé âåëè÷èíîé, âîçíèêàþùåé ïðè èçó÷åíèè èíåð-
öèè çðåíèÿ, åñòåñòâåííî íàçûâàòü ýôôåêòèâíîé ÿð-
êîñòüþ çðèòåëüíîé êàðòèíû â òî÷êå z .

Âîîáùå ýôôåêò óðàâíèâàíèÿ çðèòåëüíîé ñèñòåìîé

äâóõ çðèòåëüíûõ êàðòèí ),( vux  è ),( vuy  â òî÷êå z
áóäåì îáîçíà÷àòü ðàâåíñòâîì

1),( yxФz ,                  (6.40)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óñëîâèå 5 òåîðåìû 6.2 ÿâëÿåòñÿ
çàïèñüþ ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ýôôåê-
òèâíîé ÿðêîñòè.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå 7. Äëÿ ëþáîé çðèòåëüíîé êàðòè-

íû ),( vux  çðèòåëüíàÿ êàðòèíà ),(~ vux , îïðåäåëåí-

íàÿ ðàâåíñòâîì (6.38), ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì íà âåêòîð .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäèêàò ),( yxФz  îòëè÷àåòñÿ îò

ïðåäèêàòà ),( yxФz  òåì, ÷òî îïèñûâàåò ñðàâíåíèå
íàáëþäàòåëåì çðèòåëüíûõ èçîáðàæåíèé íå â òî÷êå z ,

à â òî÷êå, ñäâèíóòîé íà òîò æå âåêòîð . Ïîíÿòíî, ÷òî

çðèòåëüíîå óðàâíåíèå êàðòèíû ),( vux  è ),( vuy  â
òî÷êå z  îçíà÷àåò çðèòåëüíîå óðàâíèâàíèå êàðòèí

),(~ vux  è ),(~ vuy  â òî÷êå z . Äðóãèìè ñëîâàìè,

óñëîâèå 7 îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà íóëåâîé
òî÷êè ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå àääèòèâíîñòè 4. Ñóùåñòâóþò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, äàþùèå îñíîâàíèå äëÿ
ïðåäïîëîæåíèÿ î åãî âûïîëíèìîñòè. Â ïåðâóþ
î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê ýêñïåðèìåíòàì ñî çðèòåëü-
íûìè êàðòèíàìè, ñîñòîÿùèìè èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè êîíãðóýíòíûõ ïîëîñ, íà êàæäîé èç êîòîðûõ
óðîâåíü ÿðêîñòè ïðèíèìàåò ïîî÷åðåäíî îäíî èç äâóõ
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé. Åñëè øèðèíà ýòèõ ïîëîñ
äîñòàòî÷íî ìàëà, òî çðèòåëüíàÿ ñèñòåìà âîñïðèíèìà-
åò òàêóþ êàðòèíó, êàê êàðòèíó ñ ïîñòîÿííîé ÿðêî-
ñòüþ. Ñîãëàñíî ïðîñòðàíñòâåííîìó çàêîíó Òàëáîòà
óðîâåíü ÿðêîñòè ýòîé ïîñòîÿííîé êàðòèíû ðàâåí
ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ÿðêîñòè èñõîäíîé. Ïðîâåðèì,
÷òî îòñþäà âûòåêàåò óñëîâèå àääèòèâíîñòè äëÿ çðè-

òåëüíûõ êàðòèí òàêîãî êëàññà. Ïóñòü ),( vux , ),(' vux ,

),( vuy , ),(' vuy  – ÷åòûðå çðèòåëüíûå êàðòèíû èç
ñëèâàþùèõñÿ ÷åðåäóþùèõñÿ ïîëîñ, ïðè÷åì êàðòèíû

'xx  è 'yy  âîñïðèíèìàþòñÿ îäèíàêîâî çðèòåëü-

íîé ñèñòåìîé â òî÷êå ),(z , ò.å.

,1)',( xxФz .1)',( yyФz          (6.41)

Ïóñòü ',,', yyxx – ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ÿðêîñòåé çðè-

òåëüíûõ êàðòèí ',,', yyxx  ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
ñîãëàñíî çàêîíó Òàëáîòà

.1)','(,1),(
,1)','(,1),(

yyФyyФ
xxФxxФ

zz

zz
       (6.42)

Ñðåäíÿÿ ÿðêîñòü êàðòèíû yx  ðàâíà yx . Ïîýòî-
ìó ïî çàêîíó Òàëáîòà

.1),( yxyxФz             (6.43)

Àíàëîãè÷íî

.1)'',''( yxyxФz            (6.44)

Íî èç (6.41) è (6.42) â ñèëó óñëîâèé 2 è 5 ñëåäóåò, ÷òî
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,1)',( xxФz .1)',( yyФz

Ïîñêîëüêó çðèòåëüíûå êàðòèíû ',,', yyxx  ïîñòîÿí-
íû, òî äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ
ëèøü åñëè

'.,' yyxx

Íî òîãäà

'.' yxyx               (6.45)

Èç (6.43), (6.44) è (6.45) âûòåêàåò, ÷òî

).'',( yxyxФz ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî çàêîíà

Òàëáîòà, ñîñòîÿùåå â ñëåäóþùåì. Ïóñòü 1}{ nx – ïðî-

èçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçëó÷åíèé, ñõîäÿ-
ùèõñÿ ê íåêîòîðîìó (íå îáÿçàòåëüíî ïîñòîÿííîìó ïî
u , v ) èçëó÷åíèþ x  â òîì ñìûñëå, ÷òî

,),(),(lim dudvvuxdudvvuxnn

ãäå  – ëþáîå èçìåðèìîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n  èçëó÷åíèÿ nx  è x
âèçóàëüíî íå ðàçëè÷èìû. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è
âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ýòîãî âûòåêàåò àääè-
òèâíîñòü äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà çðèòåëü-
íûõ êàðòèí.

Âûÿñíèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ äîïîëíè-

òåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïðåäèêàò ),( yxФz  ìîæíî

óòî÷íèòü òåîðåìó 6.2, êîíêðåòèçèðóÿ âèä ÿäðà ),( vuQ
â âèäå ôóíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ

òî÷êè ),( vu  îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (6.36)
ïðèíÿëà áû âèä

),),())()((

,),())()(((),(
22

22

dudvvuyvuT

dudvvuxvuTDyxФz
(6.46)

ãäå D  – ïðåäèêàò ðàâåíñòâà; 2),( Rz ; T  –

ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü ),( vux – ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ,  – ïðîèç-

âîëüíîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà )2,0[ . Ïîëîæèì

),cossin,sincos(),( vuvuxvux  (6.47)

ò.å. ôóíêöèÿ x  ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè x  â ðåçóëü-

òàòå ïîâîðîòà âîêðóã íóëÿ íà óãîë .

Òåîðåìà 6.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ñåìåéñòâà ïðåäèêà-

òîâ ),( yxФz  íàøëàñü ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíàÿ

íà ïîëóîñè ),0[  ôóíêöèÿ T , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè

ëþáûõ ,  óñëîâèÿì

0

222)()(

1)(

,)(
22

drrT

dudvvuTe vu

   (6.48)

è òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6.46), íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñåìåéñòâî óäîâëåòâîðÿëî
óñëîâèÿì 4-7 òåîðåìû 6.2 è óñëîâèþ:

8) äëÿ ëþáûõ )(, 2RKyx  è ëþáîãî )2,0[Q  èç
ðàâåíñòâà

1),(0 yxФ                 (6.49)

âûòåêàåò ðàâåíñòâî

1),(0 yxФ .              (6.50)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 4-
7, òî â ñèëó òåîðåìû 6.2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6.37).
Ïóñòü x – ïðîèçâîëüíûé íåîòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò
èç )( 2RK . Èç óñëîâèÿ 5 èìååì

.1))0]([,(0 fxxФ

Òîãäà èç óñëîâèÿ 8 ïîëó÷àåì

.1)))0](([,(0 xfxФ            (6.51)

Íî ñîãëàñíî óñëîâèþ 5 åäèíñòâåííîé êîíñòàíòîé C ,

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ,1),(0 CxФ  ÿâëÿåòñÿ

).0]([ xfC  Ïîýòîìó èç (6.51) èìååì

).0]([))0](([ xfxf             (6.52)

Íî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ )0]([ fx  íå ìåíÿåòñÿ ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò (6.47), òàê ÷òî

).0]([)0](([ fxxf
Ñðàâíèâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ (6.51), ïîëó÷àåì

).0]([)0]([ fxxf

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ )0]([ xf  è ).0]([ fx
â âèäå (6.37), íàõîäèì

.),(),(
)cossin,sincos(),(

dudvvuxvuQ
dudvvuvuxvuQ

Ñäåëàâ â ýòîì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïåðå-
ïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå

.),(),(
),()cossin,sincos(

dudvvuxvuQ
dudvvuxvuvuQ

Ïîñêîëüêó x – ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç )( 2RK , è

)( 2RK  – âîñïðîèçâîäÿùèé êîíóñ, îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî

),(
)cossin,sincos(

vuQ
vuvuQ

 (6.53)

äëÿ âñåõ 2),( Rvu  è âñåõ . Çàôèêñèðóåì ïðîèç-

âîëüíîå 0R . Ïóñòü ),( vu  è )','( vu  – äâå ïðîèç-
âîëüíûå òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
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222 Rvu  è .)'()'( 222 Rvu

Òîãäà òî÷êà )','( vu  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç òî÷êè

),( vu  ïîâîðîòîì íà íåêîòîðûé óãîë  è, ñëåäîâà-
òåëüíî,

.cossin',sincos' vuvvuu
Íî òîãäà èç (6.53) ñëåäóåò, ÷òî

).,()','( vuQvuQ              (6.54)

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî 2222 '' vuvu  âëå÷åò çà
ñîáîé ðàâåíñòâî (6.54). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

),(),( 22 vuTvuQ             (6.55)

ãäå T  – íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà ),0[ . Ïîäñòàâëÿÿ

),( vuQ â âèäå (6.55) â (6.37), ïðèõîäèì ê (6.46).

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè T  âûòåêàåò èç íåîòðè-

öàòåëüíîñòè ôóíêöèè Q .

Èç óñëîâèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ ),( vuQ ,
âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (6.48) è ðàâåíñòâî

.1)( 22 dudvvuT
Ñäåëàåì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïîëÿðíóþ çàìåíó
ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷àåì

.1)(
2

0 0

2 dTd

Åùå îäíà çàìåíà êîîðäèíàò r2  ïðèâîäèò ê

ðàâåíñòâó

.1)(
0

drrT

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (6.48) âûïîëíÿþòñÿ.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòú èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6.46)

ñ íåîòðèöàòåëüíîé íà ),0[  ôóíêöèåé T , óäîâëåò-
âîðÿþùåé óñëîâèÿì (6.48). Ïîñêîëüêó (6.46) ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû (6.37), òî â ñèëó
òåîðåìû 6.2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 4-7. Ïóñòü x  è y
– ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç K , äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî (6.49). Â ñèëó ôîðìóëû (6.46) òîãäà

'.')','())'()'((

'')','())'()'((
22

22

dvduvuyvuT

dvduvuxvuT
   (6.56)

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïðè ïðîèçâîëüíî ôèêñè-
ðîâàííîì 

,cossin',sincos' vuvvuu

ïðåîáðàçóåì (6.56) ê âèäó

.)cossin,sincos()(

)cossin,sincos()(
22

22

dudvvuvuyvuT

dudvvuvuxvuT
,

ò.å.

.),()(),()( 2222 dudvvuyvuTdudvvuxvuT

Íî òîãäà â ñèëó (6.48)

.1),( 000 yxФ
Òåîðåìà 6.3 äîêàçàíà.

6.3. Òðåõïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà (ïàðàìåòð –
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà)

Îáîçíà÷èì ïðè ïðîèçâîëüíîì ),(t  ÷åðåç

)( 22 RLt  ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà 2),( Rt
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

,),,(2)( 22
dudvdvuxee vu

t

   (6.57)

÷åðåç )( 2RKt – ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ â ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ
),(, yxФ zt

21,( RzRt – ïàðàìåòðû), êàæäûé èç
êîòîðûõ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì t  îïðåäåëåí íà

)()( 22 RKRK tt  è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1-3.
Öåëüþ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ äëÿ âñåõ 21,( RzRt  è

)(, 2RKyx t  èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

),),,(),,(

,),,(),,((

),(,

dudvdvuyvutQ

dudvdvuxvutQD

yxФ

t

t

zt

 (6.58)

ãäå D – ïðåäèêàò ðàâåíñòâà; 2),( Rz ,

),,( vuQ – ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

íà 2),0[ R .

Îïðåäåëèì, êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè )( 2RKx t  è ëþáûõ 1R  ôóíêöèþ ,

~x ,

ÿâëÿþùóþñÿ ñäâèãîì ôóíêöèè x  íà âåêòîð ),,( :

).,,(),,(~
, vuxvux    (6.59)

Òåîðåìà 6.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ñåìåéñòâà ïðåäè-

êàòîâ ztФ ,  íàøëàñü ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè ëþáûõ 1, R  óñëî-
âèÿì

1),,(

,),,(

0

2)()(

0

22

dudvdvuQ

dudvdvuQee vu

  (6.60)

è òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6.58), íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ñåìåéñòâî óäîâëåò-
âîðÿëî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

4) äëÿ ëþáûõ 21, RzRt  è )(',,', 2RKyyxx t  èç
ðàâåíñòâ

1)',(, xxФ zt  è 1)',(, yyФ zt

ñëåäóåò, ÷òî
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1)'',(, yxyxФ zt ;

5) äëÿ ëþáûõ 21, RzRt , )( 2RKx t  ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ),]([ ztfx  òà-
êîå, ÷òî

.1)),]([,(, ztfxxФ zt ;

6) âåëè÷èíà ),]([ ztfx  êàê ôóíêöèÿ îò x  ïðè ëþáûõ

ôèêñèðîâàííûõ 21, RzRt  íåïðåðûâíà â ìåòðèêå

)( 22 RLt ;

7) äëÿ ëþáûõ 21, RzRt , )(, 2RKуx t , 1R
2R  èç ðàâåíñòâà 1),(, yxФ zt  âûòåêàåò ðàâåí-

ñòâî .1),(, yxФ zt

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè
ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 5.1.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê
îïèñàíèþ èíåðöèè è èððàäèàöèè çðåíèÿ â ðàìêàõ
åäèíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïóñòü íàáëþäàòåëþ
ïðåäúÿâëÿåòñÿ çðèòåëüíàÿ êàðòèíà ñ ðàçëè÷íûìè
ÿðêîñòÿìè â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì
ÿðêîñòè ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì. Ðàçëè÷èå â ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâàõ èçëó÷åíèÿ â
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ è â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

çäåñü èãíîðèðóåòñÿ. Ïóñòü ),,( vux  – ÿðêîñòü èçëó-
÷åíèÿ â òî÷êå çðèòåëüíîé êàðòèíû ñ ïðîñòðàíñòâåí-

íûìè êîîðäèíàòàìè ),( vu  â ìîìåíò . Ïóñòü t –
êàêîé-ëèáî ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè –
ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà çðèòåëüíîé êàðòèíû. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè

çðèòåëüíîé êàðòèíû ),,( vux , t , vu,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ âî âðåìåíè è
îäíîðîäíàÿ â ïðîñòðàíñòâå êàðòèíà, óðàâíîâåøèâà-
þùàÿñÿ íàáëþäàòåëåì ñ èñõîäíîé â ìîìåíò t  â òî÷êå

),(z . Ïîñòîÿííóþ ÿðêîñòü ýòîé êàðòèíû áóäåì

îáîçíà÷àòü ),]([ ztfx . Âåëè÷èíó ),]([ ztfx áóäåì íà-
çûâàòü ýôôåêòèâíîé ÿðêîñòüþ. Î÷åâèäíî, ýòî ïîíÿ-
òèå îáîáùàåò îäíîèìåííûå ïîíÿòèÿ â ñëó÷àå èçìå-
íåíèÿ çðèòåëüíîé êàðòèíû òîëüêî âî âðåìåíè èëè
òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäèêàò ),(, yxФ zt  ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé çàïèñüþ

óðàâíèâàíèÿ çðèòåëüíûõ êàðòèí 1),(, yxФ zt  òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàðòèíû ),,( vux  è ),,( vuн
âûçûâàþò îäèíàêîâûå ðåàêöèè çðèòåëüíîé ñèñòåìû
â ìîìåíò âðåìåíè t  â òî÷êå z .

Óñëîâèÿ 4-7 èíòåðïðåòèðóþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå òàê
æå, êàê è â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, èçó÷àâøèõñÿ â ïðåäû-
äóùèõ ðàçäåëàõ.

Îñíîâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêñïåðèìåíòàòîðà, êàê è
ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå 4 àääèòèâíîñòè. Îá ýêñïå-
ðèìåíòàõ, ïîäòâåðæäàþùèõ âûïîëíèìîñòü ýòîãî
óñëîâèÿ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ñì. äâà ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëà. ×òî êàñàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè
ýòîãî óñëîâèÿ â îáùåì ñëó÷àå, òî, ïî-âèäèìîìó,

çäåñü íå ñóùåñòâóåò êàêèõ-ëèáî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ.

Óñòàíîâèì òåïåðü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ñåìåéñòâî
ïðåäèêàòîâ ),(, yxФ zt  ôîðìóëà (6.58) ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíà â âèäå

,),,())()(,(

,),,())()(,((

),(

22

22

,

dudvdvuуvutT

dudvdvuxvutTD

yxФ

t

t

zt

(6.61)

ãäå D – ïðåäèêàò ðàâåíñòâà;  21 ),(, RzRt ;

),( RT – ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîëîæèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ),,( vuх  è

ïðîèçâîëüíîãî )2,0[

).cossin,sincos,(),,( vuvuxvuх
Òåîðåìà 6.5. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ñåìåéñòâà ïðåäèêà-

òîâ ),(, yxФ zt  íàøëàñü ôóíêöèÿ T , óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ ïðè âñåõ 1, R  óñëîâèÿì

1),(

,),(

0

0

222)()( 22

drdrТ

dudvdvuТee vu

è òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6.61), íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ
óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèÿì 4-7 òåîðåìû 6.4 è óñëîâèþ:

8) äëÿ ëþáûõ 0, Kyx è ëþáîãî )2,0[  èç ðàâåí-

ñòâà 1),(0,0 yxФ  âûòåêàåò ðàâåíñòâî .1),(0,0 yxФ

Òåîðåìà 6.5 ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç òåîðåìû 6.4
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê òåîðåìà 6.3 áûëà âûâåäåíà èç
òåîðåìû 6.2. Ìû îïóñòèì ýòîò âûâîä.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ 8 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Åñëè íàáëþäàòåëü óðàâíèâàåò äâå çðèòåëüíûå êàðòè-
íû â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè â òîé æå òî÷êå,
òî ôàêò ðàâåíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðåäúÿâëåíèè
íàáëþäàòåëþ òåõ æå êàðòèí, íî ïîâåðíóòûõ íà îäèí
è òîò æå óãîë.
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