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УСТОЙЧИВОСТЬ СТАЦИОНАРНЫХ
СОСТОЯНИЙ СМЕШАННОЙ
КУЛЬТУРЫ С ВИДОМ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ТИПА
КОММЕНСАЛИЗМ

ЯЛОВЕГА И.Г.

Проводится анализ устойчивости стационарных состоя-
ний смешанной культуры с видом взаимодействия типа
комменсализм с помощью метода Ляпунова. Показыва-
ется динамика системы во времени. Строятся графики
областей устойчивости при изменении скорости протока
и концентрации лимитирующего субстрата.

1. Введение
Поведение смешанных культур, смесей организмов
различных типов, имеет большое значение для эколо-
гии микроорганизмов в почве, воде, при изучении
болезней и порчи продуктов [2,5]. Смешанные куль-
туры имеют также большое значение в приготовлении
пищевых продуктов брожения и изготовления мик-
робных продуктов. В качестве примеров промышлен-
ных процессов с участием смешанных культур мик-
роорганизмов можно указать на сыроварение и био-
логическую очистку сточных вод. Более того, в есте-
ственных системах смешанные популяции микроор-
ганизмов являются скорее правилом, чем исключе-
нием. Из-за сложности поведения смешанных куль-
тур использование математических моделей различ-
ных систем для описания и предсказания поведения
культуры приобретает особенное значение.
Одной из областей применения дифференциальных
уравнений в моделировании микробиологических со-
обществ является анализ возможных стационарных
состояний смешанной культуры [6,7].

Имеющийся в литературе фактический материал отра-
жает огромное разнообразие конкретных типов взаи-
модействий (конкуренция, амменсализм, комменса-
лизм, симбиоз и т. д.), осуществляемых через выделе-
ние или потребление различных веществ (метаболитов)
в среду и из среды [1,2,5]. Положительное или отрица-
тельное влияние этих метаболитов, а также лимитирую-
щих рост субстратов приводит к различным исходам
взаимодействий: вытеснению, сосуществованию или
доминированию. Эти исходы дают представление об
обширной гамме возможных вариантов в динамике
популяций одного трофического уровня.
При комменсализме в случае смешанных культур,
состоящих из двух штаммов микроорганизмов, опре-
деленные преимущества получает второй вид. Широ-
ко распространен вариант комменсализма, когда один
вид продуцирует соединения, ускоряющие рост орга-
низмов другого вида. Конечные продукты жизнедея-
тельности одного вида, обеспечивающие эффект ком-
менсализма, довольно многочисленны. В зависимос-
ти от конкретной системы продуцируемое соединение
может служить источником энергии или углерода для
другого вида [2,5].
Проточное, или непрерывное, культивирование ши-
роко применяется в промышленном производстве,
так как обеспечивает непрерывный вывод из установ-
ки однородной массы клеток. Кроме того, существу-
ет возможность в некоторых пределах управлять па-
раметрами системы для получения оптимальных ус-
ловий выращивания. Проточный культиватор, пост-
роенный на принципе хемостата, обладает устойчи-
вым состоянием равновесия, когда масса вымывае-
мых клеток компенсируется нарождающимися. Из-
менение скорости протока или концентрации пита-
тельного субстрата приводит к новому состоянию
равновесия.
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2. Постановка задачи
Рассмотрим математическую модель, описывающую
производство смешанной культуры, которая состоит
из двух видов популяций, в проточной системе, а
именно в хемостате. Предполагается, что виды лими-
тируются одним субстратом, а также то, что в присут-
ствии вида 1 вид 2 растет быстрее, т. е. наблюдается
взаимодействие типа комменсализм. Исходя из ука-
занных взаимоотношений между видами, можно со-
ставить систему уравнений, описывающую динамику
компонентов в проточной системе:

Здесь S – концентрация субстрата; x, y – концентрации
биомассы 1 и 2 в культиваторе;
D – скорость протока, или ско-
рость разбавления; S0 – концен-
трация субстрата, поступившего
в культиватор; 1

x
−α , 1

y
−α – эко-

номические коэффициенты био-
массы 1 и 2, показывающие, ка-
кая часть поглощенного субстра-
та идет на приращение биомас-
сы; xµ , yµ  – максимальные удельные скорости роста
для двух видов; Kx, Ky – константы Михаэлиса по
субстрату S; γ  – коэффициент воздействия биомассы
1 на биомассу 2, в нашем случае комменсализма.

В задачах прикладного характера важно найти усло-
вия для совместного сосуществования в субстрате
двух культур. Исследование автономной системы на
устойчивость при изменении скорости протока или
концентрации питательного субстрата дает возмож-
ность для оптимального управления процессом про-
изводства смешанных культур. Для исследования
поведения модели во времени проведем анализ воз-
можных стационарных состояний.

3. Анализ устойчивости стационарных
состояний
Система (1) имеет четыре особые точки:
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Для исследования устойчивости особых точек рас-
сматривают линеаризованную систему дифференци-
альных уравнений, которая описывает движение вбли-
зи положения равновесия. Характер устойчивости
особых точек установим, пользуясь методом Ляпуно-
ва [4,6,7]. Характеристический определитель систе-
мы (1) имеет вид:

Для четырех особых точек ( 2 ) соответствующие им
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Значения iλ , полученные из решений уравнений,
определяют характер движения вблизи особых точек
исходной нелинейной системы [4,6,7]. Возможны
следующие варианты:

А) 01 <λ , 02 <λ , 03 <λ , Ri ∈λ .

Б) 01 >λ , 02 <λ , 03 <λ , Ri ∈λ .

В) 01 >λ , 02 >λ , 03 <λ , Ri ∈λ .

Г) 01 >λ , 02 >λ , 03 >λ , Ri ∈λ .

Д) ω±δ=λ i2,1 , 0<δ , C2,1 ∈λ , 03 <λ , R3 ∈λ .

Е) ω±δ=λ i2,1 , 0<δ , C2,1 ∈λ , 03 >λ , R3 ∈λ .

Ж) ω±δ=λ i2,1 , 0>δ , C2,1 ∈λ , 03 <λ , R3 ∈λ .

З) ω±δ=λ i2,1 , 0>δ , C2,1 ∈λ , 03 >λ , R3 ∈λ . (8)

Из всех восьми случаев только два (А и Д) определя-
ют устойчивые состояния. В случае А особая точка
является устойчивым узлом, в случае Д – устойчи-
вым фокусом.

4. Динамика развития системы и
области устойчивости численно
заданной модели при изменении
параметров
Прикладной интерес в изучении сме-
шанной культуры представляют устой-
чивые состояния нетривиальных осо-
бых точек. Для анализа системы (1)
разработано программное обеспечение,

позволяющее показать как динамику развития систе-
мы, так и области устойчивости численно заданной
модели при изменении параметров. Возможность со-
существования и управления равновесным составом
популяции непосредственно следует из анализа поло-
жительных значений стационарных компонентов сис-
темы.
Рассмотрим поведение системы (1) при следующих
параметрах:

5,0D = , 1,0=γ , 5,0S0 = , 2,1x =µ , 8,0y =µ ,

004,0K x = , 02,0K y = , 05,0x =α , 3,0y =α .

Входные данные:

2x = , 1y = , 3S = .                      (9)

Система (1) с данными параметрами имеет четыре
особые точки (2):

1. 0x1 = , 0y1 = , 5,0S1 = .

2. 0x 2 = , 556,1y2 = , 033,0S2 = .

3. 943,9x 3 = , 0y3 = , 003,0S3 = .  (10)

4. 4x 4 = , 952,4y4 = , 03,0S4 = .

Для каждой особой точки найдены iλ  из (3) – (7):

1. 69,01 =λ , 5,02 −=λ , 269,03 =λ .

2. 571,01 =λ , 5,02 −=λ , 625,23 −=λ .

3. 594,01 =λ , 5,02 −=λ , 75,503 −=λ .

4. i282,0111,01 +−=λ , i282,0111,02 −−=λ ,

 195,663 −=λ .

Из полученных значений видно, что только одна осо-
бая точка является устойчивой. Четвертая особая точ-
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ка, которая является нетривиальной, отвечает случаю
Д из (8) и является устойчивым фокусом.
Полученные результаты были найдены с помощью
теории устойчивости. При помощи численных мето-
дов найдено решение системы нелинейных уравнений
(1), а именно, динамика состояний. На рис.1 пред-
ставлено окно, в котором при заданных параметрах
(таблица System parameters) и начальных условиях
(Initial conditions) выведены решения системы (1) в
таблице под Current state, полученные с помощью
численных методов. Фазовый портрет системы в про-
екции на плоскость (x,y) представлен на рис.2.

Рис. 1. Решение системы (1) при численно заданных
параметрах (9)

Рис. 2. Фазовый портрет системы (1) в плоскости (x,y)
при численно заданных параметрах (9)

На фазовом портрете системы видно, что в точке
(4;4,952) она входит в стационарное состояние и

данная точка является устойчивым фокусом. Из рис.
1 и 2 видно, что результаты, полученные численно, а
именно стабилизация системы и значения устойчиво-
го состояния, совпадают с результатами и значения-
ми, полученными с помощью теории устойчивости.
При проточном культивировании в хемостате легко
регулируемыми величинами являются скорость про-
тока D и концентрация субстрата S0 .Варьируя значе-
ния этих параметров, возможно управлять процессом
выращивания смешанной культуры в производствен-
ных целях [2]. При изменении параметров возможно
изменение характера устойчивости, а также переход
системы в качественно новое состояние, например, из
устойчивого в неустойчивое.
С помощью программного обеспечения построены
диаграммы, показывающие изменение поведения
модели при вариации входных параметров. Так, на
рис.3 представлена диаграмма в плоскости парамет-
ров D и S0 , показывающая области устойчивости и
неустойчивости нетривиальной особой точки 4x 4 = ,

952,4y4 = , 03,0S4 = . D и S0 изменяются в промежут-
ке от 0,25 до 0,75.
Рис. 3. Диаграмма областей устойчивости и неустойчи-
вости в плоскости параметров D и S0 для системы (1)

при численно заданных параметрах (9)

На рис.3 видно, что при такой вариации параметров
существуют три области: верхняя область (С—), где

ω±δ=λ i2,1 , 0<δ , C2,1 ∈λ , 03 <λ , R3 ∈λ , что
удовлетворяет случаю Д, т. е. в этой области нетриви-
альная особая точка является устойчивым фокусом;
средняя область (R—), где 01 <λ , 02 <λ , 03 <λ ,

Ri ∈λ , что удовлетворяет случаю А, т. е. в этой
области нетривиальная особая точка является устой-
чивым узлом; и нижняя область (R—+), где 01 >λ ,
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02 <λ , 03 <λ , Ri ∈λ , что удовлетворяет случаю Б,
т. е. в этой области нетривиальная особая точка явля-
ется неустойчивой.
Таким образом, на одном численном примере показа-
но, насколько различным может быть поведение сис-
темы, описывающей производство смешанной куль-
туры, которая состоит из двух видов популяций, в
проточной системе при взаимодействии типа коммен-
сализм при изменении некоторых характеристик.
5. Выводы
Научная новизна. Впервые для общей системы нели-
нейных дифференциальных уравнений, описывающей
производство смешанной культуры, которая состоит
из двух видов популяций, с видом взаимодействия
типа комменсализм, в проточной системе, а именно в
хемостате, выписаны в общем виде характеристичес-
кие определители для найденных четырех особых
точек. На численном примере показана возможность
различных исходов производства описанной сме-
шанной культуры при вариации скорости протока D и
концентрации субстрата S0.
Практическая значимость. Полученные результаты
дают возможность управлять процессом выращива-
ния смешанной культуры, создавать условия для со-
вместного сосуществования в субстрате двух куль-
тур в производственных целях с помощью вариации
некоторых параметров. Исследование автономной си-
стемы на устойчивость при изменении скорости про-
тока или концентрации питательного субстрата позво-
ляет оптимально управлять процессом производства
смешанных культур.
Сравнение с аналогами. Проблема сосуществования
двух конкурирующих популяций была впервые под-
нята Гаузе. В соответствии с его принципом конкурен-
тного исключения, в каждой экологической нише
выживает только один вид. Однако в дальнейшем

понятие экологической ниши исследователи стали
толковать по-разному, а по поводу самого принципа
нередко высказывали крайне противоречивые сужде-
ния. Не так давно к проблеме поддержания разнообра-
зия бактерий, конкурирующих за один и тот же суб-
страт, с совершенно другой стороны подошел Т.
Чарань из исследовательской группы по теоретичес-
кой биологии при Венгерской академии наук и его
коллеги из Нидерландов – Р. Хукстра и Л. Паги.
Предложенная ими математическая модель основы-
вается на хорошо известной способности некоторых
штаммов бактерий вырабатывать токсические веще-
ства, угнетающие рост других штаммов. Такая мо-
дель показывает, что сосуществование нескольких
видов, конкурирующих за один и тот же ресурс,
теоретически возможно благодаря выработке конку-
рентами средств нападения, средств защиты. Предло-
женная в работе модель также показывает возмож-
ность сосуществования двух видов, конкурирующих
за один субстрат.
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