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6. Çàêëþ÷åíèå

Â êëàññå çàäà÷ ÀÊÎÐ ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à äèíà-
ìè÷åñêîãî ñèíòåçà äëÿ êâàçèëèíåéíîãî îáúåêòà
óïðàâëåíèÿ. Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëèëî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû, èìåþùèå
íàó÷íîå è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå:

– íà îñíîâàíèè èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòè-
ìûõ óïðàâëåíèé ïîêàçàíî, ÷òî ñèíòåçèðîâàííûé
ÀÓ îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåëèíåéíûõ, ïðåäåëüíî-
ëèíåéíîãî òèïà;

– ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ñòðóê-
òóðíîãî ñèíòåçà, ÷òî ïîçâîëèò íà ýòàïå ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ñèíòåçà ñâÿçàòü àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìî-
ñòüþ ïàðàìåòðû îïòèìèçèðóåìîãî êðèòåðèÿ êà÷å-
ñòâà (2) è “âòîðè÷íûå” ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâà-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ èõ èñïîëüçîâàíèÿ
â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ ïðè ïðî-
åêòèðîâàíèè ÑÓ â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå çàäà÷.
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Èññëåäóþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà âûïóêëûõ è
ñèëüíî âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
êîìïîçèöèîííûõ îáðàçàõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
– ìíîæåñòâàõ ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê, ïàðíûõ ðàçìå-
ùåíèé è ïàðíûõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Ââåäåíèå. Ìíîãèå êëàññû çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â
ïðîåêòèðîâàíèè, óïðàâëåíèè, êîíòðîëå, îïèñûâà-
þòñÿ ìîäåëÿìè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [1].
Îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ ÷àñòî

ïðåäñòàâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè êîìáèíàòîðíûìè
ìíîæåñòâàìè [2]. Ðàçðàáîòêà àäåêâàòíûõ ìîäåëåé
ðÿäà çàäà÷ òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ ñ áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, îòðàæàþ-
ùåé êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó ðåøàåìîé çàäà÷è.
Ýòî ñïðàâåäëèâî, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
ýêñòðåìàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñ-
êîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ [3,4].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé çàäà÷ óêà-
çàííîãî êëàññà â [5] ââîäèòñÿ íîâûé êëàññ êîìáè-
íàòîðíûõ ìíîæåñòâ ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé –
êîìïîçèöèîííûå îáðàçû ( k -îáðàçû) êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé çàäà÷åé
ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ ìî-
äåëåé íà k -îáðàçàõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
ñâîéñòâ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà

k -îáðàçàõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì
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íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ñôîðìèðîâàòü êëàññû
k -îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ êàê îáëàñòåé
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

1. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê,
ïàðíûõ ðàçìåùåíèé è ïàðíûõ ñî÷åòàíèé ñ
ïîâòîðåíèÿìè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà 1 2 nA a , a , ..., a
ka1 2
a1 2 kg , g , ..., g , ãäå i nJ {1,2,...,n} , aki J –

êðàòíîñòè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ,

a1 2 k... n ; a1 2 kg g ... g  è

1 2 nB b , b , ..., b , 1
ia R , 1

ib R . Ïîñòðîèì ìíî-
æåñòâà 1 2 nZ , Z ,..., Z  âèäà i i i nZ (a ,b ) , i J . Ïðè
ýòîì k  ìíîæåñòâ iZ  èç n  ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè,

ak k n . Èñïîëüçóÿ ïîäõîä, ïðèâåäåííûé â [5],

ñôîðìèðóåì ñëåäóþùèå êëàññû k -îáðàçîâ êîìáè-
íàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

1. Êîìïîçèöèîííûé îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ nkP , 1 2 nZ , Z ,..., Z , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâà-
ìè 1 1 2 2 n na , b , a , b ,..., a , b , ãäå nkP  – ìíîæåñòâî
ïåðåñòàíîâîê èç n  ýëåìåíòîâ, k  èç êîòîðûõ ðàç-
ëè÷íû [3,4]. Îáîçíà÷èì òàêîé k -îáðàç ìíîæåñòâ
÷åðåç nk 1 2 nPI (Z , Z ,..., Z )  èëè nkPI  è íàçîâåì ìíîæå-
ñòâîì ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê.

2. Êîìïîçèöèîííûé îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ m

nkA , 1 2 nZ , Z ,..., Z , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâà-
ìè 1 1 2 2 n na , b , a ,b ,..., a ,b . Çäåñü m

nkA  – îáùåå
ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé èç n  ýëåìåíòîâ, k  èç
êîòîðûõ ðàçëè÷íû, ïî m [4]. Òàêîé k -îáðàç ìíî-
æåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç m

nk 1 2 nAI (Z , Z ,..., Z )  èëè m
nkAI

è íàçîâåì ìíîæåñòâîì ïàðíûõ ðàçìåùåíèé.

3. Êîìïîçèöèîííûé îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ m

nC , 1 2 nZ , Z ,..., Z , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâà-

ìè 1 1 2 2 n na , b , a ,b ,..., a ,b , ãäå i i iZ (a ,b )  ðàç-

ëè÷íû, ni J . Çäåñü m
nC  – ìíîæåñòâî ñî÷åòàíèé ñ

ïîâòîðåíèÿìè èç n  ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî m [4],
ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî 1 2 m

m
i i i nh (g ,g ,...,g ) C  ñïðà-

âåäëèâî 1 2 mi i ig g ... g . Ïðåäïîëîæèì ïðè ýòîì,
÷òî êðàòíîñòè i  ýëåìåíòîâ a1 2 kg ,g ,...,g  ìíîæåñòâà

A  ðàâíû a1 2 k... m , à

1 2 nB b , b , ..., b ka1 2
a1 2 ke , e , ..., e . Ïðè ýòîì

ìíîæåñòâà iZ  ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

1 2 m 1 1Z Z ... Z (g ,e ) , m 1 m 2Z Z ...
2m 2 2Z (g , e ) , ... , n m 1 n m 2 nZ Z ... Z

a ak k(g ,e ) . Ýòîò k -îáðàç ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì
m
n 1 2 nCI (Z , Z ,..., Z )  èëè m

nCI  è íàçîâåì ìíîæåñòâîì
ïàðíûõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü X  – k -îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ [5],
m m

nk nk nX PI , AI ,CI . Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçà-
öèè

(h) min , h X ,                  (1)

ãäå 1: X R  – íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë.

Â ðåçóëüòàòå ïîãðóæåíèÿ f  ìíîæåñòâà X  â NR  [3,
4] ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ôóíêöèè

(x) , ýêâèâàëåíòíóþ (1):

(x) min , x E ,                 (2)

ãäå 1: E R  – ôóíêöèÿ N  ïåðåìåííûõ, îïðåäå-
ëåííàÿ íà ìíîæåñòâå NE R , E f (X)  – îáðàç
ìíîæåñòâà X  â ïðîñòðàíñòâå NR , (x) (h)  ïðè
x f (h) , h H .

Èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà â çàäà÷å (2) (x)  –
âûïóêëàÿ (ñèëüíî âûïóêëàÿ ñ ïàðàìåòðîì 0 ) íà
âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå V conv E  ôóí-
êöèÿ, à â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà E  âûñòóïàþò îáðàçû
ìíîæåñòâ ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê nkEI , ïàðíûõ ðàç-
ìåùåíèé m

nkEI , ïàðíûõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè
m
nSI  â NR .

Âîïðîñû èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçà-
öèè âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé íà
åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ ðàññìàò-
ðèâàëèñü âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ. Òàê, ðàáîòû [6-
10] ïîñâÿùåíû îïèñàíèþ òåîðèè è êîíñòðóêòèâ-
íûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ è ñèëüíî âû-
ïóêëûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ïðîäîëæåíèé äëÿ êëàñ-
ñîâ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâàõ. Â ðàáîòàõ [4, 6, 11-15] èññëåäóþò-
ñÿ äåêîìïîçèöèîííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè, èñ-
ïîëüçóþùèå îöåíêè ìèíèìóìà âûïóêëûõ ôóíê-
öèé íà åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ è
èõ ïîäìíîæåñòâàõ. Ðàñïðîñòðàíèì íåêîòîðûå ðå-
çóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ýòèõ ðàáîòàõ, íà ìíîæå-
ñòâà nkEI , m

nkEI , m
nSI .

3. Ïîñòðîåíèå âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé,
çàäàííûõ íà ìíîæåñòâàõ nkEI , m

nkEI , m
nSI

Èç êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ nkEI , m
nkEI ,

m
nSI , ïîðîæäåííûõ ìíîæåñòâàìè i i iZ a , b ,

ni J , ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà nkEI , m
nkEI , m

nSI
ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ñîîòâåòñòâåííî ìíî-
æåñòâ ïåðåñòàíîâîê nkE , ðàçìåùåíèé m

nkE  è ñî÷å-
òàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè m

nS , ïîðîæäåííûõ ìíîæå-
ñòâîì 1 2 n 1 2 nD a , a , ..., a , b , b , ..., b . Äðóãèìè ñëî-
âàìè, 1nk wkEI E , 1

m v
nk wkEI E , m v

n wSI S , ãäå

w 2n , v 2m , 1k - êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà D . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìåòîäû
ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ ïðîäîë-
æåíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâàõ 1wkE ,

1
v
wkE  è v

wS , ïîðîæäåííûõ ìíîæåñòâîì D , ñïðàâåä-
ëèâû è äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà èõ ïîäìíîæå-
ñòâàõ nkEI , m

nkEI , m
nSI , ïîðîæäåííûõ ìíîæåñòâàìè

i i iZ a ,b , ni J .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè âèäà:

(x) min , Nx E R ,           (3)
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ãäå 1: E R  – ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, E  – k -
îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, ïîðîæäåííûé ìíî-
æåñòâàìè 1 2 nZ , Z ,..., Z , m m

nk nk nE {EI ,EI ,SI } .

Ïåðåéäåì îò çàäà÷è îïòèìèçàöèè (3) ê ýêâèâàëåí-
òíîé çàäà÷å ñ âûïóêëîé (ñèëüíî âûïóêëîé ñ ïàðà-
ìåòðîì 0 , äèôôåðåíöèðóåìîé) öåëåâîé ôóíê-
öèåé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ.

1. Ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî 
1 1

* v v
wk wwkE {E ,E ,S } , ïî-

ðîæäåííîå ìíîæåñòâîì D , ñîîòâåòñòâóþùåå ìíî-
æåñòâó E , ïðè÷åì *E E .

2. Äëÿ âñåõ *x E \ E  äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ (x) .
Ïðè èçâåñòíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå (x)  ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ñ ñîõðàíåíèåì âûðàæåíèÿ äëÿ (x) .

3. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ìåòîäû [6-10], ïîñòðîèòü,
åñëè ýòî âîçìîæíî, âûïóêëîå (ñèëüíî âûïóêëîå ñ
ïàðàìåòðîì 0 , äèôôåðåíöèðóåìîå) ïðîäîëæå-
íèå conv  ôóíêöèè (x)  íà âûïóêëîå çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî NV R . Ïðè ýòîì *conv E V , à
çíà÷èò E V .

Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ (x)  áóäåò
âûïóêëûì (ñèëüíî âûïóêëûì ñ ïàðàìåòðîì 0 ,
äèôôåðåíöèðóåìûì) ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè öåëè

(x)  çàäà÷è (3) íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

NV R , E V . Çàäà÷à îïòèìèçàöèè, ýêâèâàëåí-
òíàÿ (3), ïðèìåò âèä:

(x) min , x E ,                (4)

ãäå (x)  âûïóêëà (ñèëüíî âûïóêëà) íà NV R ,

E V .

4. Îöåíêè ìèíèìóìà âûïóêëûõ ôóíêöèé íà

ìíîæåñòâàõ nkEI , m
nkEI , m

nSI

Â ðàáîòàõ [4, 6, 7, 11-15] èçëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä
ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê ìèíèìóìà âûïóêëûõ è
ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé íà åâêëèäîâûõ êîìáè-
íàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà
ïîëó÷åíû îöåíêè ìèíèìóìà ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà ìíîæåñòâàõ ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé, ñî÷åòà-
íèé è äðóãèõ. Ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ ïðè
ðåàëèçàöèè äåêîìïîçèöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà óêàçàííûõ êëàññàõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ. Ïðèìåíÿÿ äàííûé ïîäõîä, ïîñò-
ðîèì îöåíêè è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà
âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé íà ìíîæå-
ñòâàõ nkEI , m

nkEI , m
nSI . Ïðè ýòîì áóäåì îïèðàòüñÿ

íà óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â [15].

Ëåììà 1 [15]. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  âûïóêëà è
äèôôåðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæå-
ñòâå V , ãäå NE V R . Òîãäà x V

N

i
y E y E ii 1

(x)min (y) (x) ( (x), x) min y
x .    (5)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x) âûïóêëà è äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî w
nkEI R , w 2n , ïî-

ðîæäåíî ìíîæåñòâàìè i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x V

nk

w
*
j

y EI jj 1

(x)min (y) (x) ( (x), x) y
x ,     (6)

ãäå

j
*
2 j 1 iy a , j

*
2j iy b , j ti i  , i j , j ni J , nj J ,(7)

à 1 2 ni , i ,..., i óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

1 1 2 2 n ni i i i i i
c c c

(a ,b ) (a ,b ) ... (a , b ) ,        (8)

ãäå
j j k k j ki i i i 2 j 1 2k 1 i i

c
((a , b ) (a ,b )) ((c c )(a a )

j k2 j 2k i i(c c )(b b ) 0) ïðè c (x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêó (6) ïîëó÷èì èç ñîîòíî-
øåíèÿ (5) ïðè nkE EI , N w , w 2n . Òîãäà
çàäà÷ó îïòèìèçàöèè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5)
ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàí-
íîãî â [16], ïîñêîëüêó ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñ êîýôôèöèåíòàìè

i w
i

(x)c , i J
x

. Óïîðÿäî÷èâàÿ ïàðû 
j ji i(a , b )  â

ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (8) íà îñíîâàíèè [16]
ïðè c (x) , ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè óòâåð-
æäåíèÿ òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  âûïóêëà è äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

m
nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî m v

nkEI R , v 2m , ïî-
ðîæäåíî ìíîæåñòâàìè i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x V :

1)  m
nk

v
*
j

y EI jj 1

(x)min (y) (x) ( (x), x) y
x ,    (9)

ãäå
M

v
* i

j
i J jj 1

(x)y arg min y
x

,            (10)

(i) (i)
mki

v
i

j
jj 1y EI (G )

(x)y arg min y
x

, à (i)G èìååò âèä

[16]: 
1 1 2 2 m m

(i)
j j j j j jG (a ,b ), (a , b ), ..., (a , b )

1 1 2 2 n n(a ,b ),(a ,b ),..., (a ,b ) , tr
i
2r 1 jy a , tr

i
2r jy b ,

r st tj j ïðè s r , rt nj J , r mt J , mr J
à 1 2 mt t t nj , j ,..., j J òàêîâî, ÷òî

t t t t t t1 1 2 2 m mj j j j j j
c c c

(a , b ) (a , b ) ... (a , b )        (11)

ïðè c (x) ;

2) 
m
nk

m m
* *

i i i i
x EI i 1 i 1
min (y) (x) ( (x), x) c y c z ,(12)

ãäå i
2i 1

(x)c
x

, i
2i

(x)c
x

, mi J ,
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* * * *
1 2 my (y , y ,..., y ) , i i

*
p ly a , si J , i n r i

*
p ly a ,

ri J , s r m , 1 2 nl , l ,..., l óäîâëåòâîðÿåò

1 2 nl l la a ... a , à 1 2 mp ,p ,..., p òàêîâî, ÷òî

1 2 s s 1 mp p p p pc c ... c 0 c ... c ,

* * * *
1 2 mz (z , z ,..., z ) , i i

*
q hz b , ti J , i n d i

*
q hz b ,

di J , t d m , 1 2 nh ,h ,..., h óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ 1 2 nh h hb b ... b , à 1 2 mq ,q ,...,q òàêîâî, ÷òî

1 2 t t 1 mq q q q qc c ... c 0 c ... c .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè (9) è (12) ïîëó÷èì èç

ñîîòíîøåíèÿ (5) ïðè m
nkE EI , N v, v 2m . Çàäà-

÷à îïòèìèçàöèè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5)
ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ òåîðåì 2 è 3 î
ìèíèìóìå ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå

m v
nkEI R  [16], ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ öåëè ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé ñ êîýôôèöèåíòàìè i v
i

(x)c , i J
x

.

Ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 3 [16] ïðèâåäåò ê
òî÷íîìó îïðåäåëåíèþ ìèíèìóìà â ïðàâîé ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (5) è ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (9). Íà
îñíîâàíèè òåîðåìû 4 [16] ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
ìèíèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (5), ÷òî ñäåëàåò ñïðàâåäëèâîé îöåíêó
(12).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  âûïóêëà è äèôôåðåí-

öèðóåìà íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå m
nV SI ,

ãäå ìíîæåñòâî m v
nSI R , v 2m , ïîðîæäåíî ìíî-

æåñòâàìè i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà äëÿ ëþáîãî

x V :

1) 
m
n

v
0

i i
y SI i 1
min (y) (x) ( (x), x) c y ,           (13)

ãäå 0 0
2i 1 iy a , 0 0

2i iy b , 0 0
i i(a , b )

j j j
n

2i 1 j 2i j
(a ,b ) Z ,

j J

arg min (c a c b ) , mi J ;

2) 
1

m
n

s

min i
y SI i 1
min (y) (x) ( (x), x) a c

1

m

max i
i s 1

a c
2

2

s m

min i max i
i 1 i s 1

b c b c ,   (14)

ãäå i
2i 1

(x)c
x

, i
2i

(x)c
x

, mi J , 
n

min i
i J

a min {a } ,

n
max i

i J
a max {a } ,

n
min i

i J
b min {b } ,

n
max i

i J
b max {b } ,(15)

à 1s è 2s îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ

1

t

s 1 j
j 1

c 0
1st J , 1

t

s j
j 1

c 0
1k st J ;

2

t

s 1 j
j 1

c 0
2st J , 2

t

s j
j 1

c 0
2k st J .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè (13) è (14) ïîëó÷èì èç
ñîîòíîøåíèÿ (5) ïðè m

nE SI , N v, v 2m . Çàäà÷à
îïòèìèçàöèè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5) ìîæåò
áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ òåîðåì 5 è 6 [16], òàê êàê
ôóíêöèÿ öåëè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñ êîýôôèöèåí-

òàìè i v
i

(x)c , i J
x

. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ áóäåò ïîëó-

÷åíà îöåíêà ìèíèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè íà
ìíîæåñòâå m

nSI . Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå
òåîðåìû 5 ïðèâåäåò ê ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (13).
Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà èç òåîðåìû 6 ïîëó÷èì
îöåíêó (14).

Ëåììà 2 [15]. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà
* * * *

1 2 Nx (x , x ,..., x ) E  áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà íà
ìíîæåñòâå E  âûïóêëîé äèôôåðåíöèðóåìîé íà
âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå V  ôóíêöèè (x) ,
ãäå NE V R , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

*N
* *

i
y E ii 1

(x )min y ( (x ), x ) 0
x .        (16)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  âûïóêëà è äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî w
nkEI R , w 2n , ïî-

ðîæäåíî ìíîæåñòâàìè i i iZ {a ,b } , ni J . Äëÿ òîãî
÷òîáû òî÷êà *

nkx EI  áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà (x)
íà nkEI , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

*w
* * *
i

ii 1

(x ) y ( (x ), x ) 0
x ,         (17)

ãäå *
nky EI îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (7).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà îñíîâàíèè ëåììû 2
ïðè nkE EI , N w . Çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè â ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (16) ìîæíî ðåøèòü íà îñíîâå
òåîðåìû 1 [16] ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, àíàëîãè÷íîãî
ïîäõîäó, ïðèìåíåííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 1. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè
ðàâåíñòâà (17) è óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  âûïóêëà è äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

m
nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî m v

nkEI R , v 2m , ïî-
ðîæäåíî ìíîæåñòâàìè i i iZ {a ,b } , ni J . Äëÿ òîãî
÷òîáû òî÷êà * m

nkx EI  áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà (x)
íà m

nkEI , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

*v
* * *
i

ii 1

(x ) y ( (x ), x ) 0
x ,         (18)

ãäå * m
nky EI îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (10).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà îñíîâàíèè ëåììû 2
ïðè m

nkE EI , N v . Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè â ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (16) ìîæåò áûòü ðåøåíà íà îñíîâå
òåîðåìû 3 [16] ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, àíàëîãè÷íîãî
ïîäõîäó, ïðèìåíåííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîé
÷àñòè òåîðåìû 2. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñïðàâåä-
ëèâîñòè ðàâåíñòâà (18) è óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 5.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ (x)
ñèëüíî âûïóêëà ñ ïàðàìåòðîì 0  íà âûïóêëîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå NV R , E V . Îáîçíà÷èì

*
y V

y arg min (y) .               (19)

Ëåììà 3 [15]. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  ñèëüíî âûïóêëà
ñ ïàðàìåòðîì 0  íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíî-
æåñòâå V , ãäå NE V R . Òîãäà

2* *
x E y E
min (x) (y ) min x y ,       (20)

ãäå *y  îïðåäåëÿåòñÿ èç (19).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x) ñèëüíî âûïóêëà ñ
ïàðàìåòðîì 0 íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæå-
ñòâå nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî w

nkEI R , w 2n ,
ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà

nk

*
x EI
min (x) (y )

n w w
2 2 * 2 * 0
i i i i i

i 1 i 1 i 1
(a b ) (y ) 2 c x ,     (21)

ãäå * *
i i wc y , i J , 0

nkx EI ,

j
0
2 j 1 ix a , j

0
2 j ix b , j ti i  ïðè i j , j ni J , nj J ,

1 2 ni , i ,..., i : 1 1 2 2 n ni i i i i i
c* c* c*

(a ,b ) (a , b ) ... (a ,b ) . (22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêó (21) ïîëó÷èì íà îñíî-
âàíèè ëåììû 3 ïðè nkE EI , N w 2n . Çàäà÷ó
ìèíèìèçàöèè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (20)
ðåøèì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â
[16]. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà ìèíèìàëüíî-

ãî çíà÷åíèÿ íîðìû 
2*x y  íà ìíîæåñòâå nkEI  â

(20) ïðèâåäåò ê ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (21).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  ñèëüíî âûïóêëà ñ
ïàðàìåòðîì 0  íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæå-
ñòâå m

nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî m v
nkEI R , v 2m ,

ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà

1)           m
nk

2* 0 *

x EI
min (x) (y ) y y ,     (23)

ãäå 0 m
nky EI  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

M

20 i

i J
y arg min y d ,

(i) (i)
mki

2(i)

y EI (G )
y arg min y d ,(24)

çäåñü tr
i
2r 1 jy a , tr

i
2r jy b , r st tj j ïðè s r ,

rt nj J , r mt J , mr J , à 
1 2 mt t t nj , j ,..., j J óäîâ-

ëåòâîðÿåò (11) ïðè *d y ;

2) m
nk

*

x EI
min (x) (y )

i i

m v m
2 2 * 2 * 0 * 0

i i i i ik s
i 1 i 1 i 1

(a b ) (y ) 2 (y y y z ) , (25)

ãäå 1 2 nk ,k ,..., k è 1 2 ns ,s ,..., s óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâàì

1 2 nk k ka a ... a , 1 2 ns s sb b ... b , (26)

* *
i 2i 1y y , * *

i 2iy y , mi J , 0 0 0 0
1 2 my (y , y ,..., y ) ,

ii
0

lpy a , si J , n r ii
0

lpy a , ri J , s r m ,

1 2 nl l la a ... a ,               (27)

1 2 mp , p ,...,p òàêîâî, ÷òî 1 2 s
* * *
p p py y ... y 0

s 1 m
* *
p py ... y , 0 0 0 0

1 2 mz (z , z ,..., z ) , ii
0

hqz b ,

ti J , n d ii
0

hqz b , i J , t m ,

1 2 nh h hb b ... b ,               (28)

à 1 2 mq ,q ,...,q óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

1 2 s s 1 m
* * * * *
q q q q qy y ... y 0 y ... y .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà îñíîâàíèè ëåììû 3
ïðè m

nkE EI , N v, v 2m . Çàäà÷ó îïòèìèçàöèè â
ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (20) ìîæíî ðåøèòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè. Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî
íàéòè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â
[16]. Ïðèìåíåíèå ýòîé ôîðìóëû ïîçâîëèò ïðèéòè
ê îöåíêå (23). Îöåíêà ìèíèìóìà íîðìû â ïðàâîé
÷àñòè íåðàâåíñòâà (20) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ
ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ, âûâåäåííîãî â [16]. Èñ-
ïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (25), ÷òî ïðèâå-
äåò ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  ñèëüíî âûïóêëà ñ

ïàðàìåòðîì 0  íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæå-

ñòâå m
nV SI , ãäå ìíîæåñòâî m v

nSI R , v 2m ,

ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà

1) 
m
n

*

x SI
min (x) (y )

v v
2 2 * 2 * 0
0 0 i i i

i 1 i 1
m(a b ) (y ) 2 y x ,       (29)

ãäå 0 0a ,b  óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

m m
n n

2 2 2
0 0

x SI x SI
min (x) min x d m(a b )

m
n

v v
2 *
i i i

x SIi 1 i 1
d 2 min d x ,               (30)

ãäå
n

0 ii J
a min a , 

n
0 ii J

b min b , *
i i vd d , i J ,

* *
i iy y , vi J , 0 m

nx SI îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì

m
n

v v2 2 2 2 * 0
0 0 i i i

x SI i 1 i 1
min x d m(a b ) d 2 d x ,   (31)

çäåñü 0 0a ,b  è *d  óäîâëåòâîðÿþò (30), 0 0
2i 1 ix a ,

0 0
2i ix b , 

j j j n

0 0
i i 2i 1 j 2i j

(a ,b ) Z , j J
(a , b ) arg min (c a c b ) ,

mi J ;
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2) 
m
n

* 2 2
0 0

x SI
min (x) (y ) (m(a b )

1sv
* 2 *
i min i

i 1 i 1
(y ) a y

2

2

s m
* *

min i max i
i 1 i s 1

b y b y ) , (32)

n
0 ii J

a min a , 
n

0 ii J
b min b , *

i i vd d , i J ,

* *
i 2i 1y y , * *

i 2iy y , mi J , mina , maxa ,

minb , maxb

óäîâëåòâîðÿþò (15), êîíñòàíòû 1s  è 2s  îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ:

1

t
*
s 1 j

j 1
y 0

1st J , 1

t
*
s j

j 1
y 0

1k st J ;

2

t
*
s 1 j

j 1
y 0

2st J , 2

t
*
s j

j 1
y 0

2k st J .

Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíèì íà îñíîâàíèè ëåììû 2
ïðè m

nE SI , N v, v 2m . Ìèíèìóì íîðìû â
ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (20) ìîæíî îöåíèòü
äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïîëó÷åííûìè â [16]. Ïðèìåíå-
íèå äëÿ ýòîãî ïåðâîãî èç ñïîñîáîâ ïðèâåäåò ê
ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (29). Èñïîëüçîâàíèå
âòîðîãî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îöåíêó (32).

Ëåììà 4 [15]. Åñëè ôóíêöèÿ (x)  ñèëüíî âûïóêëà
ñ ïàðàìåòðîì 0  è äèôôåðåíöèðóåìà íà âûïóê-
ëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå V , ãäå NE V R , òî
äëÿ ëþáîãî x V

2

y E

1min (y) (x) (x)
4

2

y E

1min y x (x)
2 .            (33)

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  ñèëüíî âûïóêëà ñ
ïàðàìåòðîì 0  è äèôôåðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî

w
nkEI R , w 2n , ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè

i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x V

nk

n2 2 2
i i

x EI i 1

1min (x) (x) (x) (a b )
4

2w w
* 0

i i i
ii 1 i 1

1 (x)x 2 c x
2 x ,

ãäå *
i i w

i

1 (x)c x , i J
2 x

, à 0
nkx EI  óäîâëåò-

âîðÿåò (22).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà îñíîâàíèè ëåììû 4
ïðè nkE EI , N w 2n . Çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè â
ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (33) ðåøèì ñ ïîìîùüþ

ñîîòíîøåíèÿ î ìèíèìóìå íîðìû ðàçíîñòè [16]
ñïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì ïðèìåíåííîìó ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 6.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  ñèëüíî âûïóêëà ñ
ïàðàìåòðîì 0  è äèôôåðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå m

nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî
m v
nkEI R , v 2m , ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè

i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x V :

1)
m
nk

2

y EI

1min (y) (x) (x)
4

2
0 1y x (x)

2 ,              (34)

ãäå 0 m
nky EI  íàõîäèòñÿ èç (24) ïðè

1d x (x)
2

;

2) 
m i i
nk

m2 2 2
k s

y EI i 1

1min (y) (x) (x) (a b )
4

2w m
* 0 * 0

i i i i i
ii 1 i 1

1 (x)x 2 (d y d z )
2 x ,    (35)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 2 nk ,k ,..., k  è 1 2 ns ,s ,..., s
óäîâëåòâîðÿþò (26),

*
i 2i 1

2i 1

1 (x)d x
2 x

, *
i 2i

2i

1 (x)d x
2 x

, mi J ,

0 m
nky EI , 0 0 0 0

1 2 my (y , y ,..., y ) , ii
0

lpy a , si J ,

n r ii
0

lpy a , ri J , s r m ,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 2 nl , l ,..., l  óäîâëåòâîðÿåò (27),

à 1 2 mp ,p ,..., p òàêîâà, ÷òî

1 2 s s 1 m
* * * * *
p p p p pd d ... d 0 d ... d , 0 m

nkz EI ,

0 0 0 0
1 2 mz (z , z ,..., z ) , ii

0
hqz b , ti J , n d ii

0
hqz b ,

i J , t m ,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 2 nh ,h ,..., h  óäîâëåòâîðÿ-

åò (28), à 1 2 mq ,q ,...,q òàêîâà, ÷òî

1 2 s s 1 m
* * * * *
q q q q qd d ... d 0 d ... d .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà îñíîâàíèè ëåììû 4
ïðè m

nkE EI , N v, v 2m . Ïîëó÷åíèå îöåíîê (34)
è (35) ñâÿçàíî ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè
ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè â ïðàâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà (33) [16]. Îáà ýòè ñïîñîáà àíàëîãè÷íû
ðàññìîòðåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  ñèëüíî âûïóêëà ñ
ïàðàìåòðîì 0  è äèôôåðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå m

nV SI , ãäå ìíîæåñòâî
m v
nSI R , v 2m , ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè

i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x V :



42 ÐÈ, 2005, ¹ 2

1) 
m
n

2 2 2
0 0

y SI

1min (y) (x) (x) (m(a b )
4

2v v
0

i i i
i ii 1 i 1

1 (x) 1 (x)x 2 x x
2 x 2 x , (36)

ãäå 0 0a ,b  óäîâëåòâîðÿþò (30), 0 m
nx SI  îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèåì (31);

2) 
m
n

2 2 2
0 0

y SI

1min (y) (x) (x) m a b
4

1

1

2 sv m
* *

i min i max i
ii 1 i 1 i s 1

1 (x)x a d a d
2 x

2

2

s m
* *

min i max i
i 1 i s 1

b d b d ,           (37)

ãäå 0 0a ,b  óäîâëåòâîðÿþò (30),

*
i 2i 1

2i 1

1 (x)d x
2 x , 

*
i 2i

2i

1 (x)d x
2 x , mi J ,

mina , maxa , minb , maxb îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíè-

åì (15), 1s è 2s  – ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ:

1

t
*
s 1 j

j 1
d 0

1st J , 1

t
*
s j

j 1
d 0

1k st J ;

2

t
*
s 1 j

j 1
d 0

2st J , 2

t
*
s j

j 1
d 0

2k st J .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà îñíîâàíèè ëåììû 4
ïðè m

nE SI , N v, v 2m . Äëÿ çàäà÷è îïòèìèçà-
öèè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (33) ïîëó÷èì
îöåíêè ìèíèìóìà äâóìÿ ñïîñîáàìè [16]. Ýòè
ñïîñîáû àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 8 è ïðèâîäÿò ê ñïðàâåäëèâîñòè
îöåíîê (36) è (37).

Ëåììà 5 [15]. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà
* * * *

1 2 Nx (x , x ,..., x ) E  áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà íà

ìíîæåñòâå E  ñèëüíî âûïóêëîé ñ ïàðàìåòðîì 0
äèôôåðåíöèðóåìîé íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíî-

æåñòâå V  ôóíêöèè (x) , ãäå NE V R , äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû

22* 2 * *
y E

1(x ) 4 min y x (x )
2 .    (38)

Òåîðåìà 12. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  ñèëüíî âûïóêëà ñ

ïàðàìåòðîì 0  è äèôôåðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì

çàìêíóòîì ìíîæåñòâå nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî
w

nkEI R , w 2n , ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè

i i iZ {a ,b } , ni J . Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà *
nkx EI

áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà (x)  íà nkEI , äîñòàòî÷íî,
÷òîáû

n2* 2 2 2
i i

i 1
(x ) 4 (a b )

2*w w
* * 0
i i i

ii 1 i 1

1 (x )x 2 c x
2 x ,     (39)

ãäå *
i i w

i

1 (x)c x , i J
2 x

, à 0
nkx EI  óäîâëåò-

âîðÿåò (22).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà îñíîâàíèè ëåììû 5
ïðè nkE EI , N w 2n . Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (38) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû, äîêàçàííîé â [16]. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóåì ïîäõîä, àíàëîãè÷íûé ïðèìåíåííîìó
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9. Â ðåçóëüòàòå ïðèõî-
äèì ê ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (39) è òåîðåìû 12.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü ôóíêöèÿ (x)  ñèëüíî âûïóêëà ñ
ïàðàìåòðîì 0  è äèôôåðåíöèðóåìà íà âûïóêëîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå m

nkV EI , ãäå ìíîæåñòâî
m v
nkEI R , v 2m , ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè

i i iZ {a ,b } , ni J . ×òîáû òî÷êà * m
nkx EI  áûëà

òî÷êîé ìèíèìóìà (x)  íà m
nkEI , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

22* 2 0 * *1(x ) 4 y x (x )
2 ,       (40)

ãäå 0 m
nky EI  óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (24) ïðè

* *1d x (x )
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåäåì íà îñíîâà-

íèè ëåììû 5 ïðè m
nkE EI , N v . Çàäà÷ó ìèíèìè-

çàöèè â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (38) ìîæíî ðåøèòü
íà îñíîâå ôîðìóëû (24). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê
ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (40) è óòâåðæäåíèÿ òåî-
ðåìû 13.

5. Îöåíêè ìèíèìóìà âûïóêëûõ ôóíêöèé ñ
îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì òî÷åê ýêñòðåìóìà íà
ìíîæåñòâàõ nkEI , m

nkEI

Ïóñòü â çàäà÷å (4) âûïóêëàÿ íà ìíîæåñòâå NV R
ôóíêöèÿ öåëè (x)  èìååò íà ìíîæåñòâå V convE
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà U .
Îáîçíà÷èì:

x V
U x V (x) (y ) , y arg min (x).   (41)

Â  [17] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü (x)  – âûïóêëàÿ íà âûïóêëîì

çàìêíóòîì ìíîæåñòâå V conv E  ôóíêöèÿ, U  –
ìíîæåñòâî òî÷åê åå ìèíèìóìà, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ (41), ïðè÷åì U  îãðàíè÷åíî, ò.å. ñóùåñòâó-

åò òàêîå R 0,  ÷òî

nU S x R x y R V,
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ãäå y  – êàêàÿ-ëèáî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç ìíî-
æåñòâà U . Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

R
x E

(y )
min (x) x y (y ) ,

R
    (42)

ãäå R
x S
min (x) , S  – ãðàíèöà ìíîæåñòâà S ,

à *
x E

x arg min x y , x V \ S , S E . (43)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 14, ïîëó÷èì îöåíêè ìèíèìóìà
âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé íà ìíîæå-
ñòâàõ ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê nkEI  è ïàðíûõ ðàçìå-
ùåíèé m

nkEI . Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî
èç ìíîæåñòâ E  íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìè-
çàöèè (43). Äëÿ ýòîãî ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
ïðèâåäåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

2*

x E
x arg min x d *

x E
x arg min x d , (44)

ãäå NE R  – ïðîèçâîëüíîå åâêëèäîâî êîìáèíà-

òîðíîå ìíîæåñòâî, Nd R . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-

íîå. Ïóñòü ìèíèìóì 2x d  íà ìíîæåñòâå E
äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå *x E , à ìèíèìóì x d  íà

ìíîæåñòâå E  – â òî÷êå x E , *x x . Òîãäà
2 2*x d x d . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y z  ïðè

z 0  ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, òî îòñþäà

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî 
*x d x d . Ýòî íåðàâåí-

ñòâî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î äîñòèæåíèè
ìèíèìóìà x d  â òî÷êå *x x  è äîêàçûâàåò
ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (44). Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (43) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåøå-

íèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè 2(y) y d

íà ìíîæåñòâàõ nkEI , m
nkEI . Ïðåäñòàâèì îáùèé âèä

îöåíêè (42) äëÿ ìíîæåñòâà m
nk nkE EI ,EI  ñ ó÷åòîì

ðåøåíèÿ çàäà÷è (43). Ïóñòü ôóíêöèÿ x  óäîâëåò-

âîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 14, à m
nk nkE EI ,EI , ãäå

ìíîæåñòâî NE V R  ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè

i i iZ {a ,b } , ni J . Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà (42),

ãäå *x  îïðåäåëÿåòñÿ

1) èç ñîîòíîøåíèÿ î ìèíèìóìå íîðìû ðàçíîñòè [16]
ïðè y x , *d y , åñëè nkE EI ;

2) ñîîòíîøåíèåì (24) ïðè y x , *d y , åñëè
m
nkE EI .

Ïðè ýòîì ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà S  è ðåøåíèå

çàäà÷è ìèíèìèçàöèè x  íà S  ìîæíî ïðîâî-
äèòü ñïîñîáàìè, îïèñàííûìè â [17].

6. Ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè îöåíîê ìèíèìóìà

ôóíêöèé íà ìíîæåñòâàõ nkEI , m
nkEI , m

nSI

Îöåíêè ìèíèìóìà âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ
ôóíêöèé íà ìíîæåñòâàõ nkEI , m

nkEI , m
nSI , ïðåä-

ñòàâëåííûå âûøå, ïîëó÷åíû íà îñíîâàíèè óòâåðæ-
äåíèé ëåìì 1,3 è 4. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ (5) è (33)
ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ x V E . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî âû-

ïóêëûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèè (x)  íà V convE
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñèëüíî âûïóêëîå ïðîäîëæå-
íèå ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà 0 . Ïîýòî-
ìó â ñîîòíîøåíèÿõ (20), (33) èìååòñÿ âîçìîæíîñòü
âûáîðà çíà÷åíèÿ . Ïðè ïîñòðîåíèè íèæíèõ

îöåíîê ìèíèìóìà ôóíêöèè x  åñòåñòâåííî ñòðå-
ìèòüñÿ ê ïîëó÷åíèþ âîçìîæíî áîëåå òî÷íûõ, à
çíà÷èò, âîçìîæíî áîëüøèõ ïî âåëè÷èíå îöåíîê.
Ðàññìîòðèì ñïîñîá ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
îöåíîê, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâàíèè ëåìì 1, 3 è 4, çà
ñ÷åò âûáîðà çíà÷åíèé x V  è 0 . Îòìåòèì, ÷òî
çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîâûøåíèåì ýôôåêòèâíîñòè
îöåíîê ìèíèìóìà âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ
ôóíêöèé íà åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæå-
ñòâàõ, ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [18, 19]. Ðàñïðî-
ñòðàíèì ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â  [19], íà îöåíêè
ìèíèìóìà âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé
íà ìíîæåñòâàõ nkEI , m

nkEI , m
nSI . Ââåä¸ì îáîçíà÷å-

íèÿ

1
y E

e (x) (x) ( (x),x) min( (x), y) ,      (45)

20 0
2 y E

e ( ) (y ) min y y ,            (46)

2
3

1e (x) (x) (x)
4

2

y E

1min y x (x)
2 .             (47)

Çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè 1 2 3e (x),e ( ), e (x, )  ìîæíî
ðåøèòü òîëüêî ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìîâ â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (45)-(47). Êàê îòìå÷à-
ëîñü ðàíåå, ýòè çàäà÷è ðåøàþòñÿ ïî-ðàçíîìó äëÿ
ðàçíûõ êëàññîâ ìíîæåñòâ E . Èõ ðåøåíèÿ, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé è êîìáèíàòîðíûìè ñâîé-
ñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ,
ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðåì 1-3 è 6-10. Îòìåòèì,
÷òî ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

1nk wkEI E , íà ìíîæåñòâî nkEI ìîæíî ðàñïðîñòðà-
íèòü ðåçóëüòàòû òåîðåìû î íåçàâèñèìîñòè îöåíêè

3e (x, )  îò ïàðàìåòðà  äëÿ åâêëèäîâà ìíîæåñòâà
ïåðåñòàíîâîê, äîêàçàííîé â [19]. Ïîëó÷åííûå ñî-
îòíîøåíèÿ äëÿ îöåíîê ìèíèìóìà ôóíêöèé íà
ìíîæåñòâàõ nkEI , m

nkEI , m
nSI  äàþò âîçìîæíîñòü

âûïîëíèòü â ÿâíîì âèäå ïîñòàíîâêó ñëåäóþùèõ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè:

1e (x) max, x V ,               (48)

2e ( ) max, 0 ,                (49)
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3e (x, ) max, x V .             (50)

Ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áóäóò
èñêîìûå ýôôåêòèâíûå çíà÷åíèÿ îöåíîê (45)-(47)
ìèíèìóìà âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ ïðîäîë-
æåíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâàõ ïàðíûõ
ïåðåñòàíîâîê, ïàðíûõ ðàçìåùåíèé è ïàðíûõ ñî÷å-
òàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè. Ñëîæíîñòü çàâèñèìîñòåé

1 2e (x), e ( ), 3e (x, )  íå ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷è
îïòèìèçàöèè (48)-(50) äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ìíîæåñòâ E  àíàëèòè÷åñêè. Îäíàêî îíè ìîãóò áûòü
óñïåøíî ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè. Â  [19] ïðèâî-
äÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ñ çàäà÷àìè (48)-(50) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà E  âûáðàíî åâêëèäîâî ìíîæåñòâî ïåðå-
ñòàíîâîê.

Âûâîäû

Ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êàñà-
þùèåñÿ ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé íà êîì-
ïîçèöèîííûõ îáðàçàõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Ñôîðìóëèðîâàíû íîâûå îöåíêè è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ìèíèìóìà âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ
ôóíêöèé íà êëàññàõ êîìïîçèöèîííûõ îáðàçîâ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ – ìíîæåñòâàõ ïàðíûõ
ïåðåñòàíîâîê, ïàðíûõ ðàçìåùåíèé è ïàðíûõ ñî÷å-
òàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Èññëåäîâàíû ñïîñîáû ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
ïðåäëîæåííûõ îöåíîê ìèíèìóìà ôóíêöèé íà k -
îáðàçàõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâîé
äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà
ìîäåëåé çàäà÷ ñî ñëîæíîé êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòó-
ðîé, ÷åì îïðåäåëÿåòñÿ èõ íàó÷íàÿ öåííîñòü è
ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè
ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ýêñòðåìàëüíûõ
ñâîéñòâ ôóíêöèé íà íîâûõ êëàññàõ k -îáðàçîâ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ è ñ ðàçðàáîòêîé íà îñíî-
âå îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.
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