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Вступ

Алгебраїчні поліноми є одним з найбільш про-
стих інструментів наближення функцій кількох 
змінних. Але загальна теорія їх побудови для до-
вільної сітки вузлів інтерполяції на даний час ще 
не завершена. 

Теореми Вейєрштрасса стверджують, що для 
кожної неперервної функції f x y,( )  існує полі-
ном P x yn ,( )  такого степеня n n= ( )ε , що для мак-
симального відхилення полінома від функції буде 
виконуватись нерівність f x y P x yn, ,( ) − ( ) ≤ ε , 
∀( ) ∈ ⊂x y D R, 2  для кожного ε > 0 . Але практична 
побудова таких поліномів за допомогою операторів 
інтерполяції наштовхується на ряд обмежень (вуз-
ли інтерполяції не повинні задаватися на рівномір-
ній сітці вузлів, хоча експериментальні дані інколи 
зручно отримувати на регулярній сітці вузлів, коли 
крок між сусідніми вузлами є сталим тощо). В той 
же час ермітові інтерполяційні поліноми з кратни-
ми вузлами, якщо в них похідні у вузлах замінити 
нулями, можуть наближувати кожну неперервну 
функцію. Тому актуальною є задача побудови і до-
слідження операторів, які інтерполюють функцію 
разом із її частковими похідними першого порядку 
та мішаними похідними в точках, що є перетином 
заданого сімейства прямих.

1. Аналіз літературних джерел

У монографії Лоттара Колатца [1] наведено 
приклад дев’яти вузлів інтерполяції, що лежать на 
системі шести перетинних прямих, непаралельних 
осям координат, для яких побудова інтерполяцій-
ного полінома третього степеня не має єдиного 
розв’язку, оскільки поліном третього степеня має 
десять коефіцієнтів, а інтерполяційних умов лише 
дев’ять. В роботі [2] отримана формула поліно-
міальної інтерполяції функцій на довільній сітці 
вузлів поліномами мінімального степеня, яка ін-
терполює лише значення функцій і не інтерполює 
часткові похідні. В даній роботі вказана формула 
узагальнюється на випадок інтерполяції функцій 
двох змінних та її часткових похідних першого по-
рядку мішаної похідної на сітці вузлів, які є точками 
перетину M  непаралельних прямих, при умові, що 

ніякі три з цих прямих не перетинаються в одній точ-
ці. Стан теорії поліноміальної інтерполяції функ-
цій багатьох змінних на системі нерегулярно роз-
міщених вузлів проаналізовано в [3-5] (див. також 
бібліографію у цих роботах). Відмітимо, що загаль-
ні твердження щодо існування поліномів заданого 
степеня, які інтерполюють функцію та її похідні до 
заданого порядку на деякій системі точок трикут-
ника, отримані в працях М. Зламала, А. Женішека, 
Р. Варги, І. Бабушки [6-12], явні формули їх по-
будови отримані в працях Ю.Н. Суботіна [13-14], 
О.М. Литвина, О.О. Литвина, О.І. Денисової [15]. 
В праці А.П. Слесаренко [16] запропонована фор-
мула кратної поліноміальної інтерполяції функцій 
2-х змінних не у вигляді полінома мінімального 
степеня, а у формі раціонального дробу, яку в 1968 
році використав D. Shepard [17] і яка використо-
вувалася також в праці О.М. Литвина [18] при по-
будові глобальної інтерполяційної формули на до-
вільній сітці вузлів [див. також [2]].

2. Постановка задачі

Нехай Γk k k k kx y a x b y k M: , , ,ω γ( ) = + − = =0 1  – 
довільна система прямих, що задовольняють умови: 

а) Γ Γi j ij ij ijA x y i j M i j∩ = ( ) ≠ ∅ = ≠, , , , ,1  – тобто 
кожна пряма цієї системи перетинається з усіма 
іншими;

б) Γ Γ Γi j k i j k M i j k∩ ∩ = ∅ ∈{ } ≠ ≠, , , , ,..., ,1 2  – 
тобто ніякі три прямі даної множини не перетина-
ються в одній точці. 

Задача полягає в побудові полінома 
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де γij p q R i j M i j p q, , ; , ,..., , ; ,∈ = { } ≠ ≤ ≤1 0 1  – задані 
дійсні числа.

3. Основні твердження роботи

Вважаємо заданими систему прямих Γi i M, ,=1  
і точок A X Y i j Mij ij ij i j, , , ,...,( ) = =Γ Γ∩ 1  та значення 
D f X Y kij ij k

α α, , , ,( ) ≤ ≤ =0 1 1 2
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Наведемо явні формули для базисних поліномів 
мінімального степеня поліноміальної інтерполяції 
ермітового типу, які дозволяють розв’язати постав-
лену задачу.

Будемо позначати нерівності 0 1≤ ≤ −γ β  так: 
0 1 0 11 1 2 2≤ ≤ − ≤ ≤ −γ β γ β;  при умові, що

γ γ γ= ( )1 2,  β β β= ( )1 2, , 0 11 2≤ ≤β β, .
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Теорема 1. Функції h x yij, ,β ( )  є базисними інтер-
поляційними поліномами степеня 2M  з власти-
востями 

D h X Y

i j p q M

ij pq pq i j p q
γ

β γ βδ δ γ, , , , ,, , ;

, , , ,..., ,

( ) = ≤ ≤

∈{ }
( ) ( ) 0 1

1 δδ δ δ β β βγ β γ β γ β, , , , ,= = +
1 1 2 2 1 2

  (1)

δ δ δ γ γ γ γ γ γ γi j p q i p j q, , , , , , , , , .( ) ( ) = = ( ) = + ≤ ≤1 2 1 2 0 1

Д о в е д е н н я. Враховуючи, що w x yp ,( )  є лі-
нійними функціями 2-х змінних, степінь h x yij, ,β ( )  
буде дорівнювати 

β β β β1 2 1 22 2 1 1 2 2+ + −( ) + − + − = −M M , 

що і стверджує теорема 1. З означення множника 
у фігурних дужках, він є поліномом Тейлора 1-го 
степеня за кожною змінною при β β1 2 0= = , тобто 
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З формули (2) при x y X Yij ij, ,( ) = ( )  отримуємо
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Тобто властивості (1) доведені для β β1 20 0= =,  
при γ γ1 20 0= =, . Аналогічно доводиться, що 
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При цьому використані наступні рівності.
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Аналогічно доводяться відповідні властивості 
функцій h x y h x yij ij, , , ,, , ,1 0 0 1( ) ( ) , h x yij, , ,1 1 ( ) .

Теорема 1 доведена.
Тобто система h x y i j Mij, , , , , ,β β β( ) ≤ ≤ ≤ ≤1 0 11 2  є 

системою базисних функцій при побудові опера-
торів поліноміальної ермітової інтерполяції даних 
значень функції та її часткових похідних першо-
го порядку і мішаної похідної у вказаних точках 
інтерполяції. Відповідний оператор інтерполяції 
можна представити у вигляді
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Теорема 2. Оператор L f x yn ,( )  є оператором 
поліноміальної інтерполяції ермітового типу на 
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Д о в е д е н н я. Застосуємо до L f x yn ,( )  опера-
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Теорема 2 доведена.
Теорема 3. Оператори L f x yn ,( )  є точними 

на поліномах степеня 2 2M − , які є функціями 
h x y i j Gij, , , , , :β β( ) ( ) ∈ ≤ ≤0 1

	 L h x y h x yn µν γ µν γ, ,, ,( ) = ( ) .		  (5)

Доведення. Враховуючи властивості (1), може-
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Теорема 3 доведена.
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Аналогічно доводиться, що 

h x y h x h yij i j10 1 0,( ) = ( ) ( )  h x y h x h yij i j01 0 1,( ) = ( ) ( )  

та h x y h x h yij i j11 1 1,( ) = ( ) ( ) .

Теорема 4 доведена.

Висновки

Таким чином, в роботі запропоновано загаль-
ний метод побудови операторів ермітової інтер-
поляції диференційовних функцій та її часткових 
похідних першого порядку і змішаної похідної в 
точках перетину М непаралельних прямих. Метод 
використовувався при побудові інтерполяційних 
поліномів Зламала-Женішека 3-го та 5-го степенів 
на трикутнику, які планується використати при по-
будові математичної моделі вектора прискорення в 
сейсмічній томографії між свердловинами, якщо 
цей вектор заданий своїми слідами в точках заданої 
системи свердловин. Такі сліди можна отримати за 
допомогою акселерометрів, розміщених на різних 
глибинах у свердловинах.
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