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УСТАНОВЛЕНИЕ ВОЛН Ш ЕПЧУЩ ЕЙ ГАЛЕРЕИ  
В ДИЭЛЕКТРИЧЕС КОМ ЦИЛИНДРЕ ПРИ ВОЗБУЖ ДЕН ИИ  

ИМ ПУЛЬСНЫ М  ИСТОЧНИКОМ
Введение

Интерес к нестационарным электромагнитным процессам вызван, прежде всего, много­
численностью и важностью их практических приложений. Среди них можно выделить, на­
пример. использование ультракоротких импульсов в системах передачи информации, дис­
танционном зондировании объектов, оптоэлектронных структурах, где сущ ественны ультра- 
быстрые электромагнитные переходные, процессы. I, „ „п

Мощным и математически строгим методом для реш ения целого класса .задач электро­
динамики является метод функции Грина. Этот метод развит и используется для доляоводов 
и резонаторов различной геометрии [1 —'3]. Однако в основном рассматриваются гармониче­
ские источники и, соответственно., функции Грина в частотном представлении. В данной ра­
боте построены функции Грина во временном представлении для нахождения электромаг­
нитных полей в круговых резонаторах, которые возбуждаются источниками с произвольной 
зависимостью от времени.

Круговые диэлектрические рсю наторы в последнее время нашли ш ирокое применение в 
оптике благодаря возможности поддерживать особый вид колебаний с очень высокой доб­
ротностью (волна шепчущей галереи). Использование этих колебаний в оптических фильт­
рах [4], биосенсорах [5], микролазерах с низким порогом генерации [6] сущ ественно расши­
ряет область применения таких резонаторов.

Пространственно-временная функция Грина для цилиндра

Рассмотрим однородный вдоль оси симметрии цилиндр с диэлектрической е, и магнит­

ной р, проницаемостями, расположенный в однородной среде, параметры которой с и р. 
соответственно. Источником электромагнитного поля является линейный ток, параллельный 
оси цилиндра.

В такой постановке задача является двумерной в поперечном сечении, т,е. ее можно фор­
мулировать как задачу о точечном источнике, возбуждающем поле в круговом резонаторе. 
Расположим в этом поперечном сечении полярную систему координат (р,«р).

Как известно, электрическое поле, возбуждаемое источником / ( / ,р )  . где вектор р = (р.ф). 
может быть найдено при помощи функции Грина £ ( ^ - / \ р - р ' )  по формуле

£'(/, р) = -£(7 -  Л  р -  р') * —— “  Ж *  Р') • (1)
£06* 01

здесь р и р' полярные координаты точки наблюдения и источника соответственно, с -  ско­

рость света в вакууме. е0 = 8.854-10 '“2 [Е/т] -  электрическая постоянная, знак * означает

свертку по временной и пространственным координатам.
Вначале найдем функцию Грина для безграничного пространства. Она является решени­

ем волнового уравнения с дельтаобразной правой частью, которое в полярных координатах 
имеет следующий вид:

(  д 1 1 5  1 5 ’ I « 3
др2 р др р 2 д(.ф у 2 д(2

# ( р - р 'Д - П  = - 5 ( р - р ' ) б ( / - 0 ? {2)

здесь V, = с Ц щ у  .
Если воспользоваться известными представлениями дельта-функции [7]
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S ( p - p ')  = ^ Є - Є 2 б ( ф -c p ')=  3 -  ±  ')* »
p -ÎT

то реш ение уравнения (2) можно искать в виде

£ ( р - р ‘. < - / ')  = У] є'««-'*! р 7 4(л р )^ ( і ',р '.  І - Ґ ) Ж .

После подстановки (3) и (4) в это уравнение получим

s~v: +
дх- S tĈ p'’ ^  = Т-Л(̂ р')5П)« 2л

(3)

(4)

где т = / -  Ґ  .
Так как фундаментальным решением дифференциального уравнения с оператором

с
—у -1-Л2 М  является регулярная обобщенная функция б іп рт/р© (і:). где р > 0 ,  0 ( т )  -  еди- 
ат~
ничная функция Хевисайда, то решение уравнения (2) можно записать в виде

Sin 5V.T
St (S, Р т) = Д - Л  Ч р ')  u  0 ( V|T) •2л s (б)

П одстановка полученной функции в (4) и использование формул интегрирования [9. 
(8.530.2). (6.671.7)] дает выражение для функции Грина в безграничном пространстве:

(7)

В дальнейшем решение будет производиться в представлении преобразования Лапласа
СО

&(р)  = |я (т )е х р (р т )^ т  Применяя его к (7) получим функцию Грина в этом представлении

V, e ( v , ( f - / ' ) - | p - p ' l )

2 N T ( / - o 2 - ІР - p f

ô ( p . p - p ,) = 2 - J f , ( £ |p - p ' |)2л V,1
(8)

где Х0(..) -  модифицированная функция Бесселя.
Найдем теперь функцию Грпна для ограниченной области. Кроме уравнения (2) она должна 

также удовлетворять граничным условиям таким же. как и для электрического поля. Эти усло­
вия сводятся к непрерывности на поверхности цилиндра функции и ее нормальной производной

( Г = G'
р=р.,

1 ÔG4
p-ft» р, др

ÔG-
р др (9)

здесь р0 -  радиус цилиндра, знак «+» соответствует внутренним точкам поверхности цилин-
*

дра, знак «—» -  внешним.
Вид функции Грина для неоднородной среды определяется взаимным расположением 

точек р и р ’, в другой терминологии, -  положением источника. В области источника, 
т.е. в области, в которой расположены обе точки р и р ’, решение следует искать в виде 
суперпозиции решения безграничной задачи и слагаемого, учитывающего влияние границы. 
В области, свободной от источников, т.е. в случае, когда р находится вне цилиндра, а р ' 
принадлежит ему. реш ение строится только с учетом влияния границы.

Так. если источник расположен внутри цилиндра, функцию Грина следует искать в виде

где a  = p / v 4 Р = р /  V, .
— 71 д. - -о»

2 it jtri,

(а р )4 (Р р ') .  P > Ро-

( 10)

( 11)
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Для нахождения неизвестных коэффициентов Лк(р)  и Вк(р)  воспользуемся граничными 
условиями (9) и разложением

К0(Е  |Р -Р '|)=V
1к (Т  р )К к( £  р ')© (р ' -  р) + 1к(£■ ( Т  р)© (р -  р ')

получим
^  / „ч _ У (Р Р о )У /(а Рр) Z ] К к{$Ро)Кк\<хрь) 

к р ) Гк(рРо)А\ (а р 0)~  Д (рр0)А ^ (ар0) ?

Д. = 1 М 1

( П ;

03)

(14)
а р 0 р, 2 / 2 1/ ; ( р р 0)А 'Д ар 0) - / , ( р р р)Л :;(ар 0) '

Здесь X = Х{ = ч/р (/ е ) - волновые импедансы сред.
Для случая возбуждения внешним источником функция Грина строится аналогичным 

образом:

С + - — У
вг о-гг А* 4 (р К *(Р р Ж х(«р '), Р<Ро

<5; = ^ - ^ ( « | р - р 1) + т - Г  е'*‘* 'вЧ ( Р ) ^ ( о ф Ж * ( а р ') ,  р > р 0

Коэффициенты Ак{р)  и Вк(р)  определяем из граничных условий
1 1

Л  С Р =ар 0 2/г,/£ ((Зр0)АДсср0) 4 (РРо )А 4(а Р(1)

_  [± (Р Р о Т  (сфр) ~ г / г ,  /х (РРо)^х (вфр)
* г / г ,  / ;(Р р „ )^ (а р 0) - / (.(рр0ж ;.(а р 0) '

45)

( 16)

(17)

( 1 8 )

Выражения для изображения по Лапласу полей внутри и вне цилиндра могут быть полу­
чены после применения преобразования Лапласа к выражению (1) и подстановки соответст­
вующей функции Грина

г  = — ] - & { р , р - р ' ) * р Л р , р ) .
с е0 I 1

(19)

где зиак * обозначает свертку только по пространственным координатам.

Возбуждение цилиндра внешними импульсами

Рассмотрим линейный источник у = ^ ,У (0 5 (р —рД  с зависимостью от времени 

/00 = 0 (0 , расположенный вне резонатора, р у > р 0 . В однородной среде он излучает бегу­

щую цилиндрическую волну, которая занимает область пространства V/ > |р -  р'| и монотонно 

убывает после прохождения волнового фронта через точку наблюдения:

V 1 © ( V / - | р  —р'()
£» = -

2 л 8 »с2 Г ' Т Н р - р ' ! 2 '
(20)

Поле источника с зависимостью от времени в виде прямоугольного импульса 
ДГ) = в ( г ) -0 (Г -  Ы)  представляет собой суперпозицию двух бегущих волн, одна из которых

V 1 0 ( у ? - | р - р ’|) 9 ( и ( Г - Д 0 - | р - р ' | )

2 тс £0с ‘ _ \ / г , т - [ р - р ' р Д Ч /  -  д / > 2 —|р -  р'|2
(21)
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Выражения для полей внутри и вне резонатора могут быть получены с помощью форму­
лы (19) и соответствующей функции Грина Обратное преобразование для этих функций ос­
новано на вычислении вычетов в особых точках функции-изображения и интеграла вдоль 
разр.еза, который проходит вдоль отрицательной полуоси Я е(р ) комплексной плоскости р 

Особые точки, обусловлены нулями знаменателей (13),(14), (17),(18) и определяют соб­
ственные частоты резонатора Все собственные частоты комплексные, действительная часть 
определяет частоту осцилляций, а мнимая -  скорость затухания колебаний

Для расчетов и графического представления результатов введем безразмерное время

Т = — / Коэффициент нормировки напряженности поля N  = - ---- ~ .
Р., 2п г (1<Г

Рассмотрим немагнитный (ц, = 1) резонатор, находящийся в вакууме (е  = ц = 1) Коэффи­

циент преломления материала резонатора п -  ^  = 3.4 Пусть источник расположен вне резо­

натора в точке ( рт = 2 р (>, фт = 0), а точка наблюдения имеет координаты (р = р(1/2,<р = 0)
Рис 1, а  соответствует эволюции в зависимости от времени Т  действительной части 
г-компоненты нормированной напряженности электрического поля, возбуждаемого в резона­
торе внешним ступенчатым тдком ){Т ) = 0 (Г ) .

а 6
г : Рис 1

Рис 1, б  соответствует эволюции поля в случае возбуждения прямоугольным импульсом 
](Т)  = 0 ( У ') - 9 ( Г -  АТ).  А 7 = 3  Первый пик соответствует моменту включения источника, 
второй-моменту выключения следующие пики соответствуют моментам прохождения через 
точку наблюдения волновых фронтов, отраженных от,границы.

Возбуждение волн шепчущей галереи в круговом резонаторе

Явление высокодобротного резонанса волн шепчущей галереи в диэлектрических дис­
ках и шарах основано на почти полном внутреннем отражении волны, распространяющейся 
вдоль вогнутой границы В данной работе внимание сконцентрировано на собственных ко­
лебаниях, т  е тех, которые могут существовать без внешнего источника Поэтому рассмат­
ривается источник, работающий от момента включения до момента выключения, с частотой 
заполнения, равной частоте одной из волн шепчущей галереи-

./(Лр) = - ^ — ^ 8 (ф -ф ')е 'в' [ 0 ( Г ) - 0 ( г - ( ) ] ,  р '< р . „ (22)
Р

Включение и выключение источника порождают переходные процессы одинаковой дли­
тельности, связанные с возбуждением волн различных, частот и добротностей.
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Будем считать, что волна установилась, если ее амплитуда в 10 раз превыш ает амплиту­
ды всех остальных возбуждаемых мод (шумов), и исследуем, какой промежуток времени 
должен работать источник, чтобы установился необходимый тип колебаний.

Выражения для полей могут быть получены из формулы (19) с использованием функций 
Грина (Ю ),(11),(13),(14). Обращение во временную область осущ ествляем, вычисляя вычеты 
в особых точках и интеграл вдоль разреза

ГГ Ш0Пусть и;, = —1~ р,, -  нормированная частота излучения источника, тл> = —— р(, -  нормиро- 
с " с

2пванная собственная частота резонатора Время работы источника Т = — М  рассматривается
м'о

в терминах количества периодов М  колебаний источника. Время работы источника 
-  2пМ  /со,, = ХМ / с  и для длины волны X = 1 55 уип составляет (х -  5 .2М  /у 

Резонатор возбуждается на частоте источника >г„ = 3.8619, совпадающ ей с действитель­
ной частью собственной частоты резонаягора >ге = 3.8б19-+-> - 2 5-10“7 волны шепчущей гале­
реи Ет  (показатель преломления среды внутри резонатора пх -  3 4 4 , распределение поля 
показано на вставке к рис 2, а Источник расположен между центром и границей резонатора, 
р ' = 0 5р,., Точка наблюдения расположена внутри резонатора вблизи границы р = 0 95р0 На 
рис 2, а  представлена эволюция поля, возбужденного коротким импульсом { М  -  3 ), что со­
ответствует времени работы источника 1 5 6 /$ , на раннем этапе процесса Нормированное 
время Г = 100 для радиуса резонатора р 0 лг 0.95р/?7 соответствует временному отрезку
I -  р(|2 7 с  = 0.32/лу 2-компонента полного электрического поля изображена пунктирной ли­
нией, сплошной линией изображена компонента, соответствующая ВШ Г Амплитуда полно­
го поля сильно превосходит амплитуду соответствующей моды.

кс;
О

ь

хка
« 0 X
VJ
t -чш
й)'ОС

Полное поле 
ВШГ

Ц I h ? f

40 60 80 100
Т нормированное время

120 1 002 1 004 1 006 1 0Q8 1.01
Т, нормированное время у

Рис 2

Рис 2, б  соответствует более позднему промежутку времени Амплитуда полного поля су­
щественно снижается за счет излучения низ ко добротных колебаний, однако она все равно пре­
восходит амплитуду основной волны шепчущей галереи Е{(1,. Это объясняется тем, что возбуж­

даются ВШ Г с другими частотами и пространственным распре дел ением с более .высокой доб­
ротностью Следовательно, короткий импульс не является эффективным для возбуждения ВШГ 

Рассмотрим возбуждение резонатора длинным импульсом { М - \50). Для данных значе­
ний параметров время работы источника составляет 0.78р.? Для получения явной картины
извлекаем из полного поля компоненту, соответствующую ВШГ, и получаем в  явном виде 
шумы На рис 3, а  представлены ВШГ и шумы в случае возбуждения резонатора длинным.
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импульсом На рис 3, б представлена кривая установления во времени ВШ Г £ , м в зависи­

мости от времени работы источника Очевидно, что для установления данной ВШГ нужно, 
чтобы источник работал 700 ß .  При этом волна устанавливается в пределах 15p s

Если источник работает в пределах 400 -  500 ß ,  время установления волны более про­
должительно. Следует подчеркнуть, что если источник работает менее 300/ 5 , волна не уста­
навливается, т е не достигает того состояния, в котором амплитуда превыш ает шум в 10 раз 
Зависимость времени установления ВШ Г от времени работы источника имеет приблизи­
тельно экспоненциальный характер с выходом на режим насыщения

Т, нормированное еремя

Рис 3

Выводы
П остроены функции Грина, позволяющие рассматривать возбуждение резонатора ис­

точником с произвольной зависимостью от времени
С помощью построенных функций Грина проведено численно-аналитическое исследо­

вание переходных процессов электромагнитных явлений в круговом резонаторе, который 
возбуждается внутренним или внешним источником импульсного характера

Показано, что при возбуждении резонатора внешним источником поле в резонаторе пред­
ставляет собой ряд экспоненциально убывающих импульсов, отраженных от границ резонатора 

Исследован механизм установления ВШ Г при возбуждении резонатора импульсным то ­
ком с частотой заполнения, совпадающей с действительной частью частоты ВШ Г Получена 
зависимость времени установления волны от времени работы источника возбуждения. П ока­
зано, что такая зависимость носит убывающий характер, с выходом на режим насыщения
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