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Об одной задаче автоматического управления динамикой экономической системы

Рассмотрена управляемая система из трёх субъектов экономики, каждый из которых описывается упрощенными детерминированными уравнениями Кейнса. показано, что международная торговля между экономиками, в которых наблюдаются предельные циклы, есть управляющий фактор, который может привести к появлению странного аттрактора и возникновению хаоса. 

Исследуется кейнсианская модель макро-экономики двух и трех государств, связанных торговыми отношениями. В работе приняты допущения Кейнса о том, что исследуемая экономическая система, в первом приближении, эволюционирует линейно. Так называемые «нелинейные эффекты» состоят в хаотическом поведении линейной модели шестого порядка. Такое поведение ранее было известно в нелинейных моделях малого порядка. Работа инициирована дискуссией на одном из Интернет-форумов в 2005 году. Были использованы одни и те же методы для анализа как модельных систем, для которых показана возможность хаоса, так и реальных взаимодействующих экономик, показатели которых взяты из отчетов государственных Интернет-сайтов США. 

Формальная модель объекта – автономная система, поскольку первичные параметры – базис – меняются медленнее экономических показателей – «надстройка». Она состоит из n пар ( до шести ) уравнений, и описывает международную торговлю трёх стран. Экономика каждой страны описывается двумя уравнениями, отражающими динамику национального дохода и ставки процента в соответствии с предпосылками кейнсианской экономической доктрины.

Если все три экономики являются осциллирующими, общее движение системы состоит из движения по трехмерному тору 
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, который погружен в пространство 
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Введение в изолированные системы управляющего параметра – международной торговли,  с помощью функций: 
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, приводит к уравнениям, которые для i-й страны ( i может быть равно 1, 2, 3 )  выглядят так:

dYi/dt = Ai (Ii - Si) + Exi - Imi , 
dRi/dt = Bi (Li - Mi/Pi) ,

где Ai, Bi – нормированные константы; Yi – национальный доход i-й страны (фазовая переменная); Ri – текущая ставка процента в i-ой стране (фазовая переменная); Ii – линейная функция от Yi – спрос на инвестиции i-ой страны; 

DYi – константа, означающая предельную склонность к инвестированию в зависимости от уровня национального дохода в i-й стране.

Отметим, что двух -буквенные идентификаторы – обозначения, принятые в данном разделе математической экономики. 

Цель работы состояла в том, чтобы проверить все эффекты «международной торговли», а также предположение о том, что «хаос» появляется уже и в модели двух взаимодействующих линейных экономик. Отметим, что это явление не противоречит известным фактам и теории. Так, в физике известно хаотическое поведение системы из двух связанных линейных маятников – так называемые «фигуры Лиссажу». Задача об устойчивости самой модели – системы ОДУ ( а не методов ее решения) сводится к алгебраической проблеме собственных значений, которая, аналитического решения не имеет уже при n>4.

Сравнение аналитического и численного решений ОДУ динамической системы показало, что дискретизация правомерна, и не является причиной хаотического поведения системы. Такое поведение, в полном соответствии с теорией, появляется при таком сочетании параметров, когда вещественные части, по крайней мере, двух собственных чисел равны 0, а мнимые, отвечающие за период колебаний – не сравнимы, т.е. их отношение не рационально. Элементы матрицы выбраны так, чтобы эти соотношения выполнялись, но параметры модели находились в пределах экономического смысла, например, большинство из них должно лежать в интервале (0, 1). Из фазовых портретов стало ясно, что притягивающее множество ограничено, и траектории на нем расходятся, т.е. выполнен основной критерий „странности” аттрактора.

Похожие явления наблюдались и в 4-мерной модели экономик 2-х государств, описанной ниже. Рассмотрим два “центра”, т.е. циклические колебания экономик двух стран. Собственные значения: {-i, i, -i2, i2 }. На рисунках видны характерные движения на торе, известные в физике как незамкнутые или замкнутые «фигуры Лиссажу», в зависимости от соотношения частот.
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     Рис. 1. Проекция на (Y1, Y2) фазового 

Рис. 2. Проекция на (Y1, Y2) фазового

     пространства для неуправляемой системы

пространства для управляемой системы

Таким образом, искомое сочетание параметров было определено, и гипотеза о хаотичности подтвердилась не только для модельных сочетаний параметров, но и для вполне конкретных экономик. В работе выявлено сочетание параметров, приводящее к различным сложным стационарам в 6-ти мерном пространстве, таким как двойное седло-фокус и седло-узел. 

В частности, для значений  
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, которые были бы найдены ранее для ОДУ 3-х не связанных экономик, т.е отдельно взятой страны, решаем систему, устанавливая связи между странами.

Пусть 
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, и коэффициенты связи:===0,1.

При неустойчивости стационара выявлены начальные условия устойчивого роста экономик. 
В работе получены решения системы двумя методами – численно-аналитическим ( т.е. собственные числа матрицы 6-го порядка получены численно, а затем выписана известная формула для решения линейной системы с постоянными коэффициентами) и численным – методом Рунге-Кутты 4-го порядка. 

Рисунки проекций и сечений фазовых портретов представлены средствами пакета Mathematica. Они предстляют торообразное по двум переменным 6-мерное пространство. Из фазовых портретов ясно, что притягивающее множество ограничено, и траектории на нем расходятся, т.е. выполнен основной критерий „странности” аттрактора, хотя, строго говоря, подобные притягивающие множества, в последнее время не принято относить к странным аттракторам.

Явления проявлялись уже для небольшой размерности – в четырехмерной модели экономик двух государств. Таким образом, искомое сочетание параметров было определено, и гипотеза о возможности хаоса в результате глобализации подтвердилась даже для простейшей модели.
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