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МНОЖЕСТВ  ЭТАЛОНОВ

МАШТАЛИР  В.П.

Рассматриваются вопросы распознавания на основе
сравнения регистрируемых данных с эталонной инфор-
мацией. Внимание акцентируется на подходах, умень-
шающих комбинаторную сложность задачи компара-
тивного распознавания. Сокращение числа переборов
достигается за счет прелиминарной кластеризации мно-
жеств эталонов, оптимизирующей быстродействие для
различных соотношений точностных характеристик.

В концептуальном плане привлекательность стра-
тификации признаковых пространств связана не
только с заметным повышением быстродействия
анализа иерархических группировок, но и с потен-
циально высокими возможностями учета адъювант-
ной информации. Эта информация уточняет про-
странственные, временные и прочие виды отноше-
ний первоначально используемых сведений в виде
специфических характеристических множеств или
функций принадлежности.

В общем виде все методы иерархической класте-
ризации представляются процедурами двух типов [1-
3]: объединения (слияния, группировки) и разбие-
ния (дробления, декомпозиции). Начиная с группи-
ровок единичной мощности, в первом случае продви-
жение снизу-вверх продуцирует последовательность
постепенно объединяемых кластеров. Процедуры
второго типа начинают с одного кластера, совпада-
ющего со всем множеством признаков, и образуют
последовательность пошагового расщепления клас-
теров сверху-вниз.

Хорошо исследованными и апробированными
являются методы иерархической кластеризации,
которые обычно определяеются аббревиатурой SAHN
(Sequential, Agglomerative, Hierarchical, Nonoverlapping)
[3] – последовательные, агломеративные, иерархи-
ческие, непересекающиеся. Суть алгоритмов данно-
го типа сводится к построению разбиения некоторого
множества признаков (образов) в виде последова-
тельностей вложенных подмножеств исходного мно-
жества на основе анализа матрицы расстояний.
Алгоритмы типа SAHN (их свойства определяются
видами используемых ультраметрик) направлены, в
первую очередь, на синтез описаний, отражающих
“организацию” обрабатываемых данных. Примене-
ние полученных описаний структур признаков для
информационного поиска есть не что иное, как
процедура деривации по минимуму стратового раз-
личия. При этом количество операций сравнения не
оптимизируется – всегда возможны случаи полного
перебора эталонов, т.е. использование SAHN-алго-
ритмов для повышения быстродействия компаратив-
ного распознавания – паллиатив (комбинаторная
сложность может лишь сокращать задачи, но это не
гарантируется).

Альтернативный подход, хотя это и не является
общепринятым, удобно называть -кластеризацией,
а полученные группировки – -кластерами, по-
скольку в качестве предпосылок синтеза алгоритмов
выступает группировка эталонов на основе заданно-
го уровня различия. Методы -кластеризации на-
правлены, в первую очередь, на минимизацию числа
операций сравнения и при заданной точности распоз-
навания и фиксированном множестве эталонов га-
рантируют его непревышение в случаях предъявле-
ния любого представителя заданного класса сигна-
лов. На практике число операций может оказаться
существенно меньше гарантированного в силу того,
что получаемые кластеры имеют различную мощ-
ность. Однако наличие оценки максимально воз-
можного числа операций компаративного распозна-
вания является принципиальным фактором созда-
ния программно-аппаратных систем с ограничением
на время принятия решений. Объясняется это тем,
что при проектировании систем конкретизируется
объем необходимых ресурсов, а высвобожденное
время может использоваться, в частности, для повы-
шения толерантности (в широком смысле) путем
анализа элементов, потенциально относящихся к
нескольким кластерам.

Группировка объектов или признаков в компара-
тивном распознавании, имманентном корреляцион-
но-экстремальным системам, имеет ряд принципи-
альных отличий от традиционных подходов к клас-
теризации. Во-первых, ценой компромисса между
надежностью и быстродействием определяются ра-
циональные объемы анализируемой на этапе распоз-
навания эталонной информации. Во-вторых, гипо-
теза “компактности”, когда агломерации составляют
“похожие” и только “похожие” в смысле тематичес-
кой интерпретации объекты, концептуально не иг-
рает существенной роли, а цель процедуры распозна-
вания меняется: отнесение регистрируемых данных
к кластеру и его идентификация часто теряют орто-
доксальный смысл, так как требуется находить лишь
некоторые характеристики (например, координаты)
“ближайшего” в заданной метрике объекта. В-треть-
их, специфика регистрации текущего сигнала и,
прежде всего, показатели ее точности, как правило,
априорно задают погрешность  , влияющую на
кластеризацию опорных данных. Именно величина
этой погрешности, а также требуемые параметры
точности создают предпосылки для оптимизации
быстродействия.

Ясно, что вопрос о существовании кластеров
вообще и -кластеров в частности связан с относи-
тельным расположением эталонов в рамках выбран-
ной меры их различия. Назовем метрическое про-

странство признаков  p0   равномерной конфи-

гурацией, если оно изометрично пересечению

  p
p21 Ve,...,e,e   решетчатой структуры

    p,1i,:e...eee,...,e,e ipp2211p21 

( p21 e,...,e,e  – некоторый базис) и ортогонального

компакта      ...b,ab,aV 2211
p   pp b,a . На рис.1

приведен пример конфигурации эталонов на плоско-
сти, для которой -кластеров мощности, больше чем
1, не существует.
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Будем говорить, что метрическое пространство

p  –  -псевдоравномерная конфигурация,

если она может быть получена трансляцией каждой
точки конфигурации на величину, не превышаю-

щую  iemax , где   обозначает норму. Другими

словами,  – относительная погрешность псевдорав-
номерных конфигураций. Тогда поиск многознач-
ных отображений вида

 /: ,

факторизующих множество признаков на -псевдо-
равномерные конфигурации, есть  общая постановка
задачи кластеризации. Конкретизируем теперь зада-
чу -кластеризации применительно к распознава-
нию на основе сравнения с эталонами.

Пусть     – множество всех непустых подмно-

жеств априорно заданных эталонных признаков

  p
i

m
1ii ,   . На множестве эталонов введем в

рассмотрение точечно-множественное отображение

  : , индуцирующее его разбиение на

непересекающиеся подмножества     
  , эле-

менты которых отличаются в выбранной метрике

не более, чем на :

   ;               (1)

  

θ
 ;                  (2)

   

     



  

 






.,,

,
:,


 (3)

Многозначное отображение   , удовлетворяю-

щее условиям (1) – (3), вообще говоря, формализует
все процедуры -кластеризации, среди которых
должны выбираться оптимальные, в частности, по
вычислительной сложности. Суть компаративного
распознавания, таким образом, это поиск эталона,
соответствующего регистрируемым данным q, т.е.

  
 



,qmin .

При использовании методов -кластеризации в
задаче распознавания могут возникать ошибки двух
типов: межкластерные (ошибки выбора кластеров на
некоторой страте) и внутрикластерные (ошибки
выбора представителя кластера). Эти два вида оши-
бок связаны между собой таким образом, что ошибка
первого типа автоматически влечет за собой ошибку

второго типа. Ясно, что существует отличная от нуля
вероятность того, что из-за пошагового огрубления,
являющегося следствием иерархического представ-
ления информации, будет выбрано неверное направ-
ление компаративного распознавания. Вместе с тем
иерархический подход гарантирует, по крайней мере,
неувеличение стартовой межкластерной ошибки при
одновременном уменьшении на каждом уровне иерар-
хии внутрикластерных ошибок. Таким образом,
решающее значение имеет выбор величины  при
заданных конфигурациях эталонов.

Для повышения надежности распознавания целе-
сообразно использовать достаточно малые значения
, что в целом увеличивает число операций сравне-
ния, тогда как сокращение их количества требует
оптимизации кластеров, безусловно определяемого

некоторым ростом . При  0  задача сводится к

полному перебору, но и при    d  (d – диаметр

множества ) число операций сравнения также

стремится к  card . Конфликт между двумя крите-

риями: комбинаторной сложностью компаративного
распознавания и его надежностью должен устранять-
ся для каждой конфигурации эталонов на этапе
кластеризации. В любом случае для некоторого
фиксированного стартового состояния необходимо
обеспечивать глобальную оптимизацию компара-
тивного распознавания.

Пусть  задает точность кластеризации, а  –
требуемую точность компаративного распознавания.
Выделим два случая:

1)   – в качестве результата распознавания
можно использовать любой представитель -класте-
ра, ближайшего к вектору q, т.е. минимальное число
операций сравнения определяется количеством кла-
стеров (задача грубой -кластеризации); иначе, не-
обходимо обеспечить [4-6]

   






cardmin ;

2)   – результатом распознавания будет эле-
мент более точного дробления кластеров, т.е. при
однократном дроблении кластеров (тонкая -клас-
теризация) надо добиться [7,8]

       











cardmaxcardmin
,

а при многократном (задача иерархической -клас-
теризации) [9,10]:

  
 


-




-








1k

1j 1j
~j )

~
cardmax([min

  ,]
~

cardmax 1k  
-

где k  – количество уровней иерархии, а компози-
ционное произведение, определяющее требуемое
точечно-множественное отображение, задается соот-
ношениями

  
-




-


 

1k

1j
1jj

~~
,    0

~
.

Рис

Рис.1. Равномерная конфигурация эталонов
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В общем виде иерархия   
 k...,,2,1ii 

   – это

подмножества    , удовлетворяющие услови-

ям (1) – (3) (иначе,     
  ), для которых

справедлива импликация

  :,,ji,k...,,2,1j,i ji
 

















.

;
:

ij

ji
ji             (4)

Здесь  



  ij
iJj

i  , iJ  – множества, индексирующие

кластеры на  -i й страте. Тем самым компаративное
распознавание сводится к поиску

...(minarg,q(minarg,q(minarg

2k1k1kkk



-


-


-



))...))),q(minarg,q(... j1

1






.        (5)

Заметим, что последовательная процедура (5)
применима при иерархической -кластеризации.
При тонкой кластеризации используется частный
случай: поиск кластера и перебор принадлежащих
ему эталонов:

)),q(minarg,q(minarg j1

11





 ,

а при грубой ищется лишь ближайший кластер:

).,q(minarg j1

1







Из вида процедур (5) непосредственно следует,
что основа компаративного распознавания – опреде-
ление расстояния от регистрируемых данных до -
кластеров. Это расстояние можно искать различны-
ми путями: до аппроксимаций кластеров в форме
гиперсфер или гиперэллипсоидов, до их геометри-
ческих центров или центров тяжести, до любого
представителя -кластера или комбинаций различ-
ных характеристик результатов группировки этало-
нов. Ясно, что детерминантами рационального выбо-
ра способа поиска кластера, содержащего требуемый
эталон, являются конфигурация признаков и их
прикладная интерпретация. Анализ этих детерми-
нант (“компактности” -кластеров, их “удаленнос-
ти” друг от друга, структурного сходства, “равномер-
ности” мощностей в первом случае и необходимости,
достаточности, важности, достоверности признаков,
трактовки вида “близости” – во втором) создает
предпосылки для построения алгоритмов компара-
тивного распознавания.

Обозначим через  pB  единичный шар в 
p , тогда

расстояние от точки q до кластера   i
 имеет вид

     p
ii Bq:0min,q  ,  (6)

где “” – сумма Минковского. Быстродействующая
реализация (6) может приводить к возникновению
ошибок первого рода, т.е. к неправильному выбору
-кластера при очередном шаге деривации (5). Кон-
кретизация параметров аппроксимаций, до которых

определяется расстояние, должна учитывать “каче-
ство” кластеризации, оценка которого представляет
весьма сложную задачу [3,13].

Для оценки удаленности полученных группиро-
вок друг от друга введем расстояние между двумя -
кластерами одного уровня иерархии:

   ,B:0min, p
iniminim  

p
imin B 

и среднее расстояние между кластерами на одной
страте:

    M,
1-M

1m

M

1mn
inimi









  

 


,

где    icardM ,    21MMM - .

Важное значение имеет и показатель рассеивания
межкластерных расстояний:

        1-M,
1-M

1m

M

1mn

2

inimii









-  

 


 .

Ясно, что чем больше значения     inim , ,   i

и меньше     i , тем менее вероятен неправильный

выбор кластера.
На некоторых уровнях (в частности, если рассто-

яния определяются до границ кластеров и являются
практически одинаковыми) следует учитывать диа-

метры    ijd -кластеров ( d ):

     ij
p

ijij ,B:0mind .

Межуровневые расстояния

     







 - j)1i(

ij)1i(

i1ii dmaxd,~

предоставляют возможность оценивать допустимые
погрешности при вычислении расстояний до регис-
трируемых данных.

Совершенно аналогично вводится и ряд других
характеристик при определении расстояния до цен-
тров тяжести кластеров, их отдельных представите-
лей и т.д.

По сравнению с гиперсферами в качестве более
адекватного (но более сложного в вычислительном
аспекте) представления -кластеров можно исполь-
зовать описанные вокруг них гиперэллипсоиды,
которые строятся на базе метода главных осей [11].
Применительно к компаративному распознаванию
суть его заключается в следующем.

Пусть точка   0
p

0
2

0
10 ,...,,   – центр тяжести

-кластера, а   – произвольная ось, проходящая
через него. Для поиска первой главной оси необхо-
димо найти максимум среднеквадратичного откло-
нения в некотором направлении; для поиска второй
– повторить процедуру в гиперплоскости, проходя-

щей через точку   0
p

0
2

0
10 ,...,,   и перпендику-

лярной к найденной оси, и т.д. Среднеквадратичес-
кое  отклонение  произвольной  точки

 p21 ,...,,   вдоль выбранной оси определяется

формулой
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  - 


 cosd
p

1i

20
ii ,

где   – угол между вектором  0-  и осью  .

Другими словами, ищется максимум по всем точкам

-кластера и осям . На рис. 2 приведена геометри-

ческая интерпретация построения в  3 .

Зафиксируем -кластер    p
i

m
1iij ,  

 θθ и

введем обозначения: для вектора признаков –

 p
i

2
i

1
ii ,...,,θθ θθ , а для его центра тяжести –

 p
0

2
0

1
00 ,...,, θθθθ  . Тогда, принимая во внимание,

что

 

m

m

1k

j
k

j



θ

θo
, 

 

m

m

1k

2j
0

j
k

j




-



θθ
, p,1j 

и   

   

m

m

1k

2l
0

l
k

2j
0

j
k

jl




--



θθθθ

,  p,1l,j  ,

получаем симметрическую  pp   матрицу   jlhH , где

ljjljlh  . В силу ее симметричности характе-

ристический полином   H-Edet   имеетp действи-

тельных корней:  0.... p21  . Главные оси

задаются направлениями собственных векторов

 p
j

2
j

1
jj ,....,,  :

  jjjH  ,

а собственные числа определяют полуоси искомого
гиперэллипсоида.

Рассмотрим теперь процедуру отыскания рассто-

яния от произвольной точки   p21 q,...,q,qq   до -

кластера   j
. Выполнив изометрическое преобразо-

вание перехода к базису из собственных векторов

qq  , где





























p
p

p
2

p
1

2
p

2
2

2
1

1
p

1
2

1
1

...

............

...

...

,

получим, что описание кластера -кластера   j

имеет вид

1
x

...
xx

2
p

2
p

2
2

2
2

2
1

2
1 








.

Поскольку вектор нормали   p21 n,...,n,nn   в

точке   0
p

0
2

0
1 x,...,x,xA   пересечения с гиперэллип-

соидом равен

2
k

k

2
p

2
p

2
2

2
2

2
1

2
1

k
k

x2
1

x
...

xx

x
n

















-










 ,  p,1k  ,

приходим к системе p уравнений


























-




-




-

.1
x

...
xx

;
x

qx
...

x

qx

x

qx

2
p

2
0
p

2
2

2
0
2

2
1

2
0
1

2
p

0
p

p
0
p

2
2

0
2

2
0
2

2
1

0
1

1
0
1

       (7)

Таким образом, искомое расстояние от регистри-

руемого вектора признаков   p21 q,...,q,qq   до -

кластера   j
, представленного гиперэллипсоидом,

определяется выражением

      21j A,q,A,qmin,q  
,

где  21 A,A  – решения системы (7).

Конкретизируем теперь виды метрик, которые
целесообразно использовать для различных типов
данных компаративного распознавания.

Не детализируя генезиса признаковых пространств,
можно утверждать, что применительно к компара-
тивному распознаванию достаточно учитывать три
доминирующие характеристики (или их комбина-
ции): собственно значения признаков, их наличие у
сравниваемых объектов и, наконец, различные виды
упорядочивания, отражающие пространственно-вре-
менную, причинно-следственную или иную взаимо-

Рис.2. Интерпретация описания -кластера
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связь. Именно поэтому следует выделить три подхо-
да к определению различия между признаками.
Получаемые метрики можно условно называть коли-
чественными, качественными и структурными.

Пусть множество    p
i

n
1ii ,    задает n

эталонов в виде p-мерных признаков. Меру (индекс,

коэффициент) различия при использовании количе-
ственных значений признаков чаще всего следует
задавать метрикой Минковского:

 s1p

1j

s
rjqjrq ),( 








- 


,

где  qj  и  rj  – измеряемые величины q -го и r -го

наборов признаков, а значение s  конкретизирует

используемую метрику (при  2s   она становится

евклидовой, при  1s   – известной в теории распоз-
навания как “метрика городских кварталов” или
Манхэттенская [1,3]).

Реже, но со значимым правом на самостоятельное
существование в задачах классификации, можно
использовать Чебышевское расстояние

rjqj
j

rq max),( -

и метрику в смысле Камберра:


 

-


p

1j rjqj

rjqj
rq ),( .

Для проверки наличия, как правило, качествен-
ных или квантизируемых признаков синтезируются
меры различия, базируемые на тривиальной метрике
или бинарных расстояниях типа метрики Хэмминга
(в том числе и при использовании аппарата теории
нечетких множеств) [12]. Так, если для наборов

признаков  q  ввести обобщенный характеристичес-

кий вектор  p :



 


,случаем в противно,0

;если,1 jqj
j

где  p,1j  , j  – порог, фиксирующий включение в

рассмотрение j-го признака, можно легко опреде-

лить детерминанты сравнения:

1  – принадлежность двум наборам признаков

q и r  одних и тех же компонентов:





p

1j
rjqj1 ;

2  – число случаев, когда векторы  q и  r  не

обладают одинаковыми характеристиками:

   


--
p

1j
rjqj2 11 ;

3  – множество ситуаций, в которых набор  q

не имеет признаков, присущих  r :

 


-
p

1j
rjqj3 1 ;

4  – множество случаев, когда вектор  r  не

имеет признаков, свойственных  q :

 


-
p

1j
rjqj4 1 .

Нетрудно заметить, что при генерировании фун-

кций различия убывание по параметру  1 , возрас-

тание по  2  и симметрия по  3  и  4 , а также

выполнение аксиомы тождества, свойства рефлек-
сивности и неравенства треугольника обеспечивают
синтез метрик, позволяющих проводить анализ со-
впадения признаков. Заметим, что поскольку для
двух идентичных характеристических векторов

,p 12 -   043  , а для двух противополож-

ных  3421 p,0 - , примерами меры разли-

чия признаков могут служить функции [2]:

,1),(
4321

4321
rq



-
-

   
.1),(

4131

1
rq




-

В случаях задания наборов признаков в виде
кортежей или списков, т.е. при необходимости рас-
познавания свойств последовательностей с учетом
сведений о логических аспектах изучаемых объектов,
явлений или процессов структурно-лингвистичес-
кими методами часто используется расстояние по
Кендалу [2]:

 
 





-

-
ts

r
st

q
strq

1pp

2
1, ,

где заданный алфавит является упорядоченным (реже
частично упорядоченным) множеством с отношением
порядка “ ”, задающим коэффициенты сравнения:










-





,ипри0

;при1

;при1

qsqtqtqs

qtqs

qsqt
q
st







где  ts  .
Необходимо подчеркнуть, что метрика Кендала

ориентируется лишь на “однотипность” упорядочива-
ния признаков. Более тонкие меры различия списков,
учитывающие их структуру, можно получать с ис-
пользованием трансформаций одного списка в другой
[13,14]. Простейшим и в то же время достаточным
набором операций преобразований являются:

 rsqs,   – подстановка символа  qs  вместо  rs ;

 qs,    – создание вместо пустого символа

  нового символа  qs ;

 
 ,qs  – уничтожение символа  qs .

Имея “цену” каждой операции   c , расстояние

между двумя списками можно определить как наи-
меньшую из возможных цен перехода от исходного
списка к конечному. В качестве базовых соотноше-
ний для вычисления различия списков выступает

шаговое преобразование  qs  к  rt  [12]:
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Необходимо отметить, что в общем случае учет
цены такого “локального” перехода достаточно сло-
жен вследствие потенциальной поливариантности
цепочек преобразований различной стоимости, обес-
печивающих свойство эквифинальности. Тем са-
мым, для вычисления расстояния, соответствующего
полной цене трансформаций, следует применять
процедуры типа динамического программирования,
удовлетворяющие требованию: каждое решение,
принимаемое на некотором шаге преобразований,
должно обеспечивать суммарную оптимальность на
всех последующих этапах.

В заключение следует подчеркнуть, что эффек-
тивность компаративного распознавания достигает-
ся за счет таких свойств -кластеризации, как:

– минимизация количества операций сравнения
на стадии распознавания при заданном значении
“сходства/различия”  и фиксированных множе-
ствах эталонов путем оптимального формирования
-кластеров;

– обеспечение устойчивости прелиминарной об-
работки опорных данных, т.е. независимости клас-
теризации от стартовых условий и выбора эталонов;

– синтез на основе точечно-множественных ото-
бражений теоретико-экспериментального инстру-
ментария, позволяющего анализировать информа-
ционные свойства признаковых пространств в аспек-
те необходимости, достаточности и полноты харак-
теристик эталонных множеств.
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УДК 519.3

ОСОБЕННОСТИ  ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ  ИНФОРМАЦИИ

О   -ОБЪЕКТЕ  ПРОСТРАНСТВА  R2

РОМАНОВА Т.Е., МАГДАЛИНА И.В.

Рассматривается способ представления исходной
информации о  - объекте, обладающем произвольной
пространственной формой в пространстве R2 на основе
алгебро-топологических свойств компонент линейной
связности границы  - объекта.

При создании интеллектуальных систем решения
оптимизационных задач геометрического проектиро-
вания [1] возникает необходимость построить единую
вычислительную основу представления информации

о математических моделях объектов реального мира.
В этом случае формальная модель описания инфор-
мации должна быть однозначной, конструктивной,
полной, не избыточно-информативной, компактной
и удобной для вычислительных процессов.

В рассматриваемом классе задач в качестве мате-
матических моделей материальных объектов выби-
раются  - объекты [2] – непустые канонически

замкнутые (канонически открытые) [3] точечные
множества арифметического евклидова пространства
R2, гомотопический тип [4] внутренности и замыка-
ния которого совпадают.

На рис.1, а приведено двусвязное канонически
открытое множество T=int*T=intclT, гомотопичес-
кий тип внутренности и замыкания которого –
топологическая окружность; на рис.1,б изображено
четырехсвязное канонически замкнутое множество
T=cl*T=clintT, внутренность и замыкание которого
гомотопически эквивалентны “букету” трех тополо-


