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Проведено аналіз існуючих методів нейромере-

жного розв’язання задачі маршрутизації з вико-

ристанням нейронних мереж Хопфілда. Запро-

понована функція Ляпунова для розв’язання 

задачі маршрутизації з врахуванням пропускної 

здатності каналів зв'язків та кількості каналів 

зв'язку, задіяних у маршруті. 

 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

An analysis of existing methods of solving the 

problem of neural network routing using Hopfield 

neural networks. Lyapunov function is proposed to 

solve the routing problem with the capacity of 

communication channels and the number of chan-

nels involved in the route. 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

Проведен анализ существующих методов 

нейросетевого решения задачи маршрутизации 

с использованием нейронных сетей Хопфилда. 

Предложена функция Ляпунова для решения 

задачи маршрутизации с учетом пропускной 

способности каналов связей и количества ка-

налов связи, задействованных в маршруте.  

 

Введение 

На сегодняшний день можно наблюдать бурное развитие и усложнение теле-

коммуникационных систем (ТКС) и технологий. Это обусловлено стремлением к по-

вышению качества обслуживания (QoS, Quality of Service) со стороны операторов и 

провайдеров, а также роста требований к скорости и качеству обмена информацией 

со стороны потребителей услуг связи, что, в свою очередь, обусловливает актуаль-

ность решения задач по обеспечению эффективного использования сетевых ресур-

сов. Одной из ключевых задач обеспечения эффективного использования сетевых 

ресурсов является маршрутизация. При этом математической основой решения за-

дач маршрутизации сетевого трафика в существующих протоколах (RIP, EIGRP, 

OSPF, IS-IS, BGP и пр.) выступает модель поиска «кратчайшего» пути на графе *1+. В 

некоторых работах также предложен ряд эвристических решений в области управ-

ления сетевыми ресурсами ТКС, общим недостатком которых является невысокое 

качество получаемых решений, что вызывает затруднения при их реализации в про-

токолах управления реального времени, а также необоснованность использования 

канальных и буферных ресурсов *2+.  

Выходом из сложившейся ситуации является использование новых подходов к 

решению задач управления ресурсами ТКС и задач маршрутизации в частности. 

Например, существующие протоколы (RIP, OSPF, EIGRP, IS-IS, PNNI) обеспечивают 

периодический или апериодический (по требованию) перерасчет управляющих воз-
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действий (маршрутных таблиц, порядка использования канальных и буферных ресур-

сов) в соответствии с текущим изменением состояния ТКС. Как правило, при реали-

зации данных протоколов учитывается незначительное число параметров системы, 

значения которых устанавливаются административно, либо задаются путем статисти-

ческого усреднения результатов измерений. Однако при этом необходимо учитывать, 

что ТКС – это сложная динамическая многопараметрическая и слабодетерминиро-

ванная система, допускающая возможность реализации различных стратегий управ-

ления и способов управления. Поэтому достичь необходимого уровня адекватности 

математического описания ТКС в ходе обеспечения оптимального управления ее ре-

сурсами возможно лишь в рамках моделей, учитывающих особенности динамическо-

го функционирования системы. В данной работе с целью повышения адекватности 

математического описания ТКС предлагается рассмотреть возможность использова-

ния для решения задачи маршрутизации нейронной сети Хопфилда.  

В общем случае при решении задачи маршрутизации (определения кратчай-

шего пути) рассматривается граф G : 

 G V L, ,                                                             (1) 

где V  – множество вершин графа, количество которых равно N , причем каждая 

вершина моделирует собой узел (маршрутизатор) ТКС; L  – множество дуг графа, 

каждая дуга моделирует связь между узлами. Количество дуг графа равно М. 

Каждой дуге графа присваивается определенный вес, который может соответ-

ствовать какой-либо метрике, например, пропускной способности канала (условно 

назовем это стоимостью): 

ijC c 
 

,                                                              (2) 

где ijc  – «стоимость» передачи пакетов между узлами i  и j . При этом будем считать, 

что ij jic c . 

Под путем P  из узла s  в узел d  через вершины графа in i N, , 1  будем пони-

мать упорядоченное множество: 

sdP s n n d{ , , , ..., } 1 2 .                                                   (3) 

Тогда для нахождения кратчайшего пути по критерию C  необходимо опреде-

лить минимум следующего выражения: 

N N

ij ij
i j

c vmin
 

 
  
 

1 1

,                                                     (4) 

где ijv  – доля интенсивности поступающего в ТКС потока, протекающего между уз-

лами i  и j . 

При этом должно выполняться правило сохранения потока в узле ТКС, что 

можно записать в следующем виде: 
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N N

ij ji i
j j
j i j i

v v 
 
 

  
1 1

,                                                      (5) 

при этом ijv { , } 0 1 ,  

i

если i s

если i d

во всех иныхслучаях

, ,

, ,

, .



 


  



1

1

0

                                           (6) 

Рассмотрим существующие подходы к решению данной задачи. 

І. Анализ известных решений 

Полиномиально-алгоритмическое решение задачи нахождения кратчайшего 

пути было получено и описано в работе *3+. На базе этих методов происходит разви-

тие современных полиномиально-алгоритмических методов оптимизации. 

Одним из подходов к решению задачи маршрутизации является использова-

ние нейронных сетей. Одной из первых работ по решению задачи маршрутизации 

является работа Хопфилда *4, 11-14+. В работе *5+ рассматривается подход к решению 

оптимизационных задач на примере решения задачи коммивояжера. Решение дан-

ной задачи было предложено  проводить с использованием нейронной сети с обрат-

ными связями, называемой в дальнейшем нейронной сетью Хопфилда *5+. Основным 

результатом, предложенным в работах [6-10], является использование функции Ля-

пунова в качестве решающей функции оптимизационной задачи. Однако представ-

ленная в них функция 

 
  

        xi xj xi yi xi xy xi y i y i
x i j i i x y x x i x i y x

μμ μ μ
E v v v v v N с v v v, ,( ) ( )231 2 4

1 12 2 2 2
, (7) 

где lμ  ( 41,l ) – весовые коэффициенты, позволяла находить замкнутый путь на 

графе, длина которого гарантировано близка или равна минимальному пути.  

Таким образом, использование выражения (7) не позволяет решить задачу 

маршрутизации в общем виде.  

Следующий шаг к решению задачи маршрутизации был сделан в работе *4+. 

Авторы предложили следующий вид функции Ляпунова: 




       

 
     

 
  
N N N N N N N N

ik ij jk ik jk ij
k i j k i j i j

A B C
E v c v v v v N

2
1

1
1 1 1 1 1 1 1 12 2 2

,                   (8) 

где A B C, ,  – также некоторые весовые коэффициенты. 

Использование данной функции позволяет найти маршруты на произвольном 

графе и между произвольными узлами s  и d , но она имела один существенный не-

достаток: для нахождения пути требовалось точно знать, какое количество узлов бу-

дет задействовано в формировании пути, что накладывало существенные ограниче-

ния на область применения данного подхода. 
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Усовершенствование функции Ляпунова, представленной в работе *4+, было 

предложено в работе *5+, где ее авторы предложили следующую оптимизационную 

функцию: 

   
N N N N N N N N N

ij ij ij ij ij ji ij ij ds
j j j j ji i i i

j j j j j

μ μμ μ μ
E c v γ v v v v v v

       

    

 
 

           
 
 
 

     

2

3 51 2 4

1 1 1 1 11 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1
2 2 2 2 2

.(9) 

Это была, по сути, первая функция Ляпунова, которая находила решение за-

дачи нахождения кратчайшего пути из узлами s  в узел d  и была нечувствительна к 

изменению топологии ТКС и к динамическому изменению весов ijc . Однако при ре-

ализации данной функции оказалось, что с ростом числа узлов в ТКС сеть склонна 

находить пути неоптимальной длины, а также циклические пути (петли).  

Для преодоления приведенных трудностей в работе *6+ предложена следую-

щая функция Ляпунова:  

N N N N N N N

PC ij ij ij ij ij ji i
j j j ji i i

j j j j

μμ μ
E c v γ v v v φ

     

   

 
 

        
 
 
 

    

2

31 2

1 1 1 11 1 1

1 1 1 1

2 2 2
 

 
N N N N

ij ij ij ji
j ji i

j j

μμ
v v v v

  

 

     54

1 11 1

1 1

1
2 2

.                                         (10) 

Данная функция позволяет избежать петель при нахождении пути и обеспе-

чивает более быструю сходимость к оптимальному решению, которое соответствует 

маршруту минимальной длины. Однако для более быстрой сходимости в работе *7+ 

предложена усовершенствованная функция Ляпунова: 

    

   

      
      

            
      

   
         

   
N N N N N N

AR PC ik ij ik ij
j k j ki i

j k i j j k i j

μ μ
E E v v v v

, ,

2 26 7

1 1 1 11 1

1 1

1 1
2 2

.            (11) 

Как видно (11) является развитием функции (10) за счет введения двух допол-

нительных слагаемых, которые и обеспечивали более быструю сходимость расчетной 

процедуры. 

Дальнейшее развитие идей маршрутизации с использованием нейронной се-

ти Хопфилда получено в работе *8+. Предложенная в данной статье функция Ляпу-

нова (энергии нейронной сети) имеет следующий вид: 
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 
N N N N N
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,             (12) 

где ij

если связь между узлами i и j учавствует в решении
v

в другом случае

, ;

, ,


 


1

0
 

ij

если связь между узлами i и j не существует
γ

в противном случае

, ;

, .


 


1

0
 

Использование функции (12) позволяет получить более высокую скорость схо-

димости решений для достаточно большого количества узлов в ТКС. 

В работе *9+ проведен анализ возможностей по использованию для решения 

задачи маршрутизации нейронных сетей, отличных от сетей Хопфилда *10+. Полу-

ченные при этом результаты свидетельствуют о том, что более приемлемыми для 

решения задач данного вида являются именно нейронные сети Хопфилда.  

Проведенный анализ позволяет сделать вывод о том, что исследования в дан-

ной области необходимо проводить в направлении поиска оптимизационных функ-

ций, которые позволят находить искомые решения за более короткое время (обеспе-

чивая быструю сходимость) и на большем количестве узлов, а также исследовать 

возможность использования нейронных сетей Хопфилда для решения задачи 

маршрутизации по нескольким метрикам. 

Таким образом, целью данной статьи является исследование возможностей по 

решению задачи маршрутизации с использованием нейронной сети Хопфилда, 

определение предельных размеров ТКС, для которых возможно эффективное полу-

чение решений, а также разработка функции Ляпунова для решения задачи марш-

рутизации по нескольким метрикам. 

ІІ. Разработка функции Ляпунова с заданными свойствами                       
для решения задачи маршрутизации с использованием нейронной             
сети Хопфилда 

При исследовании возможностей нейронных сетей для решения задачи 

маршрутизации *8+ было показано, что необходимо использовать нейронную сеть 

Хопфилда, структура которой приведена на рис. 1 *5+. 
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Рис. 1. Структура нейронной сети Хопфилда 

 

При исследовании искусственной нейронной сети (ИНС) будем использовать 

сигмоидальную активационную функцию следующего вида: 


 

 ij
ij k ij au
v g u

e
( )

1

1
,                                                       (13) 

где a  – коэффициент, определяющий крутизну активационной функции; iju  – веса 

связей нейронной сети. 

При малых значениях a  активационная функция имеет пологий склон, а при 

больших значениях a  активационная функция стремится к пороговой функции. 

Для проведения исследования возможностей ИНС Хопфилда при решении 

задачи нахождения пути наименьшей длины будут использоваться четыре структу-

ры ТКС с количеством узлов 5, 10, 15 и 20, представленные на рис. 2 – рис. 5. 

Для исследования воспользуемся формой функции Ляпунова (12), предло-

женной в работе [8]. Данная функция является усовершенствованным вариантом (11) 

и поэтому представляет интерес для дополнительных исследований и проверок. 

Эта нейронная сеть содержит N N  нейронов  ijV v , соответствующих ко-

личеству узлов в сети. Для более полного представления процесса поиска пути ми-

нимальной длины, необходимо понимать, какая роль отводится слагаемым функции 

(12) и весовым коэффициентам 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , которые находятся при составля-

ющих функции (13). 
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Рис. 2. ТКС с пятью узлами (полносвязная) 

 

 

 

 
 

Рис. 3. ТКС с десятью узлами 
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Рис. 4. ТКС с пятнадцатью узлами 

 

 
 

Рис. 5. ТКС с двадцатью узлами 
 

Коэффициент μ1  и соответствующая составляющая функции (12) влияют на 

скорость поиска минимальной стоимости передачи пакетов по маршруту из узла s  в 

узел d . Введение составляющей функции при коэффициенте μ2  обусловлено ис-

пользованием только существующих связей. Например, некоторые дуги в графе мо-

гут отсутствовать, поэтому соответствующий коэффициент ijc  будет равен бесконеч-

ности. В этом случае ijγ  будет равен 1. В свою очередь это приведет к увеличению 

функции (13), а это недопустимо при решении задачи минимизации. При решении 

задач маршрутизации это гарантирует исключение несуществующих путей за счет 

блокировки включения в маршрут несуществующих каналов (связей). 
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Слагаемое с коэффициентом 3  введено для обеспечения выполнения условия 

сохранения потока в узле в соответствии с условием (5). Слагаемое с коэффициентом 

4  вводилось для обеспечения выполнения условия ijv { , } 0 1 , не позволяя получить 

преимущество какому либо нейрону. Для реализации процесса поиска решения за-

дачи нахождения кратчайшего пути необходимо определить алгоритм изменения 

весов связей в нейронной сети. Для этого определим матрицу весов в сети  ijU u . В 

частном случае изменение весов связей в ИНС можно проводить, используя следу-

ющее выражение *2,3,5+: 

ij

ij
ij

u E
u

dt v

 
  


.                                                          (14) 

Это позволит, используя метод градиентного спуска, минимизировать функцию (13) и 

найти устойчивое состояние сети Хопфилда, что будет соответствовать кратчайшему 

пути между узлами s  и d . При исследовании возможности решения задачи поиска 

кратчайшего пути использовалась система MATLAB. При моделировании были заданы 

значения коэффициентов и переменных, приведенные в табл. 1 и 2. 
 

Таблица 1. Коэффициенты для решения задачи нахождения пути минимальной длины 
 

Параметр 1  2  3  4  5  а 

Значение 950 2500 1900 100 500 50 
 

Таблица 2. Результаты проведенных исследований 
 

Количество 

узлов в сети, N 
s d 

Оценка количества  

правильных решений, % 
Pmin  Pmax  

5 

1 5 97,2 0,51 1,68 

2 3 100 0,11 1,28 

3 5 84,2 0,79 1,60 

5 4 99,9 0,33 1,59 

4 2 88,9 0,61 1,77 

10 

1 10 3 0,47 1,68 

2 7 10 0,34 1,59 

5 3 99 0,34 1,79 

3 9 87 0,37 1,63 

6 4 92 0,22 1,59 

15 

1 15 90 1,77 2,14 

6 12 87 2,32 3,22 

14 6 93 3,18 3,85 

7 12 92 1,87 3,73 

4 6 90 2,77 3,14 

20 

1 20 87 3,32 4,22 

5 17 93 3,18 4,85 

18 3 92 2,87 5,73 

17 4 93 3,18 7,85 

4 11 92 3,87 6,73 
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Некоторые результаты, полученные при проведении исследования, отражены 

на рис. 6 и 7, где представлены данные о полученных маршрутах, их длине и про-

центной доле таких путей в общем множестве рассчитанных маршрутов при реали-

зации всех опытов. 
 

 

Рис. 6. Пример распределения результатов решения задачи поиска кратчайшего пути для 

ТКС, состоящей из 5 узлов 

 

Рис. 7. Пример распределения результатов решения задачи поиска кратчайшего пути для 

ТКС, состоящей из 10 узлов 
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В дальнейшем было предложено регулировать число дуг, которые входят в 

маршрут. При этом была поставлена задача по разработке энергетической функции, 

которая минимизировала бы и суммарную «стоимость» маршрута из узла s  в узел 

d , и количество дуг, из которых состоит маршрут. В результате проведенных иссле-

дований была предложена следующая функция энергии, в основе которой лежит 

выражение (12): 

N N

PKH ij ij
ji

j

μ
E E v h





  6

11

1

2
,                                                (14) 

где ijh  – элемент матрицы штрафов (H ) за использование дуги из узла i  в узел j , 

при этом 

ij

ij

ij ij

если i j или c

h

h если с

, ;

, .

  


 
  


0 0

0 0

   

 

 

В отличие от функции (12) в выражении (14) введен новый член с коэффици-

ентом 6 , использование которого в конечном результате обеспечивает минимиза-

цию количества дуг в получаемом решении. Количество дуг уменьшается при ми-

нимизации функции (14) за счет учета функций штрафа за каждую дополнительно 

использованную дугу. Кроме того, при использовании функции (14) необходимо 

определить значение коэффициента 6 , что влияет на скорость сходимости ИНС и 

качество вырабатываемого решения. 

При проведении исследований для примера использовалась структура ТКС, 

представленная на рис. 8. 
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Рис. 8. Структура ТКС для исследования предложенной функции оптимизации 
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В результате проведенных исследований были получены следующие результа-

ты, представленные на рис. 9 – 12. 

 

 

 
Рис. 9. Результаты решения задачи маршрутизации при использовании (14) для 6 =500 

 

 
Рис. 10. Результаты решения задачи маршрутизации при использовании (14) для 6 =1000 

 

 
Рис. 11. Результаты решения задачи маршрутизации при использовании (14) для 6 =250 
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Анализ полученных результатов позволил сделать вывод о том, что коэффи-

циенту 6  необходимо принимать значение 250, так как при этом сохраняется высо-

кая скорость сходимости и обеспечивается высокое качество решения задачи поиска 

маршрута минимальной «стоимости» и с наименьшим количеством дуг. 

Так в случае, если для оптимизации используется выражение (12), то получа-

ем результат, представленный на рис. 12. 

 
 

Рис. 12. Результаты решения задачи маршрутизации при использовании выражения (12) без 

регулирования числа используемых дуг 
 

Из рис. 12 видно, что полученные решения могут содержать решения из четы-

рех пяти и шести дуг, а при использовании выражения (14) решения содержат толь-

ко маршруты из четырех и пяти дуг (рис. 11). При этом ИНС в ходе поиска маршру-

тов стремится находить больше решений, которые содержат пути меньшей длины с 

меньшим количеством дуг (рис. 11). Это позволяет утверждать, что предложенный 

вид функции (14) позволяет решать задачу маршрутизации с нахождением пути 

минимальной стоимости и с использованием минимального количества дуг . 

Выводы 

В статье проведен анализ существующих методов решения задачи маршрути-

зации с использованием нейронных сетей Хопфилда. Полученные данные позволяют 

утверждать, что на сегодняшний день завершился первичный этап накопления зна-

ний и опыта по разработке нейросетевого метода решения задачи маршрутизации. 

Поэтому решение задачи маршрутизации с использованием нейронной сети Хоп-

филда требует поиска и исследования таких функций энергии сети, которые обеспе-

чивали бы быструю сходимость и высокое качество решения задачи маршрутизации. 
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В работе представлен результат проведенного исследования по разработке 

функции Ляпунова для нейронной сети Хопфилда, которая обеспечивает быструю 

сходимость нейронной сети к требуемым решениям, а также позволяет уменьшить 

количество ребер в вырабатываемом маршруте. Полученный результат позволяет 

утверждать, что использование нейросетевого подхода к решению задачи маршру-

тизации позволяет находить решения при решении задачи маршрутизации как по 

одной, так и по нескольким метрикам. В статье показана возможность решения дан-

ной задачи с использованием двух метрик. При этом не требуется полный перебор 

вариантов решения, а время решения задачи с одной и двумя метриками не отлича-

ется и составляет 0,0064  0,002 секунды, что позволяет использовать данный подход 

в реальных устройствах маршрутизации. 

Возможными направлениями дальнейших исследований могут быть отыска-

ния методов конструирования функций Ляпунова для задач маршрутизации с за-

данными свойствами. Также перспективным является внедрение нейросетевых мето-

дов решения таких задач, как балансировка буферных и канальных ресурсов *11+, 

решение задачи многопутевой маршрутизации *12+, а также задач маршрутизации 

со многими метриками как линейными, так и нелинейными. Решение задачи 

нахождения метода конструирования функции Ляпунова для решения оптимизаци-

онных задач с использованием в нейронных сетях Хопфилда позволит найти широ-

кое применение данных нейронных сетей во многих областях научных исследований. 
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