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Введение

Бинарные отношения или предикаты, которые 
изучаются в данной работе,  в некоторых ситуа-
циях задаются не на декартовом квадрате како-
го-либо множества, а на его части. Ограничения, 
возникающие при этом диктуются физическими 
условиями и характером исследуемого объекта. В 
случае сенсорных систем, в частности при изуче-
нии органа зрения человека, входной сигнал – это 
функция яркости в зависимости от длины волны, 
т.е. с положительными значениями. Естественно 
это множество не все, а часть линейного простран-
ства.

Очень часто множество входных сигналов ис-
следуемого объекта представляет собой некоторую 
алгебраическую структуру [1, 2]. Объясняется это 
тем, что, как правило, между элементами этого 
множества существуют определенные связи, кото-
рые можно интерпретировать как алгебраические 
операции. Как уже говорилось выше, правильное 
распознавание соответствующей структуры во 
многом определяет адекватность математической 
модели в целом. В рамках компараторной иден-
тификации это распознавание должно вестись на 
языке экспериментально проверяемых свойств от-
ношений или предикатов. Не останавливаясь на 
экспериментальной части, что выходит за рамки 
данной статьи, дадим теоретическое решение дан-
ной задачи для такой алгебраической структуры, 
как линейное пространство над некоторым полем. 
Подобная структура широко распространена на 
практике. Областью определения операторов, ко-
торые исследуются в данной работе, является ли-
нейное пространство. 

1. Постановка задачи

Во многих практических задачах, решение ко-
торых связано с применением компараторной 
идентификации возникает ситуация, когда множе-
ство входных сигналов не является линейным или 

гильбертовым пространством, а составляет какую-
либо его часть или подмножество. Исследование, 
проведенные в работах [3–6], показывают, что 
наибольший интерес представляют три следующих 
варианта множества входных сигналов: конус K  
линейного пространства, выпуклое тело V  и мно-
жество с непустой внутренностью Ω . Цель этой 
работы – изучить возможность компараторной 
идентификации линейных операторов на конусе 
линейного пространства.

В дальнейшем будем считать, что заданы пре-
дикаты на подмножествах линейного нормирован-
ного пространства L  над полем действительных 
чисел R.

Сначала рассмотрим случай положительного 
конуса K  и на его примере поговорим об особен-
ностях, которые здесь возникают (они характерны 
и для других вариантов).

2. Линейные предикаты на конусе линейного 
пространства

Пусть предикат E x y( , )  задан на декартовом 
квадрате положительного конуса K ⊂< >L R, .  
Необходимо найти характеристические свойства, 
обеспечивающие его представимость в линейном 
виде. На первый взгляд может показаться, что это 
задача полностью совпадает с той, которая реша-
лась в полном пространстве. Однако это не так. 
Сужение области определения предиката E x y( , )  
приводит к ряду принципиальных отличий, кото-
рые не позволяют автоматически перенести усло-
вие полного линейного пространства. Сейчас мы 
это покажем.

Рассмотрим свойство n -мерности. Оно гласит 
следующее: существует набор векторов { }e Li i

n
= =1  

(в данном случае нам придется формулировать 
принадлежащий K ), такой, что для любого x K∈  
найдется единственный набор чисел { ( )} ,αi i

nx =1  для 
которого
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E x x ei i
i
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( , ( ) ) .α =
=
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Однако здесь сразу возникает замечание, ко-
торого не было ранее. Необходимо как-то регла-
ментировать этот набор чисел с тем, чтобы обеспе-
чить принадлежность к положительному конусу 

K  линейной комбинацией αi i
i

n

x e( ) .
=
∑

1

 Это мож-

но сделать, добавив, скажем, условие, что числа 
{ ( ) }αi i

nx > =0 1  (последнее влечет за собой трудность 
в доказательстве необходимости, так как придет-
ся доказывать положительность решения систе-
мы линейных уравнений) или каким-либо другим 
способом. Отсюда следует, что условие n − мерно-
сти требует изменения.

Непрерывность в некоторых случаях тоже нель-
зя сохранить. Например, в пространствах L a b2[ , ]  
любая окрестность точки положительного конуса 
содержит «проколы», т.е. точки, ему не принадле-
жащие.

В целом ограничение на множестве входных 
сигналов заставляет постоянно следить за при-
надлежностью аргументов предикатов области его 
определения. Это обстоятельство вносит принци-
пиальные изменения в формулировки аксиом и 
накладывает целый ряд технических трудностей в 
доказательство. Таким образом, возникает необ-
ходимость подробного рассмотрения отдельных 
типов ограничений. 

Как уже говорилось выше, начнем рассмотре-
ние с положительного конуса K  пространства
< >L R, . Допустим,  на нем задан линейный пре-
дикат

	 E x y D F x F y( , ) ( [ ], [ ]),= 	 (1)

где D  — предикат равенства на 

R R F x f x f x fn n
n i i

n× = =, [ ] ( ( ),..., ( )),[ ]1 1  

— линейно независимые функционалы над < >L R, .
Предположим сначала, что dim L  конечно, но 

dim L > n.  Изучим некоторые свойства линейного 
предиката. Зафиксируем систему линейно неза-
висимых векторов { }e Ki i

n
= ∈1  и для произвольного 

x K∈  составим систему линейных уравнений от-
носительно неизвестных { ( )}αi i

nx =1  вида

	 f x x f e k nk i k i
i

n

( ) ( ) ( ), , .
_____

= =
=
∑α 1

1

	 (2)

Матрица этой системы, равная A f ek i k i= =( ( )) , 1  
имеет определитель, равный нулю, если строки 
или столбцы ее линейно независимы, т.е. найдется 
набор чисел λ λ1,..., n  для которых 

f e k nk i i
i

n

( ) , , ,
______

λ = =
=
∑ 0 1

1

  λi
i

n
2

1

0≠
=
∑ .

Это может происходить только в том случае, 

когда для функционала f e Ker fi i
i

n

1 1
1

,     λ ∈
=
∑ . Однако 

подобной ситуации всегда можно избежать. Kerf1  

представляет собой гиперплоскость пространства 

< >L R, ,  а ζ({ } )ei i
n
= −1  подпространство размерности 

n.  Всегда можно сделать выбор { }ei i
n
=1  таким обра-

зом, чтобы Kerf ei i
n

1 1∩ ==ζ({ } ) . При таком выборе 

det A ≠ 0  и система (2) будет иметь единственное 

решение. Это решение будет характеризоваться 

единственным подмножеством индексов 1 2, ,...,n ,  

обозначим его I x( ) , для которого αi x( ) ≤ 0 , если  

i I x∈ ( )  и αi x( ) > 0 , если i I x∈ ( ) . Обозначим

	 α
α

αi
i

i

x
x i I x

x i I x
( )

( ) ( ),

( ) ( ).
=

∈
− ∈



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при
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Тогда система (2) с учетом линейности { ( )}f xi i
n
=1  

может быть переписана в виде

f x a x e f x a x e k nk i i k i i

i I x
i I x

( ( ) ) ( ( ) ) , , .
_

( )
( )

+ = + =
∈

∈
∑∑  1   (4)

Заметим, что a xi ( ) ≥ 0  при любом i,  поэтому

x a x e a x e Ki i i i

i I x
i I x

+ ∈
∈

∈
∑∑ ( ) , ( ) .

_
( )

( )

Это означает, что для линейного предиката вида 
(1), заданного на K ×K , равенства (4) эквивалент-
ны равенству

	 E x a x e a x ei i i i

i I x
i I x

( ( ) , ( ) ) .
__

( )
( )

+ =
∈

∈
∑∑ 1 	 (5)

Таким образом, мы установили аналог свойства 
n -мерности для линейного предиката, заданного 
на положительном конусе. Сформулируем его.

Будем говорить, что предикат E x y( , )  обладает 
свойством n -мерности, если существует система 
линейно независимых векторов { }e Ki i

n
= ∈1  такая, 

что для любого x K∈  найдется единственный на-
бор чисел { ( )}a xi i

n
=1  и единственное подмножество 

I x n( ) { ,..., },⊂ 1  для которых a xi ( ) ,≥ 0  при i I x∈ ( ),
a xi ( ) ,> 0  при i I x∈ ( )  и имеет место равенство (5). 

Сформулируем еще набор свойств, которому 
удовлетворяет предикат E x y( , )  и в справедливо-
сти которых легко убедиться непосредственной 
проверкой.

Однородность. Если E x y( , ) =1, то для любого 
λ > 0  E x y( , ) .λ λ =1

Аддитивность. Для произвольных x y x y K, , ,′ ′ ∈  
из равенств E x y( , ) =1, E x y( , )′ ′  вытекают равен-
ства E x x y y E x y y x( , ) , ( , ) .+ ′ + ′ = + ′ + ′ =1 1

Полуаддитивность. Для произвольных 
x y z K, , ∈  из равенства E x z y z( , )+ + =1  вытекает 
E x y( , ) .=1
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Теперь мы можем сформулировать и доказать 
теорему об условиях существования линейных 
предикатов на положительном конусе. 

Теорема 1. Для того, чтобы предикат E x y( , ) , 
заданный на K K× ,  был линейным, необходимо 
и достаточно, чтобы он обладал свойствами n −  
мерности, однородности, аддитивности и полуад-
дитивности.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фактически необходи-
мость сформулированных выше условий уже дока-
зана. Остановимся на достаточности.

Допустим, предикат E x y( , )  удовлетворяет ус-
ловиям теоремы. Тогда из n -мерности и аддитив-
ности при произвольных x y K, ∈  будем иметь

E x a x e a x ei i i i
i I xi I x

( ( ) , ( ) )
( )( )

+ =
∈∈
∑∑ 1 ,

E y a y e a y ei i i i
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∈∈
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∈ ∩
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a x e

i i i i i
i I x I yi I x I y

i i

+ + +

+
∈∈

∑∑
==

∈
∑ 1,

( )\ ( )i I y I x

где через I x
__

( )  мы обозначили множество индексов, 
равное { ,..., } \ ( ),1 n I x  и использовали равенство

I x I y I y I x( ) \ ( ) ( ) \ ( ).
__ __

=

Введем теперь следующие множества:

N i I x I y a x a yi i1 = ∈ ≥{ ( ) \ ( ) : ( ) ( )},

N i I x I y a x a yi i2 = ∈ <{ ( ) \ ( ) : ( ) ( )},

N i I y I x a y a xi i3 = ∈ ≥{ ( ) \ ( ) : ( ) ( )},

N i I y I x a y a xi i4 = ∈ <{ ( ) \ ( ) : ( ) ( )}

и воспользуемся полуаддитивностью. Тогда равен-
ство (6) можно переписать в следующем виде: 

E x y a x e a y e a x a y ei i i i
i I x I y

i i i
i N

+ + + + − +
∈ ∩ ∈

∑



( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
( ) ( ) 1

∑∑

+ − + + −
∈ ∈∈ ∩
∑ ∑( ( ) ( )) , ( ( ) ( )) ( ( )

( )

a y a x e a x a y e a yi i i
i N

i i i i
i Ni I x I3 2(( )y

∑  

	 − + − )
∈
∑ =a x e a x a y ei i i i i

i N

( )) ( ( ) ( )) .
4

1 	 (7)

Заметим, что множество I x I y( ) ( ),∩
I y I x Ni i

__ __

( ) ( ),{ }∩ =1
4 , не пересекающиеся и в объ-

единении дают все множество индексов. В этом 
случае из n -мерности и равенства (7) вытекает 

I x y I x I y N N( ) ( ( ) ( )) ,+ = ∩ ∪ ∪1 3

a x y

a x a y i I x I y

a x a y i N

a y a x
i

i i

i i

i i
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( ) ( ), ( ) ( )
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( ) ( )
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− ∈
−
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a x a y i N
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2

4
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Так как из (3) вытекает

a x
a x i I x

a x i I xi
i

i

( )
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=

∈
− ∈




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то, если рассмотреть a x yi ( ),+  получим 

	 a x y a x a yi i i( ) ( ) ( ).+ = + 	 (8)

Действительно, пусть i I x I y∈ ∩( ) ( ),  тогда 

i I x y∈ +( )  и a x y a x y a x a yi i i i( ) ( ) ( ) ( )+ = − + = − =  

= +a x a yi i( ) ( )  Допустим, i N∈ 1,  значит, i I x y∈ +( )  

и a x y a x y a y a x a x a yi i i i i i( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),+ = − + = − = +  

так как i I x I y∈ ( ) \ ( )  в силу определения N1  и т.д. 

Рассмотрев все шесть случаев, легко убедиться, что 

при любом индексе i  выполняется равенство (8) 

для произвольных x y K, .∈  Таким образом, функ-

ционалы { ( )}a xi i
n
=1  аддитивны. Покажем их одно-

родность для λ > 0.
Действительно для произвольного x K∈  и λ > 0  

из n -мерности и однородности следует

E x a x e a x ei i i i
i I xi I x

( ( ) , ( ) ) ,
( )( )

+ =
∈∈
∑∑ 1

	 E x a x e a x ei i i i
i I xi I x

( ( ) , ( ) ) .
( )( )

λ λ λ+ =
∈∈
∑∑ 1 	 (9)

Последнее равенство означает, что I x I x( ) ( )= λ  
и a x a x i ni i( ) ( ), , .λ λ= =1  Следовательно,

λ λ λa x a x i ni i( ) ( ), , , .= = >1 0

Поскольку положительный конус в линейном 
пространстве воспроизводящий, то функционалы 
a xi ( )  могут быть продолжены до линейных на всем 
пространстве < >L R, .  

Докажем теперь одно вспомогательное утверж-
дение. 

Утверждение 1. Если предикат E x y( , )  обладает 
перечисленными в теореме свойствами, то он реф-
лексивен, симметричен, транзитивен.

Действительно, для любого x K∈  из n -мерно-
сти и аддитивности вытекает

E x x e a x ei i i i
i I xi I x

( ( ) , ( ) ) ,
( )( )

+ =
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∑∑ λ 1

E x a x e x a x ei i i i
i

n

i

n

( ( ) , ( ) ) ,+ + =
==
∑∑ 1

11

учитывая полуаддитивность, имеем E x x( , ) .=1
Далее, если E x y( , ) =1  и из рефлексивности 
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E y y( , ) ,=1  то при помощи аддитивности и полу-
аддитивности получим E y x y( , )2 1+ =  и E y x( , ) =1 .

Теперь допустим E x y( , ) =1 , E y z( , ) ,=1  тог-
да ясно, что E x y y z( , )+ + =1  и E x z( , ) .=1  
Утверждение доказано.

Пусть E x y( , ) .=1  Используя свойства теоремы 
и доказанное утверждение, нетрудно убедиться в 
правильности следующей цепочки равенств: 

	 E x a x e y a x ei i i i
i I xi I x

( ( ) , ( ) ) ,
( )( )

+ + =
∈∈
∑∑ 1 	 (10)
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i I x
i I x
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_

( )
( )

+ =
∈

∈
∑∑ 1 	 (11)

	 E y a x e a x ei i i i

i I x
i I x

( ( ) , ( ) ) .
_

( )
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+ =
∈

∈
∑∑ 1 	 (12)

Из единственности I x( )  и набора чисел 
{ ( )}a xi i

n
=1  имеем I x I y( ) ( )=  и a x a yi i( ) ( ),=  что оз-

начает E x y( , ) =1  тогда и только тогда, когда

	 α αi ix y( ) ( )= , ,i n=1 ,	 (13)

поскольку цепочку равенств (10)–(13) можно про-
вести и в обратном порядке. Все это означает, что 
предикат E x y( , )  представим в виде 

E x y D x y( , ) ( ( ), ( )),= α α

где α α α( ) ( ( ),..., ( )).x x xn= 1

Таким образом, для того чтобы он был ли-
нейным, осталось показать, что набор линейных 
функционалов { ( )}αi i

nx =1  — линейно независим. 
Действительно, в противном случае можно считать, 

без ограничения общности, что α λ α1
2

( ) ( ).x xi i
i

n

=
=
∑  

Однако из рефлексивности предиката E x y( , ) , 
примененной к вектору e1 , получим E e e( , ) .1 1 1=  
Следовательно, из n -мерности вытекает, что 
α α α1 1 2 1 11 0( ) , ( ) ... ( ) .e e en= = = =  Тогда из пред-
положения линейной зависимости функциона-
лов { ( )}αi i

nx =1  вытекает, что 1 = 0. Противоречие. 
Следовательно, функционалы { ( )}αi i

nx =1  линейно 
независимы, а предикат E x y( , )  линеен. Теорема 
доказана.

В доказанной теореме мы под линейностью 
оператора F  понимаем его аддитивность и одно-
родность. Когда dim L < ∞ , этого действительно 
достаточно. В противном случае однородность 
необходимо заменить на непрерывность. Однако 
в случае положительного конуса, как уже отмеча-
лось ранее, возникают определенные сложности. 
Можно было бы, убрав однородность, сформули-
ровать, что функционалы { }ai i

n
=1  и { }αi i

n
=1  непрерыв-

ны. Но вся трудность в том, что эти функционалы 
возникают в свойстве n -мерности и значит опре-
делены только на элементах положительного кону-
са. Любая же окрестность произвольного элемента 
x,  принадлежащего пространству, например, типа 

L a b2[ , ],  содержит точки, не принадлежащие по-
ложительному конусу. Следовательно, для наших 
функционалов в классическом смысле не может 
быть сформулировано свойство непрерывности. 
Однако эту трудность для пространства L a b2[ , ],  
часто встречающегося на практике, можно преодо-
леть. Более того, в этом случае может быть усилен 
результат теоремы 1, а именно: при выполнении 
ее условий система, соответствующая линейному 
предикату, описывается набором положительных 
функционалов, то f x x Ki ( ) > ∀ ∈0  в равенстве (2).

Итак, допустим, что < >=L R L a b, [ , ].2  Без огра-
ничения общности его можно считать L2 0 1[ , ].

Утверждение 2. Пусть на положительном конусе 
K  задан аддитивный функционал f x( ),  удовлет-
воряющий свойству

sup
x K S∈ ∩

   f x( )   < ∞,  

где S x L= ∈{ [ , ]:2 0 1 x ≤1}  — единичная сфера, тогда 
его можно однозначно продолжить до линейного 
функционала на всем пространстве L2 0 1[ , ].  Пред-
положим, 

x
y c y

c y
1

0

0
( )

( ) , ( )

, , ( ) ,
τ

τ τ

τ
=

+ >

≤







x
y c y

c y
2

0

0
( )

( ) , ( )

, , ( ) ,
τ

τ τ

τ
=

− + ≤

>






где c > 0  — произвольная постоянная. Тогда 
x x K1 2, ∈  и y x x= −1 2 .

Положим f y f x f x( ) ( ) ( ).= −1 2  Это определе-
ние корректно, так как если y x x x x= − = ′ − ′1 2 1 2 ,  
то x x x x1 2 1 2+ ′ = + ′ .  Оба элемента x x1 2+ ′  и 
x x1 2+ ′  принадлежат положительному конусу 
K ,  на котором функционал аддитивен, значит 
f x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2+ ′ = ′ +  или f x f x( ) ( )1 2− ′ =  
= ′ −f x f x( ) ( ).1 2  Последнее равенство означает 
корректность определения. То, что построенное 
продолжение однозначно – очевидно.

Теперь возьмем любой элемент y S∈ .  Его мож-
но представить в виде y x x= −1 2,  где x x K S1 2, .∈ ∩  
Для этого нужно соответствующим образом по-
добрать постоянную C .  Рассмотрим    f y( )   , тогда    
  f y( )   =    f x f x( ) ( )1 2−   ≤    f x( )1   +   f x( )2   < ∞ .

Отсюда sup
y S∈

   f y( )   < ∞.  

Значит, продолженный функционал f y( )  огра-
ничен, следовательно, непрерывен, а непрерыв-
ный аддитивный функционал на L2 0 1[ , ]  является 
линейным. Утверждение доказано.

Свойства, сформулированные в утверждении 2 
для функционала f x( ),  заданного на положитель-
ном конусе K , будем называть непрерывностью. 
Нетрудно видеть, что если дан линейный предикат 
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на K K× ,  то функционалы { }ai i
n
=1  и { }ai i

n
=1  непре-

рывны в этом смысле.
Более того, теорема 1 остается справедливой, 

если в ее формулировке изменить свойство одно-
родности на непрерывность.

Таким образом, получен набор характеристиче-
ских свойств линейных предикатов на K L⊂ 2 0 1[ , ].

Для обоснования положительности { ( )}f xi i
n
=1  

докажем следующее утверждение.
Утверждение 3. Пусть { ( )}a xi i

n
=1  — система ли-

нейных линейно независимых функционалов, 
заданных из K  и удовлетворяющих свойствам: 
для любого x K∈  существует номер k  такой, 
что αk x( ) > 0 . Тогда найдется невырожденная  
n -мерная матрица A,  которая переводит данную 
систему в систему { ( )} ,βi i

nx =1  т.е. β α( ) ( ),x A x=  для 
которой βi x( ) > 0  при любых i  и x ∈K  или ядра 
{ ( )} .βi i

nx K= ∈1

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через L = =ζ  
= ( ,..., )α α1 n  линейная оболочка. Предположим 
L K∩ = , тогда по теореме об отделимости вы-
пуклых множеств в линейном пространства (L  
и K  таковыми являются) существует ненулевой 
линейный функционал h x( )  и число C  такие, что 
h x C( ) ≥  при x K∈  и h x C( ) ≤  при x L∈ .

Причем C  не может быть меньше нуля, ина-
че бы функционал h x( )  нельзя было бы отдельно 
ограничить снизу на положительном конусе K .  С 
другой стороны, так как любой линейный функ-
ционал на K  может быть сколь угодно мал, то C  
не может быть и строго больше нуля. Значит C = 0.  
Более того, h x( ) > 0  при x K∈ , поскольку при су-
ществовании x K0 ∈ ,  для которого h xO( ) = 0  на-
шелся бы элемент x K1 ∈  такой, что h x( ) .1 0<  В 
итоге получаем, что h K∈  и в то же время a hi ( ) ≤ 0  
при любом i.  Это противоречит условию утверж-
дения. Следовательно, L K∩ ≠ .

Возьмем элемент e L K∈ ∩ .  Так как K  — от-
крытое множество, то e  входит в K  с какой-то 
окрестностью, поэтому для любого ai  найдется 
εi > 0  такое, что β ε αi i i e K= + ∈ .  В силу линейной 
независимости системы { }αi i

n
=1  можно подобрать 

εi  таким, что система { ( )}βi i
nx =1  тоже будет линейно 

независимой. С другой стороны, { ( )} ,βi i
nx L K= ∈ ∩1  

т.е. существует невырожденная матрица A , для 
которой β α( ) ( ).x A x=  Утверждение доказано.

Справедлива следующая цепочка равенств
E x y D x y D A x A x

D x y x y K L

( , ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( ( ), ( )), , [

= = =
= ∈ ⊂

α α α α
β β 2 00 1, ],

α α α β β β( ) ( ( ),..., ( )), ( ) ( ( ),..., ( )).x x x x x xn n= =1 1

Переобозначив 

F x f x f x f x xn i i[ ] ( ( ),..., ( )), ( ) ( )= =1 β ,

получим E x y( , ) == D F x F y( [ ], [ ]).  

В итоге нами получена теорема.
Теорема 2. Предикат E x y( , ),  заданный на 

K L⊂ 2 0 1[ , ] , линеен с положительными функци-
оналами { ( )}f xi i

n
=1  тогда и только тогда, когда он 

обладает свойствами аддитивности, полуаддитив-
ности, n -мерности и непрерывности.

Для завершения исследования покажем, что 
этот набор условий независим.

Утверждение 4. Условия аддитивности, полуад-
дитивности, n -мерности и непрерывности неза-
висимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и ранее, мы при-
ведем примеры предикатов, обладающих всеми  
перечисленными свойствами, кроме одного. 
Относительно n -мерности и непрерывности мож-
но взять соответствующие примеры из работы [3].

Полуаддитивность. Пусть
E x y D x y( , ) ( ( ), ( )),= ′α α

где x y K x xn, , ( ),..., ( ))∈ α α1  набор линейных линей-
но независимых функционалов в L2 0 1[ , ]  с ядрами, 
принадлежащими K  и α α1 1 1 0( ) ( ) ,− ≠n  а

 α α α α α`( ) ( ( ), ( ),..., ( ), ( )).y y y y yn n= −2 1 1

Тогда если E x y( , ) =1  и E x y( , ) ,′ ′ =1  то

α α α α α α1 12 1( ) ( ), ( ) ( ), ,..., , ( ) ( ),x y x y k n x yn k k n= = = − =

α α α α α
α

1

1

2 1( ) ( ), ( ) ( ), ,..., , ( )

( ).

′ = ′ ′ = ′ = − ′ =
= ′

x y x y k n x

y
n k k n

Отсюда
α α1( ) ( ),x x y yn+ ′ = + ′

α αk kx x y y k n( ) ( ), ,..., ,+ ′ = + ′ = −2 1

α αn x x y y( ) ( ),+ ′ = + ′1

α α1( ) ( ),x y y xn+ ′ = + ′

α αk kx y y x k n( ) ( ), ,..., ,+ ′ = + ′ = −2 1

α αn x y y x( ) ( ),+ ′ = + ′11

т.е. E x x y y E x y y x( , ) ( , ) .+ ′ + ′ = + ′ + ′ =1  Таким обра-
зом, аддитивностью этот предикат обладает. В спра-
ведливости для него n -мерности и непрерывности 
можно убедиться непосредственно.

Однако свойству полуаддитивности по-
строенный нами предикат не удовлетворяет. 
Действительно, допустим C C const1 2 0, = >  такие, 
что E C C( , ) .1 2 1=  Выберем произвольное число λ  на 
интервале ( ,min ( , ))0 1 2C C  и положим x C y= − =1 λ,
= − =C z2 λ λ, .   Тогда x y z K, , ∈  и E x z y z( , ) ,+ + =1

Однако

 
α α α α λ α α λ

λ α α
1 1 1 1 2

11 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ))

x y c cn n n

n

− = − − + =
= − ≠

т.е. E x y( , ) .= 0
Аддитивность. Положим 

E x y D x y( , ) ( ( ), ( )),= ′α α  
где x y K, ,∈  а 

′ =α ( )x  = + =α α α α α1 11( ) ,..., ( )), ( ) ( ),..., ( )).x x y y yn n  
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Этот предикат полуаддитивен, так как если 
E x z y z( , ) ,+ + =1  то α α1 11( ) ( )x z y z+ + = +  или 
α α1 11( ) ( ),x y+ =  т.е. E x y( , ) .=1

Он также очевидным образом непрерывен и n
-мерен, однако аддитивности нет, поскольку не 
аддитивен функционал α1 1( ) .x +  Утверждение до-
казано.

Выводы

Рассмотрен наиболее распространенный слу-
чай ограничения множества входных сигналов в 
виде конуса линейного пространства. Показано, 
что подобное сужение приводит к ряду принци-
пиальных отличий, которые не позволяют автома-
тически перенести условия существования линей-
ных предикатов и свести всё к обычной ситуации. 
Найдены новые характеристические свойства, 
обеспечивающие существование линейных преди-
катов при данном ограничении.
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