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Ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü öåíòðîïðîåê-
òèâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îáúåìíîé ñöå-
íû. Ïîêàçàíà öåëåñîîáðàçíîñòü åå èñïîëüçîâàíèÿ ïðè
ïîñòðîåíèè ñïåöïðîöåññîðîâ ðàñòðîâîé ãðàôèêè ðåàëü-
íîãî ìàñøòàáà âðåìåíè.

Ïîñòðîåíèå èçîáðàæåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè
ìåòîäîì  îáðàòíîãî òðàññèðîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïóòåì
ïîòî÷å÷íîãî âû÷èñëåíèÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè íà
ïîâåðõíîñòü îáúåêòà ñöåíû ýëåìåíòà ýêðàíà  (ïèê-
ñåëà), ñêàíèðóåìîãî â  äàííûé ìîìåíò â õîäå
ðàñòðîâîé ðàçâåðòêè è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðè-
ìåð, â ñèñòåìàõ âèçóàëèçàöèè (ÑÂ) òðåíàæåðîâ ðàç-
ëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è
òðåáóþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäñòâà î÷åíü âûñîêîé
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùåé
âîçìîæíîñòè óíèâåðñàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõ-
íèêè. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ ñïåöïðîöåññîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîé îáðàáîòêè
èçîáðàæåíèé [1].

Ïðè àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèé ôîðìóë
öåíòðîïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ  âàæíî ïðåä-
ñòàâèòü èõ â ôîðìå, ïîçâîëÿþùåé ó÷åñòü ñïåöèôèêó
çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ÑÂ.  Äàííûé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì, òàê êàê ïðèìåíåíèå
îáùèõ ôîðìóë â èõ êàíîíè÷åñêîì âèäå [2] áåç ó÷åòà
ñïåöèôèêè çàäà÷è ïðèâîäèò ê ñèëüíî çàâûøåííûì
òðåáîâàíèÿì íà âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû è íå ïîçâî-
ëÿåò ñîçäàòü êîìïàêòíóþ ñòðóêòóðó ñïåöïðîöåññîðà.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïàðàìåòðèçàöèè öåíòðîï-
ðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íà ðèñ. ïðåäñòàâëåíû
îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàå-

ìîé çàäà÷è. Ââåäåíû ïðàâàÿ “çåìíàÿ” ñèñòåìà êîîð-
äèíàò X,Y,Z (g-ñèñòåìà) è ñâÿçàííàÿ ñ íàáëþäàòåëåì
ñèñòåìà  êîîðäèíàò u,v,w (v-ñèñòåìà), íà÷àëî êîòîðîé

ðàçìåùåíî â öåíòðå òÿæåñòè ïåðåìåùàþùåãîñÿ àïïà-
ðàòà (ñàìîëåòà).

Òî÷êà íàáëþäåíèÿ h (öåíòð ïðîåêöèè) çàäàíà
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò v-ñèñòåìû ðàäèóñ-
âåêòîðîì h(Uh,Vh,Wh). Îáîçíà÷åíèå ïðîåêöèîííîãî

ëó÷à ïðåäñòàâèì â âèäå   V = Vpλ
 

.
Ýêðàí (ïëîñêîñòü ïðîåêöèè) ðàñïîëîæåí ïåðïåí-

äèêóëÿðíî ê îñè U, òàê ÷òî  åãî öåíòð Oý â v-ñèñòåìå
â îáùåì ñëó÷àå èìååò êîîðäèíàòû (Uý+Uh),Vý,Wý. Â
ïëîñêîñòè ýêðàíà ââåäåíà ñèñòåìà êîîðäèíàò Yý,Zý ñ
íà÷àëîì â öåíòðå ýêðàíà.  Ââåäåí âåêòîð íàáëþäåíèÿ

V , èäóùèé îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ h äî öåíòðà
òåêóùåãî  ïèêñåëà  ýêðàíà. Ïðîåêöèþ òî÷êè ýêðàíà,
îïðåäåëÿåìóþ ýòèì âåêòîðîì, íà îòîáðàæàåìîé ïî-
âåðõíîñòè f(x,y,z)=0 èëè f(r) = 0


 èùåì íà ïðîåêöè-

îííîì ëó÷å λ

V ,  ïðîâåäåííîì  èç öåíòðà ïðîåêöèè

h â íàïðàâëåíèè âåêòîðà 

V  äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ

îòîáðàæàåìîé ïîâåðõíîñòüþ â òî÷êå P. Îïðåäåëÿåì
ïàðàìåòð λ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âåêòîðíîå óðàâ-
íåíèå

  
rp = rh + Vλ  ,                       (1)

ãäå λ – ñêàëÿð. Òîãäà èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

[ ]f(rp) = f (Xh + Vx),(Yh + Vx),(Zh + Vz)


λ λ λ = 0 .(2)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîåêöèîííûé ëó÷ λ

V  ïåðåñåêàåò

ïîâåðõíîñòü â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ. Íî íà ýêðàíå áóäåò
âèäíà áëèæàéøàÿ íåïðîçðà÷íàÿ òî÷êà

  λ = argmin| λ>0 [ f(r) = 0


].                (3)
Óñëîâèå λ>0 åñòåñòâåííî âûäåëÿåò íóæíîå íà-

ïðàâëåíèå ïðîåêöèîííîãî ëó÷à ê ýêðàíó. Â ýòîì
óðàâíåíèè êîìïîíåíòû âåêòîðîâ rh  è 


V  äîëæíû

áûòü çàäàíû â g-ñèñòåìå. Ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêè
âàæíûå ïðèìåðû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3).

Ïðèìåð 1.  Ïóñòü ïîâåðõíîñòü f(x,y,z)=0  ÿâëÿåòñÿ
ñôåðîé  è ïëîñêîñòü XZ g-ñèñòåìû êàñàåòñÿ ïîâåð-
õíîñòè ñôåðû (Çåìëè).  Óðàâíåíèå ñôåðû â âåêòîð-
íîé ôîðìå èìååò âèä [2]:

| r  - r1 |=R,                       (4)
ãäå r  – ðàäèóñ-âåêòîð (â g-ñèñòåìå) ê ëþáîé òî÷êå
P ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñà R; r1= r1·


n = (d+R)· n

– ðàäèóñ-âåêòîð (â g-ñèñòåìå) ê öåíòðó ñôåðû; n  –
åäèíè÷íûé âåêòîð; d - ðàññòîÿíèå äî ïîâåðõíîñòè
ñôåðû â íàïðàâëåíèè  ðàäèóñ-âåêòîðà r1 .

Ïåðåïèøåì (4) â âèäå:

r +


Rp  - r1=0,                        (5)

ãäå 

Rp  – âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó P ñ öåíòðîì

ñôåðû. Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (5) íà n :

r  · n +


Rp · n - r1  ·


n = 0. Òîãäà èìååì:


r · n +R·cos a - d - R=0; r · n - (d+dc) = 0,    (6)

ãäå dc=R·(1-cos a); a – óãîë ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè

Rp  è n . Äëÿ äàííîãî  ïðèìåðà d=0  è òîãäà


r · n  - dc=0,                        (7)

ãäå dc=2R·cos2b; b – óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r  è r1 .
Èç (1), (3) è (7) íàéäåì ðåøåíèå äëÿ λ:

       λ = −
⋅

⋅

 
 n rh - dc

n V
,                     (8)

P(X,Y,Z)

h

 X

 Z

 Y
v

w

h

r0 rh

f(x,y,z)

zэ
u

yэ

V

λ•V

rp

Ðèñ. Ãåîìåòðè÷åñêèå ýëåìåíòû
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èëè â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè áóäåì èìåòü

λ = - n X + n Y + n Z - d
n V + n V + n V

x h y h z h c

x x y y z z
.           (9)

Ïðèìåð 2. Ïîâåðõíîñòü f(x,y,z) ïðè ñèíòåçå èçîá-
ðàæåíèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà êàê  êóñî÷íî-ïëîñêàÿ.
Íàéäåì ðåøåíèå äëÿ λ â ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ âåêòîðà

rp  ñ ïëîñêîñòüþ, ÿâëÿþùåéñÿ ýëåìåíòîì ïîâåðõíî-
ñòè f(x,y,z), è çàäàâàåìîé âåêòîðíûì óðàâíåíèåì


r · n - d = 0,                      (10)

ãäå r  –  ðàäèóñ-âåêòîð  â  g-ñèñòåìå  ê òî÷êå íà
ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòè; n  – åäèíè÷íûé âåêòîð
íîðìàëè ê ïëîñêîñòè; d – ïàðàìåòð ïëîñêîñòè
(êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò g-
ñèñòåìû äî ïëîñêîñòè).

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (3) ñ ó÷åòîì (1) èìååì:

λ = −
⋅

⋅

 
 n rh - d

n V
,                     (11)

èëè           λ = - n X + n Y + n Z - d
n V + n V + n V
x h y h z h

x x y y z z
.

(12)
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé,

êîãäà f(X,Y,Z)=y, ò.å. ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïëîñêî-
ñòè XZ g-ñèñòåìû. Òîãäà â ñîîòíîøåíèè (12) èìååì
nx=nz=0; ny=1; d=dy è, ñëåäîâàòåëüíî,

λ = - (Yh - dy)/Vy .               (13)
Â ñëó÷àå, åñëè f(x,y,z) åñòü ïëîñêîñòü XZ g-

ñèñòåìû,  èìååì dy=0 è
 λ = - Yh/ Vy .                       (14)

Èç ðåøåíèé (8), (11), (13) ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì
âèäå âûðàæåíèå äëÿ λ ìîæíî îáîáùèòü:

         l = F / G,                         (15)
ãäå ôóíêöèÿ F ñâÿçûâàåò ïàðàìåòðû òî÷êè íàáëþäå-
íèÿ  è  ïàðàìåòðû ïîâåðõíîñòè,  à  ôóíêöèÿ G –
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íàáëþäåíèÿ V ñ
åäèíè÷íûì âåêòîðîì n.

Ðàñïèøåì âåêòîðíîå óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì âñåõ
âåêòîðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ:


rh  = r0  + 


h  + λ


V .                 (16)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðîåêöèîííîãî ëó÷à ñ îòîáðàæàåìîé  ïîâåðõíîñòüþ
â g-ñèñòåìå íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî âûïîëíèòü
ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò âñåõ âåêòîðîâ, âõîäÿùèõ
â (15), (16) èç v-ñèñòåìû â g-ñèñòåìó. Ê òàêèì
âåêòîðàì îòíîñÿòñÿ âåêòîðû 


h  è 


V , òàê êàê èõ

êîìïîíåíòû çàäàíû â v-ñèñòåìå. Âçàèìíîå ðàñïîëî-
æåíèå v-ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî g-ñèñòåìû çàäàåòñÿ
ðàäèóñ-âåêòîðîì r0  è îðèåíòàöèåé ñèñòåìû, êîòî-
ðóþ â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàäàòü ïîðàçíîìó. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðèíÿòûì â àâèàöèè ñïîñîáîì çàäàíèÿ
îðèåíòàöèè v-ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ óãëà êðåíà g, óãëà
òàíãàæà u è  óãëà  ðûñêàíèÿ (êóðñà) y [2].  Äëÿ
âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
ìàòðèöó ïîâîðîòîâ A ïî ïðèíÿòûì óãëàì âðàùåíèÿ
y, u, g. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà ïîâîðîòîâ A ïîëó-
÷àåòñÿ ïóòåì ïåðåìíîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.
Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå  ìàòðèö  â îáùåì ñëó÷àå íå
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó êîììóòàòèâíîñòè,  òî çàäà-
äèì ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö:

Ayy – ïîâîðîò íà óãîë y âîêðóã îñè Y;
Azu – ïîâîðîò íà óãîë u âîêðóã îñè Z;

Axg – ïîâîðîò íà óãîë g âîêðóã îñè X.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû èìååì:

     Ay,u,g=Ay·Au·Ag.                (17)
Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà A èìååò âèä:

,                     (18)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàïðàâ-
ëÿþùèå êîñèíóñû [2].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ñòðîê â ìàòðèöå A ñîîòâåò-
ñòâåííî Ax, Ay, Az. Òîãäà,  ó÷èòûâàÿ  îðòîãîíàëüíîñòü
ñèñòåì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà 


R (u,v,w), çàäàí-

íîãî â v-ñèñòåìå, ïîëó÷èì êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà
â g-ñèñòåìå èç ìàòðè÷íûõ ñîîòíîøåíèé:

      Rx = (Ax)·(Ru, Rv, Rw)T,
Ry = (Ay)·(Ru, Rv, Rw)T,                        (19)

      Rz = (Az)·(Ru, Rv, Rw)T,
ãäå èíäåêñ T – îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (15), (16), (19), íàéäåì
çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè P(X,Y,Z) (ðèñ.):
           X = r0x + hx + l·Vx,
      Y = r0y + hy + l·Vy ,                           (20)

           Z = r0z + hz + l·Vz,
ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ 


h  è 


V  â ìàòðè÷íîé çàïèñè

èìåþò âèä:
h(X,Y,Z) = (Ax,y,z)(hu , hv, hw)T,            (21)

          V(X,Y,Z) = (Ax,y,z)(Vu, Vv, Vw)T.
Àíàëèç ñîîòíîøåíèé (20) è (21) ïîçâîëÿåò îöå-

íèòü äëÿ êàæäîãî ïèêñåëà íåîáõîäèìûé îáúåì âû-
÷èñëåíèé, êîòîðûé ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò âû÷èñ-
ëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðîâ.

Îêîí÷àòåëüíî îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ðàñ-
òðîâîé ãðàôèêè ìåòîäîì îáðàòíîãî òðàññèðîâàíèÿ â
ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè (ïðèìåðíî ≤50íñ/ïèê-
ñåë) íåîáõîäèìî äëÿ  êàæäîãî ïèêñåëà â òåìïå åãî
ïðîðèñîâêè âûïîëíèòü âû÷èñëåíèå ñîîòíîøåíèé
(15), (20),  (21), ÷òî òðåáóåò ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíîé
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, ñïåöïðîöåññîðîâ ðàñòðî-
âîé ãðàôèêè [3].

Ïðèâåäåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èñïîëüçîâà-
íà ïðè ïîñòðîåíèè ñïåöïðîöåññîðà öèôðîâîé ñèñòå-
ìû âèçóàëèçàöèè, êîòîðàÿ óñòàíîâëåíà è ðàáîòàåò â
Êèåâå â Óêðàèíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì ó÷åáíî-ñåðòè-
ôèêàöèîííîì öåíòðå ãðàæäàíñêîé àâèàöèè íà êîì-
ïëåêñíîì òðåíàæåðå ÊÒÑ Òó-154Ì, à òàêæå â  Õàðü-
êîâñêîì èíñòèòóòå ëåò÷èêîâ íà òðåíàæåðå ëåò÷èêà
ÒË-39.
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