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ВВЕДЕНИЕ

Основное направление совершенствования 
адаптивных систем пространственно-временной 
обработки сигналов связано с повышением их 
быстродействия, необходимого для эффектив-
ной работы в сложной и динамично меняющейся 
сигнально-помеховой обстановке. Решение этой 
задачи существенно зависит от качества оценок 
априори неизвестных параметров входных воз-
действий, использующихся взамен их неизвест-
ных истинных значений. При доступном объеме 
обучающей выборки оно теоретически может 
быть тем выше, чем меньше размерность вектора 
(матрицы) этих параметров [1, 2]. Важным источ-
ником снижения этой размерности служит учет 
достоверной априорной информации о структу-
ре (в частности, регулярности) пространствен-
ных (временных) каналов приема, следствием 
которой может быть специфическая симметрия 
(теплицевость) эрмитовой корреляционной ма-
трицы (КМ) гауссовых внешних воздействий 
на выходах этих каналов [3–11]. Такая матрица 
полностью определяется элементами первого 
(последнего) столбца, что создает предпосылки 
для повышения быстродействия по сравнению 
с системами с произвольной структурой кана-
лов приема (с КМ общего вида), в том числе и с 
центрально-симметричными системами (с пер-
симметричными КМ) [12–14].

В литературе последних десятилетий пред-
ложено большое число способов использования 
для задач адаптации резервов, связанных с те-
плицевостью КМ, и их список продолжает по-
полняться. В этих условиях важны корректные 
сравнительные исследования различных мето-
дов, на основе которых могут быть обоснованы 
рекомендации по их выбору и практической реа-
лизации. 

Цель статьи – сравнить известные и некото-
рые новые методы учета априорной информации 
о специфике структуры КМ в регулярных систе-
мах пространственно-временной обработки сиг-
налов.
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1. РАЗНОВИДНОСТИ АНАЛИЗИРУЕМЫХ 
ОЦЕНОК

А. Положительно определенная эрмито-
ва КМ является теплицевой, если все элемен-
ты, расположенные на одной диагонали, равны 
между собой [15]. Теплицева M M×  КМ (ТКМ) 
Ф = ={ } ,ϕ ij i j
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и полностью определяется элементами ρi  
( , )i M∈ −0 1  первого (последнего) столбца – ав-
токорреляционной последовательностью (АКП) 
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M

0
1  равноотстоящих отсчетов соответ-

ствующего стационарного процесса. 
Ниже полагается, что априори неизвестная 

M M×  ТКМ Ф = ={ } ,ϕ ij i j
M

1  гауссовых выходных 
сигналов M  пространственных (временных) ка-
налов приема оценивается по классифицирован-
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с нулевым вектором средних значений и с ис-
комой ТКМ Ф . Здесь и далее черта сверху и (*) 
– символы статистического усреднения и эрми-
тового сопряжения соответственно.

Б. Резервы повышения эффективности об-
работки по заданному критерию, связанные с 
использованием “теплицевых” алгоритмов оце-
нивания КМ, определяются тем выигрышем, 
который они могут обеспечить по сравнению с 
оценками, не учитывающими эту специфику, 
либо учитывающими ее только частично.
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К числу таких оценок можно отнести сле-
дующие.

10. Выборочная КМ 
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В условиях (1) и K M≥  она представляет со-
бой оценку максимального правдоподобия (МП 
оценку) КМ общего вида (КМ ОВ) [6, 16–20].

При K M<  оценка (2) вырождена, поэтому 
процедуры адаптации, связанные с вычислени-
ем тех или иных функций матрицы, обратной ей, 
при такой выборке не определены. 

20. “Диагонально регуляризованная” (diago-
nal loading (dl)) выборочная КМ [21–24]

 
Ф Фdl Mc c= ⋅ + >1 1 0I , ,                   (3)

невырожденная и положительно определенная 
(п.о.)  уже при K ≥1 .

30. Персимметричная оценка 
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Здесь П  – симметричная M M×  матрица 
перестановок с единицами на побочной диаго-
нали; (~) и (T) – символы комплексного сопряже-
ния и транспонирования соответственно.

В условиях (1) 30 представляет собой МП оцен-
ку персимметричной (симметричной относитель-
но побочной диагонали) КМ (ПКМ) [12, 13, 25, 26]. 
ТКМ одновременно является ПКМ, в связи с чем 
оценка 30 частично учитывает специфику ТКМ. 
Она положительно определена уже при K M≥ / 2 ,  
поэтому для формирования функций матрицы, об-
ратной 30, требуется вдвое меньший объем обучаю-
щей выборки, чем на основе оценки 10.

40. Диагонально регуляризованная персим-
метричная оценка 

 
Ф Фdl Mc cП П= ⋅ + >2 2 0I ,                  (5)

со скалярным параметром регуляризации c2 0> , 
невырожденная и п.о. при любых K ≥1 .

МП оценки теплицевых КМ являются реше-
ниями нелинейных матричных уравнений, зам-
кнутые выражения которых в общем случае отсут-
ствуют [7]. В связи с этим в литературе предложено 
много других “теплицевых” оценок, которые мож-
но условно разделить на “прямые” и “косвенные”.

В. К прямым мы относим методы, в которых 
оценочная ТКМ строится путем того или иного 
преобразований в “теплицевы” МП оценок 10–40.

Примерами таких оценок служат следующие.
50. Элементы 
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эрмитовой теплицевой оценки 
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элементам оценочной АКП
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в роли которой используется первый столбец [8] 
оценочных матриц 10 или 30. Здесь и ниже em  – 
m  й ( , )m M∈1  столбец единичной M M×  ма-
трицы IM .

Оценка (6) асимптотически (при K →∞ ) не-
смещена и состоятельна, однако не является га-
рантированно положительно определенной.

60. Элементы теплицевой оценки 


ФT  вновь 
строятся по (6а), но элементами 

ρi  определяющей 
АКП служат средние арифметические значения 
элементов i й диагонали оценок 10 – 40 [2, 8, 9]:
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Соответствующая оценка ТКМ также асим-
птотически несмещена и состоятельна, но гаран-
тированно положительно определена только при 
M = 2 .

70. В (6а) элементами 
ρi  определяющей АКП 

служат средние арифметические значения эле-
ментов i й диагонали оценок 10 – 40, взвешен-
ные окном Бартлетта [2, 9]:
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Оценочная ТКМ в этом случае гарантиро-
ванно положительно определена, но даже асим-
птотически ( K →∞ ) смещена [2, 27]. 

К группе “прямых” можно отнести и метод 
“обратных итераций” (ОИ), предложенный в [7] 
для действительных и обобщенный в [47] на ком-
плексные КМ. Он заключается в рекуррентном 
отыскании решения нелинейного матричного 
уравнения, корнем которого является МП оцен-
ка ТКМ. Каждое новое приближение строится по 
“базовым” оценкам 10 или 20 и матрице, обратной 
приближению предыдущего шага. В качестве на-
чального приближения может использоваться 
любая п.о. эрмитова теплицева матрица, в роли 
которой в [7] выступает единичная.

Для краткости метод ОИ далее обозначается 
80.

Г. В “косвенных” методах в роли непосред-
ственно оцениваемых по обучающей выборке (1) 
выступают не элементы АКП, а параметры тех 
или иных представлений ТКМ, в частности, па-
раметры обратной ей матрицы или сомножители 
ее факторизованного представления, часто более 
удобного для решения различных задач адаптив-
ной обработки [4, 11]. 

К методам этой группы можно отнести:
90. Метод Ю.И. Абрамовича, Д.З. Арова, В.Г. 

Качура (ААК) [10]. В нем используется известная 
формула Гохберга – Семенцула восстановления 
матрицы, обратной ТКМ, по ее первому столбцу 
[3, 15, 28 – 30]. В роли этого столбца использует-
ся первый столбец матриц, обратных оценкам 10 
– 40, если корни полинома, коэффициентами ко-
торого являются элементы этого столбца, лежат 
внутри единичного круга. Если среди них есть 
корни, лежащие вне единичного круга, то они за-
меняются обратными им (лежащими внутри еди-
ничного круга), после чего обратная матрица вос-
станавливается по формуле Гохберга-Семенцула 
по коэффициентам нового полинома со всеми 
корнями, лежащими внутри единичного круга.

УЧЕТ АПРИОРНОЙ ИНФОРМАЦИИ В АЛГОРИТМАХ АДАПТАЦИИ
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100. Оценивание методом Берга [5, 31] коэф-
фициентов “частной” корреляции, выступаю-
щих в роли параметров адаптивных решетчатых 
фильтров (АРФ) [5, 11, 32] с “заполненными” 
треугольными матричными импульсными ха-
рактеристиками (МИХ), которые полагаются 
множителями Холецкого матрицы, обратной ис-
комой оценке теплицевой КМ.

110. Оценивание параметров АРФ по алго-
ритму 100, но на основе регуляризованной обу-
чающей выборки, образованной дополнением 
обучающей выборки Y y={ } =i i

K
1  (1) столбцами 

матрицы-регуляризатора [11, 32].
120. “Ленточная” регуляризация оценки об-

ратной матрицы за счет настройки по “тепли-
цевому” алгоритму 100 только zz M<  ступеней 
АРФ [11, 33, 34]. 

130. Комбинированная “ленточно-диаго
нальная” регуляризация оценки обратной ма-
трицы по алгоритму 120, примененному к регуля-
ризованной обучающей выборке 110. 

Перечисленные методы не исчерпывают 
весь арсенал предложенных к настоящему време-
ни методов оценивания теплицевых КМ. Однако 
в силу ограниченности объема статьи ниже мы 
ограничиваемся сравнением приведенных.

2. МЕТОДИКА СРАВНИТЕЛЬНОГО АНАЛИЗА 

А. Полученные в п.1 оценки 


Ф  ТКМ или ма-
трицы 

�
ΨΨ, аппроксимирующую обратную к ней, 

используются для формирования весового век-
тора (импульсной характеристики (ИХ))

� �
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адаптивного фильтра, реализующего преобразо-
вание

p = ⋅∗u r
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1  с теплицевой КМ Ф (1) и, воз-

можно (при γ =1 ), полезного гауссового сигна-
ла s x={ } = ⋅=si i

M
1 β , x ={ } =xi i

M
1 , β~ ,CN h0( )  [6, 35, 

36]. 
В качестве показателя эффективности срав-

ниваемых методов используется зависимость от 
объема K  обучающей выборки (1) случайной ве-
личины [37]
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имеющей смысл потерь выходного отношения 
сигнал/(помеха + шум) (ОСПШ) адаптивного 
фильтра по сравнению с его максимальным зна-
чением µ , которое в гипотетической ситуации 
точно известной КМ помехи Ф = −ΨΨ 1 обеспечи-
вается оптимальным весовым вектором r x= ⋅ΨΨ .

Б. Потери (10) рассчитываются для помех с не-
прерывными и дискретными спектрами s( )f , свя-
занными с КМ равенством Винера – Хинчина [6]
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π 
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– вектор эквидистантных отсчетов гармоники с 
нормированной (временной, пространственной) 
частотой f  . , .∈[ ]0 5 0 5 . 

В обоих случаях рассматриваются помехи со 
спектрами и теплицевыми КМ вида

s snorm Mf f( ) = + ⋅ ( ) = + ⋅1 η η, Ф I ρρ ,      (11в)

в которых первые слагаемые – спектр и КМ не-
коррелированных собственных шумов M  кана-
лов приема с одинаковой (единичной) дисперсией 
(мощностью), η  – относительная (по отноше-
нию к этим шумам) мощность внешней помехи, 
snorm f( )  – ее спектр, нормированный условием

s dnorm f f( ) =
−
∫
1 2

1 2
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– M M×  матрица коэффициентов взаимной кор-
реляции помех M  каналов приема.

Внешние помехи с непрерывными спектрами
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аппроксимируются процессами авторегрессии 
(АР) порядка p ≥1  с параметрами βi  и нормиру-
ющей из условия (12а) константой c0  [6, 38, 39].

Помехи с дискретными спектрами вида
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в силу (11) и (12) имеют КМ вида
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и соответствуют совокупности n  комплексных 
гармоник с нормированными частотами (про-
странственными, временными) fi  и относитель-
ными интенсивностями h i ni , ,∈1 . При модели-
ровании источники этих помех располагались 
в “направлениях” максимумов первых боковых 
лепестков согласованной характеристики на-
правленности системы приема. В рассматривае-
мых “регулярных” системах КМ (11) и (14б) эр-
митовы и теплицевы [40].
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3. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ  
МОДЕЛИРОВАНИЯ

А. На рис. 1 для “прямых” алгоритмов 10, 30, 50 

– 70 показаны зависимости критерия (10а) от объ-
ема K  обучающей выборки (1) в условиях помех 
с относительной интенсивностью η = 50 дБ с экс-
поненциальной (ЭКФ) (а) и гауссовой (ГКФ) (б) 
корреляционными функциями (КФ) с коэффи-
циентом корреляции смежных отсчетов ρ = 0 99. ,  
полученные усреднением результатов NA =100  

независимых испытаний. Номерами 51
0

 и 53
0  здесь 

обозначен алгоритм 50, построенный по МП оцен-
кам КМ ОВ (2) и ПКМ (4) соответственно. 

 а                                                       б

Рис. 1. Быстродействие оценок 10, 30 и 50 – 70

Как следует из этого рисунка, потери в 
ОСПШ адаптивного фильтра независимо от вида 
КФ для оценок 10 и 30 не превосходят 3 дБ (входят 
в “3 дБ зону”) при выборках объема K M≈ ⋅ −2 3  

и K M≈ −1  соответственно, что полностью со-
гласуется с теорией [14, 37] и свидетельствует о 
правильности используемой методики модели-
рования.

Зависимость энергетических потерь χ  (10а) 
от объема выборки K  (далее для краткости – 
энергетическое быстродействие) при использова-
нии оценок 50 и 60 имеет резко флуктуирующий 
характер. Причина этого – отмечавшееся выше 
отсутствие гарантии положительной определен-
ности соответствующих оценочных ТКМ при 
произвольных значениях K . За счет этого сред-
нее значение оценочного ОСПШ χ  даже ниже, 
чем на основе оценок 10 или 30, в которых специ-
фика КМ игнорируется либо учитывается только 
частично. В связи с этим простейшие алгоритмы 
“теплицизации” 50, 60 практически непригодны 
для решения рассматриваемой задачи.

Переход к гарантированно положительно 
определенной оценке 70 практически устраняет 
флуктуации χ ( K ) (10) при любых K ≥1  и для 
помех с ЭКФ ( p =1)  обеспечивает почти предель-
ное значение χ ( K ) уже при K =1  (рис. 1, а). Од-
нако по мере роста порядка аппроксимирующего 
входного АР-процесса соответствующие значе-
ния χ ( K ) из-за смещенности оценки 70 умень-
шаются и могут быть существенно меньше, чем 
при использовании оценок 10 или 30 (рис. 1, б).  
В связи с этим эту оценку можно также считать 
практически непригодной.

Б. На рис. 2 показаны результаты испытаний 
метода ОИ [7, 47] (алгоритм 80) в условиях помех 
с относительной интенсивностью η = 50 дБ с не-
прерывным спектром и ГКФ с коэффициентом 
корреляции ρ = 0 99.  (а, б), и в условиях помех с 
η = 30  дБ, создаваемых n = 4  точечными источ-
никами (в, г). 

Штриховыми линиями показаны зависимо-
сти χ ( K ) для оценок 10, 30 и 80 , сплошными – 
для регуляризованных оценок 20, 40 и 80  с пара-
метрами регуляризации c c1 2 1= = .

 а                                                       б

 в                                                       г

Рис. 2. Быстродействие методов 10 – 40, 80

Как следует из приведенных рисунков, пере-
ход от оценок 10 к 30 и от 20 к 40, учитывающий 
персимметрию ТКМ, примерно удваивает бы-
стродействие, что полностью согласуется с ана-
литическими результатами [14, 41]. В свою оче-
редь переход от МП оценок 10 КМ ОВ  и оценок 
30 ПКМ к их регуляризованным разновидностям 
20 и 40 в условиях n  точечных источников по-
мех обеспечивает вход в “3 дБ зону” потерь за 
K n≈ ⋅2  и K n≈ обучающих выборок, что также 
согласуется с теорией [22, 23].

Еще более высокое быстродействие обеспе-
чивает метод ОИ (оценка 80). Причина этого свя-
зана с большей по сравнению с предыдущими ме-
тодами полнотой учета в нем специфики ТКМ.

К сожалению, этот метод малопригоден для 
практического использования из-за большой 
вычислительной сложности, порожденной необ-
ходимостью на каждом шаге рекуррентной про-
цедуры обращать матрицу размера M M× . 

Приведенные результаты в целом позволяют 
заключить, что все рассмотренные “прямые” ме-
тоды “теплицизации” МП оценок КМ ОВ и ПКМ 
или их регуляризованных модификаций практи-
чески нецелесообразны для реализации из-за низ-
кой эффективности или высокой сложности.

УЧЕТ АПРИОРНОЙ ИНФОРМАЦИИ В АЛГОРИТМАХ АДАПТАЦИИ
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Перейдем поэтому к “косвенным” методам.
В. На рис. 3 показаны результаты испытаний 

алгоритма ААК 90  в условиях рис. 2, б, г. Нижним 
индексом при номере 90  указываются оценки 10 – 
40  матриц, обращаемых для получения определя-
ющего столбца, по элементам которого строится 
оценка матрицы, обратной ТКМ (см. п. 1. Г). 

 а                                                       б

 в                                                      г

Рис. 3. Быстродействие метода ААК 90

Видно, что быстродействие алгоритма 90 
выше, чем быстродействие его “источников”. 
Как показано в [15], выигрыш по сравнению с 
“источниками” теоретически тем больше, чем 
больше корней полинома, сформированного из 
элементов первого столбца матрицы, обратной 
10 – 40, требуется модифицировать.

Тем не менее, этот метод не превосходит 
по быстродействию метод ОИ 80 и также слиш-
ком сложен для практической реализации из-за 
необходимости отыскивать корни полиномов  
M  й степени, модифицировать их и затем вы-
числять коэффициенты полиномов по их моди-
фицированным корням.

Г. На рис. 4 показаны результаты испытаний 
в условиях рис. 2 “косвенного” алгоритма 100 на 
основе АРФ [11, разд. 3.1.3]. Здесь он сравнивает-
ся с алгоритмами 10 , 30  на основе МП оценок КМ 
ОВ и ПКМ, а также с лучшим из рассмотренных 
выше алгоритмом ОИ 80. 

Видно, что при относительно малом числе 
каналов приема M = 8  (а, в) алгоритм 100 на осно-
ве “теплицевого” АРФ [5, 11, 32] практически не 
уступает алгоритму ОИ 80, а по мере увеличения 
их числа (б, г) становится даже более эффектив-
ным (быстродействующим) при несравненно 
меньшей вычислительной сложности.

 а                                                       б

 в                                                      г

Рис. 4. Быстродействие алгоритма 100 на основе АРФ

Д. На рис. 5 показаны результаты сравнения 
“косвенных” алгоритмов 100 – 130 в условиях рис. 
4 при настройке zz M<  ступеней “ленточных” 
АРФ (для алгоритмов 120, 130) [11, разд. 3.2. Б, Г]. 
Нижний индекс у номеров алгоритмов 110 и 130 
указывает значение параметров диагональной 
регуляризации обучающих выборок, использую-
щихся для настройки АРФ (см. п. 1.Г).

 а                                                       б

 в                                                      г

Рис. 5. Быстродействие методов 100 – 130  
на основе АРФ

Семеняка А.В., Рачков Д.С., Леховицкий Д.И. О методах оценивания теплицевых корреляционных матриц в задачах ...
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Видно, что “ленточные” алгоритмы 120, 130 
практически не уступают  более  сложным  алго-
ритмам 100–110, но могут быть и более эффектив-
ными, в частности, при низком порядке входного 
АР-процесса (а) [11, 34, 42–45]. При этом выбор 
как диагональных регуляризаторов, так и шири-
ны ленты (числа настраиваемых ступеней АРФ) 
не особенно критичен, и может быть обоснован 
по методике [24, 44].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенный сравнительный анализ пока-

зывает, что существующие методы учета априор-
ной информации о теплицевости корреляцион-
ных матриц (КМ) помех на выходах регулярных 
систем пространственно-временной обработки 
сигналов существенно неравноценны по эффек-
тивности (быстродействию). В частности, рас-
смотренные “прямые” методы, в которых оце-
ночные теплицевы КМ строятся путем того или 
иного преобразования нетеплицевых оценочных 
КМ, например, МП оценок КМ общего вида или 
персимметричных КМ, практически непригодны 
для использования из-за низкой эффективности 
(по критерию (10)) или высокой сложности. 

Из “косвенных” методов, в которых в роли 
непосредственно оцениваемых выступают не эле-
менты автокорреляционной последовательности 
(АКП), а параметры тех или иных представлений 
ТКМ, практически наиболее целесообразны те, 
в которых оцениваются сомножители фактори-
зованного представления Левинсона матрицы, 
обратной ТКМ, реализующиеся в адаптивных 
решетчатых фильтрах (АРФ). Из нескольких ва-
риантов таких методов более просты, а в неко-
торых случаях – и более эффективны алгоритмы 
120, 130 ленточно-диагональной регуляризации, 
реализуемые простым ограничением числа на-
страиваемых ступеней АРФ [11, 46].

Такая регуляризация полезна не только в 
случае ТКМ входных воздействий, но и для за-
дач STAP с произвольными КМ (c произвольной 
структурой каналов приема) [24, 32, 33]. 
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УДК 621.396.965.621.391.26
Про методи оцінювання теплицевих кореляційних 

матриць в задачах просторово-часової обрабоки сигна-
лів / А.В. Семеняка, Д.С. Рачков, Д.І. Леховицький // 
Прикладна радіоелектроніка: наук.-техн. журнал.  – 
2011. Том 10. № 4. – С. 441-447.

Порівнюється ефективність різних методів оціню-
вання теплицевих кореляційних матриць в “регуляр-
них” системах просторово-часової обробки сигналів. 
Показується, що за критерієм “швидкодія – обчис-
лювальна складність” найбільш ефективні методи, що 
передбачають оцінювання частинних коефіцієнтів ко-
реляції вхідних процесів на основі адаптивних решіт-
частих фільтрів.

Ключові слова: швидкість збіжності, теплицева ко-
реляційна матриця, оцінка максимальної правдоподіб-
ності, реґуляризація, адаптивний решітчастий фільтр.
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UDC 621.396.965.621.391.26
About Toeplitz covariance matrix estimation methods for 

problems of adaptive space-time signal processing / A.V. Se-
meniaka, D.S. Rachkov, D.I. Lekhovytskiy // Applied Radio 
Electronics: Sci. Journ. 2011. Vol. 10. № 4. – P. 441-447.

Efficiency of various Toeplitz covariance matrix esti-
mation methods for “regular” systems with space-time sig-
nal processing is compared. It is shown that methods with 
an estimation of input processes partial correlation coeffi-
cients based on adaptive lattice filters are the most efficient 
in “convergence rate – computational complexity” criteria 

among the considered ones.
Keywords: convergence rate, Toeplitz covariance ma-

trix, maximum likelihood estimate, regularization, adaptive 
lattice filter.
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