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ВВЕДЕНИЕ

Важнейшим показателем эффективности 
адаптивных систем обработки сигналов на фоне 
помех является быстродействие, которое харак-
теризуется временем, необходимым для того, 
чтобы показатели качества обработки по задан-
ному критерию были близки к предельно воз-
можным в отсутствие априорной неопределен-
ности. При дискретной (цифровой) обработке, 
рассматриваемой ниже, мерой быстродействия 
служит объем обучающей выборки, требуемый для 
решения этой задачи.

Достижимый уровень быстродействия в 
условиях параметрической априорной неопреде-
ленности зависит в первую очередь от размерно-
сти вектора (матрицы) неизвестных параметров, 
подлежащих оценке в процессе адаптации [1, 7]. 
Поэтому любая достоверная априорная инфор-
мация об особенностях конкретной системы, 
позволяющая снизить размерность либо указы-
вающая на наличие тех или иных связей между 
оцениваемыми параметрами, как правило, соз-
дает предпосылки для ускорения процесса адап-
тации. Наглядный пример этого – существенный 
выигрыш в быстродействии, обеспечиваемый 
заменой оценки максимального правдоподобия 
(МП оценки) корреляционной матрицы (КМ) Ф 
нормальной помехи [2, 3]
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при формировании вектора весовой обработки
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пространственного (временного) фильтра 
М-мерного сигнала x = ={ }x M

  1 . 

Здесь yi
i My= ={ }( )
  1  – М-мерный вектор ком-

плексной огибающей i-й обучающей выборки,  
k – объем выборки, I – единичная матрица, b > 0 –  
скалярный параметр регуляризации, 

� �
ΨΨ ΦΦk k= −1  – 

матрица, обратная оценочной корреляционной 
матрице помех, (*) – знак эрмитового сопряже-
ния.

Как отмечалось в [5, 6], указанный выигрыш 
может рассматриваться как результат использо-
вания априорной информации о наличии в по-
мехе наряду с коррелированной компонентой и 
белого шума, причем (2) представляет собой одну 
из возможных форм учета этой информации.

В целом ряде характерных для практики слу-
чаев объем априорной информации может быть 
большим, при этом появляется возможность для 
дальнейшего ускорения процесса адаптации (3) 
по сравнению с “предельно быстродействующи-
ми” [6] процедурами на основе (2), в которых эта 
дополнительная информация не используется. В 
работах [7, с.175], [8, 9] с этой целью предложены 
отличные от (1), (2) выборочные оценки тепли-
цевых матриц, к классу которых относятся кор-
реляционные матрицы стационарных помех в 
системах с регулярной пространственной и (или) 
временной структурой (эквидистантных линей-
ных антенных решетках из идентичных излуча-
телей, системах междупериодной обработки па-
чечного сигнала при фиксированных интервалах 
зондирования и т.д.). Эти оценки, однако, прак-
тически непригодны, поскольку не гарантируют 
неотрицательную определенность выборочных 
корреляционных матриц при M > 2  и конечном 
объеме выборки k . Аналогичная задача решалась 
в [10], где методом максимального правдоподо-
бия получена выборочная оценка, неотрицатель-
но определенная при произвольных k ≥1 . При 
выводе этой оценки была использована, однако, 
не вся специфика теплицевых матриц (равенство 
всех элементов, лежащих на одной диагонали), 
а лишь симметрия такой матрицы относительно 
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побочной диагонали – так называемая персим-
метрия [11]. Поэтому полученная в [10] оценка не 
отличается от оценки [18] персимметричных ма-
триц, соответствующих более широкому классу 
систем с центральной симметрией расположения 
пространственных (временных) каналов приема, 
частным случаем которых являются регулярные 
структуры, и в то же время далеко не полностью 
реализует возможности, вытекающие из указан-
ной регулярности. В последнем случае наиболее 
приемлемы адаптивные решетчатые фильтры 
[12, 19] и методы, анализируемые в [13].

Кроме того, обсуждаемый в [10, 18] вариант 
оценки персимметричных матриц не единстве-
нен и допускает модификации с меньшей вы-
числительной сложностью. Цель данной статьи 
– сравнить различные варианты оценок персим-
метричных КМ.

1. МП ОЦЕНКА ПЕРСИММЕТРИЧНОЙ КМ

А. Эрмитова матрица Ф = ={ } ,fi i
M

  1  персимме-
трична (симметрична относительно побочной 
диагонали), если выполняются равенства

П Ф П П Ф П Ф⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = = + − + −
T ~

,,    f fi M M i 1 1 ,  (4)

представляющие собой математическое опреде-
ление персимметрии.

Здесь П – ортогональная симметричная ма-
трица перестановок ( , ),ПП П П= = −I   1 содержа-
щая единицы на побочной диагонали и нули в 
остальных позициях, (т) и (~) – символы транс-
понирования и комплексного сопряжения соот-
ветственно.

К классу таких матриц относятся, в частно-
сти, корреляционные матрицы излучений внеш-
них точечных источников на выходах антенной 
системы с идентичными амплитудными харак-
теристиками каналов приема, симметрично рас-
положенных относительно ее геометрического 
центра.

Принципиальная возможность ускорить 
процесс адаптации в этом случае связана с тем, 
что для полного задания такой матрицы доста-
точно оценить  ( ) / /M M M2 22 4 4+ ≈  ее параме-
тров (элементов), т.е. примерно вдвое меньше, 
чем в случае эрмитовой матрицы общего вида.

Б. МП оценка персимметричной КМ, впер-
вые полученная в [18], имеет вид
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где нормирующая константа ck  (равная ( / )1 2k ) 
не влияет на результирующее отношение “сигнал 
/ (помеха + шум)” и в дальнейшем опущена.

По сравнению с оценкой (1) здесь допол-
нительно присутствует вторая матрица, пред-
ставляющая собой результат поворота первой 
относительно побочной диагонали. За счет 
этого матрица 


Фk

мп (5) в целом неотрицательно 
определена и персимметрична на произвольном 

шаге при в общем случае неперсимметричных 
матрицах-слагаемых.

Матрица (5) при k M< / 2  вырождена и, сле-
довательно, не имеет обратной, поэтому отыска-
ние обратной матрицы для оценки (5) возможно 
не ранее, чем после накопления M / 2  выборок 
помехи.

Очевидно, что получить оценку обратной 
матрицы и вектора весовой обработки r (3) и при 
k M< / 2  здесь также можно за счет регуляриза-
ции в соответствии с (2) оценки (5). Последую-
щее рекуррентное обращение регуляризованной 
оценки возможно на основе известной формулы 
Дуайра и Уо, использованной и в [4, 14] при об-
ращении (2).

Применительно к (5) формула для расчета  �
ΨΨk (при ck =1 ) может быть записана виде 

�
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F y yk k k k= + ⋅−Ф 1

*  совпадает с 
МП оценкой КМ общего вида (1) (с точностью 
до несущественного с точки зрения отношения 
“сигнал / (помеха + шум)” множителя). При 
этом
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В. Как следует из (6), оценка матрицы 
�
ΨΨk 

получается в результате коррекции оценки ма-
трицы, обратной КМ общего вида (7), за счет 
повторного использования выборки yk , но в «пе-
ревернутом» виде ( Пyk

~ ). Поскольку (см., напри-
мер, [15], с.631),

y y y yk k k k( )~ * TП П 0= =
(черта сверху обозначает операцию статисти-
ческого усреднения), то «прямая» ( )yk  и «пере-
вернутая» П yk

~  выборки некоррелированы и, 
в силу нормальности, независимы. Поэтому 
предписываемое (6), (7) двойное использование 
каждой выборки эквивалентно удвоению числа 
независимых выборок по сравнению с (2). Ука-
занное удвоение количественно характеризует 
качественный вывод [10] о возможности “суще-
ственно увеличить скорость адаптации” за счет 
использования оценки (5) вместо (1) в системах 
с центральной симметрией.*)

Г. На рис. 1 приведены результаты матема-
тического моделирования процесса адаптации 
20-элементной эквидистантной линейной ан-
тенной решетки при воздействии внешних помех 
от четырех (сплошные кривые) и девяти (штри-
ховые кривые) точечных источников, относи-
тельные угловые положения которых показаны 
треугольниками. Цифры над ними – мощность 
соответствующей помехи (в дБ) по отношению 

*) Это утверждение недостаточно  корректно, на что 
впервые было указано в [20] и впоследствии учтено в [21]  
(примечание редактора).

УЧЕТ АПРИОРНОЙ ИНФОРМАЦИИ В АЛГОРИТМАХ АДАПТАЦИИ
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к мощности собственных шумов приемных эле-
ментов. Кривые 1 соответствуют адаптации на 
основе оценок (6), (7), кривые 2 – регуляризо-
ванным алгоритмам [5, 6] для КМ общего вида, 
которые соответствуют (3), (7) при отождест-
влении 


Fk
−1  с 

�
ΨΨk. В обоих случаях в качестве на-

чальной использована единичная матрица 
�
ΨΨ0 = I.  

Результаты даны в виде зависимости среднего 
значения коэффициента использования энергии 
K э  полезного сигнала [3, 4] от объема обучаю-
щей выборки k .

Рис. 1. Зависимость значения K э   
от объема выборки k

Приведенные результаты подтверждают вы-
вод об удвоении скорости адаптации на основе 
оценки (6), (7) по сравнению с регуляризованны-
ми алгоритмами общего вида, не использующи-
ми специфику структуры корреляционной ма-
трицы. Аналогичные результаты получены и при 
сопоставлении этих алгоритмов применительно 
к центрально-симметричным ФАР другой кон-
фигурации, в частности, двумерным (плоским).

2. РАЗНОВИДНОСТИ МП ОЦЕНОК  
ПЕРСИММЕТРИЧНЫХ КМ

А. Оценим вычислительную сложность алго-
ритма (6), (7) и возможности его упрощения, огра-
ничиваясь только оценкой числа операций умно-
жения как наиболее сложных. В качестве «точки 
отсчета» примем число 1 5 2 5 1 52 2. . .M M M+ ≈  
умножений, соответствующее расчету по (7) при 
отождествлении 

�
ΨΨk с 


Fk
−1 , т.е. число умножений 

при рекуррентном обращении оценки (2) КМ 
общего вида.

Прежде всего отметим, что для вычисления 
вектора wk , задающего матрицу 

�
ΨΨk (6), не требу-

ется умножать матрицу 

Fk
−1  (7) на вектор Пyk

~  и, 
следовательно, затрачивать на это M 2  комплекс-
ных умножений. Действительно, в силу (7),

w y v y v y vk k k k k k k k= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅−

�
ΨΨ 1 1П П~ * ~ *( ).

Но матрица 
�
ΨΨk−1, как обратная к персимме-

тричной, также персимметрична, что непосред-
ственно следует из (4). Поэтому Ψ Ψk k− −⋅ = ⋅1 1П П ~ ,  
откуда

w v v y v y vk k k k k k k= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅( )П П~ * ~ *( )1 ,        (8)

и, следовательно, вектор wk  можно получить не-
посредственно из vk  (7), затратив только 2 1M +  
умножений ( M +1 – на вычисление скалярного 
множителя при vk  (8) и M  – на умножение его 
на вектор vk ).

В связи с этим, учитывая эрмитовость и пер-
симметрию матрицы 

�
ΨΨk (6), можно ограничиться 

расчетом только M M M( ) / /+ ≈2 4 42  элементов 
в каждой из матриц-вычитаемых в (6), (7). Общее 
число комплексных умножений для расчета 

�
ΨΨk 

(6) в этом случае составит 1 5 5 1 52 2. .M M M+ ≈ , 
т.е. практически столько же, сколько при реали-
зации «более медленного» алгоритма (7) обраще-
ния оценки матрицы общего вида. 

Б. Алгоритм оценки матрицы 
�
ΨΨk  можно 

упростить при полном сохранении быстродей-
ствия, если из каждого выборочного вектора 
комплексных амплитуд yi  формировать два свя-
занных с ним вектора:

y y y y y yΣ ∆i i i i i i= + = −П П~ ~,      .              (9)

Суммарный вектор yΣi , для которого 
П⋅ =y yΣ Σi i

~ , назовем персимметричным, а раз-
ностный y∆i , для которого П⋅ = −y y∆ ∆i i

~  – анти-
персимметричным. Каждый из этих векторов 
полностью определяется половиной своих ком-
понент, поскольку

y y y y y yΣ Σ Σ ∆ ∆ ∆i bi b bi i bi b bi
T T ~ T T T ~ T{ ,( ) }, { , ( ) }= ⋅ = − ⋅П П .(10) 

Здесь через yΣbi  и y∆bi  обозначены M / 2
-мерные векторы – «верхние» половины векто-
ров yΣi  и y∆i  (9) соответственно, через П b  – ма-
трица П  порядка M / 2 .*)

Введем теперь матрицы
 
s y y L y yk i i

i

k

k i i
i

k

= ⋅ = ⋅
= =
∑ ∑Σ Σ ∆ ∆

* *,
1 1

   .            (11)

Их сумма на основании (9) с точностью до 
несущественного коэффициента 2 совпадает с 
МП оценкой (5), что позволяет заменить ее на 
оценку

  
Фk k k= +s L .                           (12)

В отличие от (5) здесь персимметрична 
не только матрица 


Фk  но и каждая из матриц-

слагаемых. Действительно,

П П П П
 
s y y y y sk i i

i

k

i i
i

k

k
T ~ T *⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =

= =
∑ ∑Σ Σ Σ Σ

1 1

,

что в силу (4) и означает персимметрию 

s k . Пер-

симметрия матрицы 

Lk  показывается аналогич-

но.
Переписав (12) на основании (11) в виде

 
Ф Фk k k k k k= + ⋅ + ⋅−1 y y y yΣ Σ ∆ ∆

* *            (13)

и обозначая 


Фk k k− + ⋅1 y yΣ Σ
*  через 


FΣk , для матри-

цы 
� �
ΨΨ k k= −Ф 1  получим

*) Для простоты записи рассматривается случай четных 
M. Обобщение для нечетных M достаточно очевидно. 
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� � � �
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k k
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⋅

+ ⋅
= −

⋅

+
− −

−F
v v

y v
F

v v

yΣ
∆ ∆

∆ ∆
Σ

Σ Σ

Σ

1 1
1

1 1

*

*

*

*
,  

⋅⋅ vΣk

, (14а)

v F y v y∆ ∆ ∆ Σk k k k k k= ⋅ = ⋅−
−

� �1
1,    ΨΨ .           (14б)

Алгоритм (14) по форме записи аналогичен 
(6), (7), но требует меньшего числа операций. 
Последнее связано с тем, что вектор vΣk  персим-
метричен, а вектор v∆k  – антиперсимметричен, 
что непосредственно следует из персимметрии 
матриц 

�
ΨΨk−1, 


F ∆k

−1  и вектора yΣk , и антиперсим-
метрии y∆k . Поэтому достаточно рассчитывать 
по (14б) только половину их компонент и, кроме 
того, выполнять в (14а) только те умножения, ко-
торые дают диагонали и поддиагональную часть 
блока (1,1) порядка M / 2  матриц-вычитаемых. 
Этих произведений достаточно для задания по-
бочной диагонали и поддиагональной части бло-
ка (2,1) порядка  M / 2  этих матриц и, следова-
тельно, для полного определения этих эрмитовых 
и персимметричных матриц. Общее число опера-
ций комплексного умножения в этом случае со-
ставит M M M2 21 5+ ≈. , т.е. примерно в полтора 
раза меньше, чем в алгоритме (6), (7).

В. Дальнейшее упрощение возможно за счет 
использования специфического свойства эрми-
товых персимметричных матриц, в силу которого 
они могут быть преобразованы в действительные 
путем невырожденного преобразования, причем 
преобразующие матрицы не зависят от преобра-
зуемых, а само преобразование не требует опера-
ций умножения.

Рассмотрим результат преобразования  
Ф Фпр = A A*  эрмитовой персимметричной ма-
трицы Ф, равный Ф ПФ Ппр = A A~ *. Потребуем, 
чтобы  Ф Фпр пр~=  или, что эквивалентно, чтобы

A A A A A AФ ПФ П ПФ П* ~ * ~ ~ T= ( ) = .     (15)

Справедливость (15) означает действитель-
ность преобразованной матрицы Фпр , которая, 
как следует из (15), обеспечивается любыми ма-
трицами преобразования A , удовлетворяющими 
условию

A A~ = П .                             (16)

Такому условию удовлетворяет широкий 
класс матриц, в частности, матрицы, представ-
ляющие собой произведение A Dh= ( )ν  диа-
гональной матрицы D  специального вида на 
действительную ортогональную симметричную 
матрицу Адамара h( )ν  [16], определенную для 
любых M = 2ν  ( ν = 0 1 2, , ,... ) и удовлетворяющую 
рекуррентному соотношению 

h
h h

h h
( )

( ) ( )

( ) ( )
ν

ν ν
ν ν

+ =
−









1

  

при начальном значении h( )0 1= .
Строки матрицы h( )ν  содержат только 1 или 

–1, причем любая строка hi ( )ν  ( i M∈1, ) являет-
ся либо симметричной ( h hi i( ) ( )ν ν⋅ =П ), либо 

антисимметричной ( h hi i( ) ( )ν ν⋅ = −П ). В матри-
це D  диагональный элемент соответствующей 
«симметричной» строки равен 1, а в антисимме-
тричной он равен j = −1 . Например, при M = 4   
( ν = 2 ) матрица преобразования A , удовлетво-
ряющая (16), равна

A =



















− −
− −

− −



















1

1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

j

j
 .            (17)

Аналогично строится матрица A  для произ-
вольных M = 2ν .

Оценочные матрицы (5), (12), как и матри-
ца Ф (4), эрмитовы и персимметричны, поэтому  
их можно преобразовать в действительные ука-
занным способом. Обозначим через z p qi i ij= +  
преобразованный выборочный вектор z A yi i= ,  
тогда преобразованная оценка (5) запишется в 
виде


Ф Фk k i i i i

i

k

i i
i

k
пр мп= ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅

= =
∑ ∑A A z z z z z z* * ~ T *Re

1 1

2 ,

которую с точностью до несущественного коэф-
фициента можно представить в рекуррентной 
форме
  

Ф Ф Фk k k k k k k k k
пр пр пр= + ⋅ = + ⋅ + ⋅− −1 1Re{ }* T Tz z p p q q , (18)

каждое слагаемое которой действительно и, кроме 
того, симметрично. Для матрицы 

� �
ΨΨ k k

пр пр= −( )Ф 1  
аналогично (6), (7), (14) получим

� � �
ΨΨ k k

k k

k k
k k k

пр= −
⋅

+ ⋅
= ⋅G

u u

q u
u G q�

T

T
�,1 1

1
    ;     (19а)

� � �
G

t t

p t
t pk k

k k

k k
k k k

�
T

T
,1

1 11
= −

⋅

+ ⋅
= ⋅− −ΨΨ ΨΨпр пр    .   (19б)

Требуемое число действительных умноже-
ний равно 3 52M M+  ( ≈ 0 74 2. M  комплексных), 
т.е. примерно вдвое меньше, чем при вычисле-
ниях по (6), (7).

Такого же числа операций достаточно в слу-
чае преобразования в действительную оценоч-
ной матрицы (12). Соответствующий алгоритм 
в точности совпадает с (18), (19), но в роли pk  
и qk  в этом случае выступают действительный 
вектор A yΣk  и мнимая часть чисто мнимого век-
тора A y∆k . Указанные свойства этих векторов  
( A y A yΣ Σk k= ( )~  и A y A y∆ ∆k k= −( )~ ) вытекают из 
соответственно персимметрии и антиперсимме-
трии векторов yΣk  и y∆k  и свойства (16) матрицы 
преобразования  A .

В рассматриваемом случае перехода к дей-
ствительным оценочным матрицам экономия в 
числе операций умножения достигается увели-
чением числа операций сложения-вычитания за 
счет преобразования выборочных векторов. Это 
увеличение, однако, незначительно, поскольку 
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преобразование Адамара может реализовываться 
хорошо известными «быстрыми» алгоритмами 
[16]. Не менее важно, что такое преобразова-
ние имеет самостоятельное значение в качестве 
одного из способов рационального диаграммоо-
бразования ФАР [17].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. В широком классе систем с центральной 

симметрией пространственных и (или) времен-
ных каналов приема имеется возможность вдвое 
повысить быстродействие адаптивной обработки 
сигналов на фоне нормальных внешних помех по 
сравнению с системами общего вида, в которых 
такая симметрия отсутствует. Указанная возмож-
ность базируется на использовании априорной 
информации о специфике структуры (персимме-
трии) корреляционной матрицы помех, что позво-
ляет примерно вдвое снизить размерность вектора 
параметров, оцениваемых в процессе адаптации. 
Реализующие такое быстродействие рекуррент-
ные регуляризованные алгоритмы адаптации на 
основе максимально правдоподобных оценок 
персимметричных матриц в вычислительном от-
ношении не сложнее, чем соответствующие ал-
горитмы для систем общего вида. Предложенные 
формы соответствующих оценок (12), (14), (18), 
(19) предпочтительнее известной (5), поскольку 
требуют в 1.5–2 раза меньшего объема вычисле-
ний. Кроме того, имеются определенные резервы 
для их дальнейшего упрощения. 

2. Для систем с регулярными пространствен-
но-временными каналами приема (частный слу-
чай центрально-симметричных систем) процесс 
адаптации может быть дополнительно ускорен за 
счет снижения до M  размерности вектора оце-
ниваемых параметров – одной строки (столбца) 
теплицевой корреляционной матрицы помехи 
или обратной к ней, полностью определяющих 
соответствующие матрицы. В этом случае ис-
пользование преобразования входных выборок 
матрицей A  (16) нецелесообразно, поскольку 
преобразованная матрица (15) нетеплицева и со-
ответствующие “теплицевы адаптивные решет-
чатые фильтры (АРФ)” неприменимы. В то же 
время входящие в виде составной части в алго-
ритмы настройки АРФ оценки типа (5), (13) мо-
гут быть полезными и при построении АРФ для 
двумерных и многомерных систем с регулярной 
структурой пространственно-временных кана-
лов приема. 
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УДК 621.396.96:621.391.26
Рекурентні алгоритми адаптивної обробки при цен-

тральній симетрії просторово-часових каналів прийман-
ня / В.І Зарицький., В.М. Кокин, Д.І. Леховицький, 
В.В. Саламатин // Прикладна радіоелектроніка: наук.-
техн. журнал.  – 2011. Том 10. № 4. – С. 423-428.

Розглядаються регуляризовані рекурентні алго-
ритми оцінювання кореляційних матриць зовнішніх 
перешкод і матриць, обернених до них, у системах із 
центральною симетрією просторових і (або) часових 
каналів приймання. Показується, що реалізовані на 
їх основі алгоритми адаптивної обробки забезпечують 
удвічі більш високу швидкодію відповідної системи, 
чим «гранично швидкодіючі» з відомих алгоритмів для 
систем з довільним розташуванням каналів прийман-
ня. Обговорюється обчислювальна складність алго-
ритмів оцінювання, пропонуються їх модифікації зі 
зниженим рівнем складності.

Ключові слова: адаптація, швидкодія, апріорна ін-
формація, кореляційна матриця, персиметрія, оцінки 
максимальної правдоподібності, обернення матриці, 
середні втрати, обчислювальна складність

Іл. 1. Бібліогр.: 21 найм.

UDC 621.396.965:621.391.26
Recurrent algorithms for adaptive processing under 

central-symmetrical space-time receiving channels / V.I. 
Zarytskiy,  V.N. Kokin,  D.I. Lekhovytskiy,  V.V. Salama-
tin// Applied Radio Electronics: Sci. Journ. 2011. Vol. 10. 
№ 4. – P. 423-428. 

The paper considers regularized recurrent algorithms 
for estimation of external interferences covariance matri-
ces and inverse ones in systems with central symmetry of 
spatial and (or) temporal receiving channels. It is shown 
that adaptive processing algorithms based on them provide 
twice as high convergence rate of an appropriate system 
as “extremely rapidly-convergent” algorithms out of the 
known ones for systems with arbitrary spacing of receiving 
channels. The computational complexity of estimation al-
gorithms is discussed, and their modifications with reduced 
complexity are proposed.

Keywords: adaptation, convergence rate, a priori infor-
mation, covariance matrix, persymmetry, maximum likeli-
hood estimate, matrix inversion, average losses, computa-
tional complexity.
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