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Введение

Вначале остановимся на интуитивном пони-
мании рациональных чисел. Рациональные числа 
можно наглядно представить как точки на пря-
мой. Нанесем на прямой, двигаясь слева направо, 
на равных расстояниях друг от друга бесконечный 
ряд точек 1, 2, 3,..., представляющих собой все на-
туральные числа. Слева от точки 1 наносим на том 
же расстоянии точку 0 (рис. 1).
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Рис. 1. Наглядное представление рационального числа

Разделим отрезок 0m, где m – какое-нибудь на-
туральное число, на n равных частей. Полученный 
отрезок откладываем вправо от точки 0, его правый 
конец интерпретируем как положительное рацио-
нальное число m/n. На рис. 2 на прямой нанесена 
точка 3/2, получаемая при m=3 и n=2.

-3/2         0           1   3/2  2           3

Рис. 2. Множество всех рациональных чисел

Точки, соответствующие всевозможным парам 
натуральных чисел (m, n), вместе взятые, образуют 
множество всех положительных рациональных чи-
сел. Откладывая полученный ранее отрезок влево 
от точки 0, получаем отрицательное рациональ-
ное число -m/n. На рис. 2 нанесена точка, соот-
ветствующая числу -3/2. Положительные и отри-
цательные рациональные числа, вместе с числом 
0, образуют множество всех рациональных чисел. 
Все натуральные числа являются также положи-
тельными рациональными числами. Сложение х+у 
рациональных чисел х и у определяем как присо-
единение справа к отрезку, представляющему чис-
ло х, сдвинутого отрезка, представляющего число 
у. Вычитание определяем как операцию, обратную 
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сложению. Умножение рационального числа m/n 
на натуральное p осуществляется его р-кратным 
сложением с самим собой. При умножении на -p 
полученный отрезок откладываем в противопо-
ложную от точки 0 сторону. Умножение m/n на ра-
циональное число p/q достигается умножением его 
на целое р с последующим делением полученного 
отрезка на q частей. Деление рациональных чисел 
определяем как операцию, обратную умножению. 
Полагаем, что х < у, если точка, представляющая 
рациональное число х, находится на прямой левее, 
чем точка, представляющая рациональное число у.

1. Положительные рациональные числа

Приступаем к формальному определению поня-
тия положительного рационального числа. Вводим 
множество всех положительных рациональных чи-
сел, которое обозначаем символом A. Полагаем, 
что множество N натуральных чисел с определен-
ными на нем операциями сложения и умножения 
и отношением строгого порядка уже выбраны. 
Вводим, далее, предикат R (x, y, z), определенный 
на N × N × A. Соответствующее ему отношение ин-
терпретируем как связь между натуральными чис-
лами x, y и положительным рациональным числом 
z = x/y. Числа x, y и z связывает уравнение yz = x.

Если z рассматривать как натуральное число, то 
это уравнение будет разрешимо относительно z не 
при любых натуральных x и y. Требуя, чтобы урав-
нение yz = x было разрешимо относительно z при 
любых натуральных x и y, мы, тем самым, расши-
ряем множество натуральных чисел до множества 
всех положительных рациональных чисел. Преди-
кат R (x, y, z) связывает положительное рациональ-
ное число z с породившей его парой натуральных 
чисел x, y.

Множество A и предикат R на N × N × A фор-
мально определяем следующими четырьмя свойс-
твами, называемыми аксиомами положительных 
рациональных чисел:
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включения
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Содержательно аксиома (1) означает, что если 
имеется натуральное число z, удовлетворяющее ус-
ловию yz = x, где x, y – произвольно выбранные на-
туральные числа, и положительное рациональное 
число z′, удовлетворяющее условию x/y = z′ (то есть 
уравнению yz′ = x), то z = z′. Таким образом, отоб-
ражение x/y = z′, когда x нацело делится на y, дает 
тот же результат, что и решение уравнения yz = x, 
относительно переменной z. Иными словами, если 
область определения переменной z предиката R (x, 
y, z) сузить до множества N, то предикат R (x, y, z) 
превратится в предикат P (y, z, x). Аксиома (2) озна-
чает, что предикат R (x, y, z) определяет некоторую 
функцию r (x, y) = z, r:N × N→A. То есть решение 
уравнения yz = x относительно z всегда существует 
и единственно в области положительных рацио-
нальных чисел. Функция r (x, y) запишется в виде 
дроби: r (x, y) = x/y. Равенство x/y = z означает то 
же самое, что и условие R (x, y, z) = 1. Аксиома (3) 
означает, что любое положительное рациональное 
число можно представить в виде дроби. Иначе го-
воря, функция r cюръективна. Аксиома (4) выра-
жает известное правило, определяющее равенство 
дробей: при любых натуральных x, x′, y, y′ значения 
дробей x/y и x′/y′ совпадают в том и только том 
случае, когда xy′ = x′y. Множество A, удовлетворя-
ющее аксиомам (1)÷(4), называется множеством 
положительных рациональных чисел. Предикат R (x, 
y, z) называется формирователем положительных 
рациональных чисел. Он ставит в соответствие каж-
дой паре натуральных чисел x, y единственное по-
ложительное рациональное число z = x/y.

Лемма 1. Для любых x, y, z∈N условия x = y, 
x + z = y + z и xz = yz равносильны. Также равносиль-
ны условия x < y, x + z< y + z и xz < yz.

Доказательство. Для любых x, y, z∈N выполнено 
в точности одно из условий x = y (а), x < y (б), y < x 
(в). В случае (а) для любого z∈N имеем x + z = y + z 
и xz = yz. Если верно (б), то существует x′∈N, такой 
что x + x′ = y и для любого z∈N (x + x′) + z = y + z, 
(x + z) + x′ = y + z, x + z < y + z, а также (x + x′) z = yz, 
xz + x′z = yz, xz < yz. Аналогично, в случае (в) для 
любого z∈N y+z < x+z и yz < xz. Поскольку перечис-
ленные случаи взаимно исключают друг друга и в 
совокупности исчерпывают все возможности, до-
казательство леммы завершено.

Лемма 2. Любое непустое множество натураль-
ных чисел содержит минимальный элемент.

Доказательство. Пусть М – непустое подмно-
жество множества N. Рассмотрим множество М1=
={х∈N|∀у∈N(у≤х ⊃ ¬М(y))}. Предположим, что в 
М нет минимального элемента. Тогда 1∈ М1 в силу 
условия ¬ М(1) (иначе 1 – минимальный элемент 
в М). Пусть теперь z∈М1. Тогда и (z+1)∈М1, так как 
иначе (z+1) будет минимальным элементом в М. 
Применяя аксиому индукции, получаем, что М1 
совпадает с N, что невозможно в силу предположе-
ния о непустоте множества М. Значит, в М имеется 
минимальный элемент. Лемма доказана.

Теорема 1 (о существовании множества положи-
тельных рациональных чисел и их формирователя). 
Пусть (N, Q) – натуральный ряд. Тогда существу-
ют множество А и предикат R на N×N×A, удовлет-
воряющие аксиомам положительных рациональных 
чисел.

Доказательство. Определим на множестве 
М=N×N предикат Е условием: ∀(х1, у1), (х2, у2)∈М 
(Е((х1, у1), (х2, у2))~х1у2 = х2у1).

Этот предикат, очевидно, обладает свойствами 
рефлексивности и симметричности. Покажем, что Е  
транзитивен. Пусть Е ((х1, у1), (х2, у2)) = Е((х2, у2),  
(х3, у3)) = 1 для некоторых х1, у1, х2, у2, х3, у3 ∈N.  
Тогда х1у2 = х2у1, х2у3 = х3у2 и поэтому (х1у2)(х2у3) = 
= (х2у1)(х3у2), откуда, в силу свойств коммутатив-
ности и ассоциативности умножения натуральных 
чисел, следует (х1у3)(х2у2) = (х3у1)(х2у2). Из послед-
него равенства вытекает, что х1у3 = х3у1 (в силу лем-
мы 1). Поэтому предикат Е транзитивен. А значит,  
Е – эквивалентность, которой соответствует раз-
биение множества М на смежные классы, такое что 
(х1, у1) и (х2, у2) принадлежат одному классу тогда 
и только тогда, когда х1у2 = х2у1. Образуем множес-
тво А, выбирая из каждого класса по элементу с 
наименьшим (в данном классе) натуральным чис-
лом на второй позиции. Такой выбор возможен в 
силу леммы 2, и условия, что если (х1, у1), (х2, у2) 
эквивалентны и x1 ≠ x2, то у1 ≠ у2 (в силу аксиомы 
равенства дробей и леммы 1). Если класс эквива-
лентности содержит элемент вида (х, 1), то в качес-
тве представителя этого класса выбираем х. Далее, 
для удобства будем отождествлять элементы (х, 1) 
∈N × N и х∈N (используя естественную биекцию ϕ 
множеств N и {(х, 1)|х∈N}, ϕ:х → (х, 1)). Предикат 
R на N×N×А определим условием: ∀х, у∈N ∀ z'∈A 
(R (x, y, z′) ~ ( ∀х', у′∈N z′ = (х′, у′)⊃ ху' = х′у)).

Проверяем, что множество А и предикат R удов-
летворяют всем аксиомам положительных раци-
ональных чисел. 1) Пусть для некоторых x, y, z∈N 
выполнено условие yz = x. Тогда для любого z′∈N, 
z′ = (х′, у′) условие R (x, y, z′) влечет ху′ = х′у. Ис-
пользуя лемму 1 и свойства коммутативности и 
ассоциативности умножения натуральных чисел, 
получаем (уz)у′ = х′у, (у′z)у = х′у, у′z = х′, zу′ = х′1, 
то есть Е((х′, у′), (z, 1)) = 1. В силу выбора множес-
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тва А, последнее условие означает, что (х′, у′) = (z, 
1), или z′ = z. 2) Для любых х, у∈N существует, при-
том единственный, элемент z′′∈A, такой что Е ((х, 
у), z′) = 1. Пусть z′ = (х′, у′), тогда ху′ = х′у и по оп-
ределению предиката R получаем R(x, y, z′) = 1.  
3) Пусть z′∈A и z = (х, у). Тогда, в силу очевидного 
равенства ху = ху, имеем R(x, y, z) = 1. 4) Для любых 
х, х′, у, у′∈N условие ху′ = х′у означает, что Е ((х, у), 
(х′, у′)) = 1. Поэтому существует z′∈A, такой что  
R(x, y, z) = R(x′, y′, z) = 1. Проверка выполнения 
аксиом положительных рациональных чисел для 
множества А и предиката R завершена. Теорема до-
казана.

Теорема 2 (о включении натуральных чисел в по-
ложительные рациональные). Все натуральные числа 
являются также и положительными рациональными 
числами.

Теорема означает, что множество положитель-
ных рациональных чисел является расширением 
множества натуральных чисел, то есть что N ⊆ A.

Доказательство. Из аксиомы (2) следует, что для 
любого z∈N cуществует z′∈A, такое что R(z, 1, z′) = 
= 1. Тогда положив x = z, y = 1, из аксиомы (1) вы-
водим z = z′. Итак, если z∈N, то z∈A. Теорема до-
казана.

Теорема 3 (об изоморфности множеств положи-
тельных рациональных чисел). Пусть (N, Q) – на-
туральный ряд, а множества A, A′ и предикаты R, R′ 
на N×N×A и N×N×A' удовлетворяют аксиомам поло-
жительных рациональных чисел. Тогда существует 
биекция ϕ:A→A', такая что для любых x, y∈N и z∈A 
R(x, y, z) = R′(x, y, ϕ(z)).

Смысл теоремы состоит в том, что положитель-
ные рациональные числа определяются аксиомами 
(1)÷(4) в абстрактном смысле однозначно (то есть с 
точностью до обозначений).

Доказательство. Рассмотрим отношение Ф на 
A×A', определяемое следующим образом: для всех 
z∈A и z′∈A'

Φ( , ) , ( ( , , ) ( , , )).z z x y N R x y z R x y z′ = ∃ ∈ ∧ ′ ′

Покажем, что отношение Ф определяет биек-
цию ϕ(z) = z′, отображающую A на A′. Выберем 
произвольно z∈A. По аксиоме (3) существуют x, 
y∈N, такие что R (x, y, z) = 1. Из аксиомы (2) сле-
дует существование единственного z′∈A', для ко-
торого R′(x, y, z′) = 1. По определению отношения 
Ф имеем Ф(z, z′) = 1. Покажем, что значением z 
элемент z′ определяется однозначно. Предполо-
жим, что существует элемент z′′∈A', такой что Ф(z, 
z′′) = 1 и z′′≠z'. Тогда, по определению отношения 
Ф, существуют x′, y′∈N, такие что R (x′, y′, z) =  
=R′ (x′, y′, z′′) = 1. По  аксиоме (4) из R (x, y, z) = R (x′, 
y′, z) = 1 следует xy′ = x′y. Но тогда по той же акси-
оме (4) существует z′′′∈A′, такое что R′ (x′, y′, z′′′) = 
=R′ (x, y, z′′′) = 1.

Итак, R′(x, y, z′)=R′(x, y, z′′′)=R′(x′, y′, z′′′)= 
=R′(x′, y′, z′′)= 1. Тогда, в силу аксиомы (2), z′ = z′′′ 

и z′′′ = z′′, а значит z′′ = z′, что противоречит пред-
положению. Единственность элемента z′ доказана. 
Итак, для любого z∈A существует единственный 
z′∈A', такой что Ф(z, z′) = 1. Аналогично доказыва-
ется для любого z′∈A' существование единственно-
го z∈A, такого что Ф(z, z′) = 1. Это означает, что Ф 
определяет биекцию ϕ:A→A'. Теорема доказана.

Переходим к аксиоматическому определению 
сложения и умножения положительных рацио-
нальных чисел. Запись x/y пары чисел x, y, опре-
деляющей положительное рациональное число 
r (x, y), называется дробью. Рациональные положи-
тельные числа выражаются соответствующими им 
дробями. Дробей “больше”, чем положительных 
рациональных чисел. Одно и то же положительное 
рациональное число можно представить разными 
дробями. Как узнать, какие дроби выражают оди-
наковые числа, а какие – разные? Ответ на этот 
вопрос дает правило отождествления дробей, осно-
ванное на аксиоме равенства дробей: равенство x1/
y1 = x2/y2 равносильно равенству x1y2 = x2y1. Этим 
условием определяется отношение эквивалент-
ности, разбивающее множество всех дробей на 
смежные классы. В каждом классе содержатся все 
дроби, обозначающие одно и то же положительное 
рациональное число. Эти классы можно принять 
в роли соответствующих положительных рацио-
нальных чисел.

Операции сложения и умножения положитель-
ных рациональных чисел определяются следующими 
правилами: если x1/y1 = z1 и x2/y2 = z2, то

	 z z x y x y y y1 2 1 2 2 1 1 2+ = +( )/ , 	 (5)

	 z z x x y y1 2 1 2 1 2= / 	 (6)

для любых x1, x2, y1, y2∈N; z1, z2∈A. Важно под-
черкнуть, что равенствами (5) и (6) определяются 
суммы и произведения не самих положительных 
рациональных чисел, а дробей, соответствующих 
этим числам. Поэтому необходимо убедится в кор-
ректности таких определений.

Определим на А×А×А предикат сложения S и 
предикат умножения Р положительных рацио-
нальных чисел условиями:

∀ ∈ ∀ ∈
∧

  z z z A S z z z x y x y N

R x y z R x y
1 2 1 2 1 1 2 2

1 1 1 2

, , ( ( , , ) ~ ( , , , ,

( , , ) ( , 22 2 1 2 2 1 1 2, ) ( , , )));z R x y x y x y z⊃ +
	(1′)

	
∀ ∈ ∀ ∈

∧
  z z z A P z z z x y x y N

R x y z R x y
1 2 1 2 1 1 2 2

1 1 1 2

, , ( ( , , ) ~ ( , , , ,

( , , ) ( , 22 2 1 2 1 2, ) ( , , ))).z R x x y y z⊃
     (2′)

Чтобы обосновать корректность введения опе-
раций сложения и умножения, нужно доказать, что 
предикты S и P обладают свойством функциональ-
ности.

Теорема 4 (о функциональности предикатов сло-
жения и умножения положительных рациональных 
чисел). Предикаты S и P на А×А×А функциональны, 
то есть удовлетворяют условиям:

	 ∀ ∈ ∃ ∈z z A z A S z z z1 2 1 2, , ! ( , , );   	 (3′)
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	 ∀ ∈ ∃ ∈z z A z A P z z z1 2 1 2, , ! ( , , ).   	 (4′)
Доказательство. Выберем произвольно z1, z2∈A 

и пусть для некоторых x1, y1, x2, y2∈N R (x1, y1, z1) = 
= R(x2, y2, z2) = 1 (а). По аксиоме функциональнос-
ти (2) ∃ !z∈A R (x1y2+x2y1, y1y2, z) (б). Покажем, что 
z не зависит от выбора x1, y1, x2, y2, а зависит толь-
ко от z1, z2. Пусть для некоторых x1′, y1′, x2′, y2′∈N 
R (x1′, y1′, z1) = R(x2′, y2′, z2) = 1 (в). Тогда из акси-
омы равенства дробей (4) и (а) следует x1y1′ = x1′y1,  
то есть (x1y2 + x2y1)y1′y2 = (x1y1′y2 + x2y1y1′)y2=  
= (x1′y1y2 + x2y1′y1)y2 = (x1′y2 + x2y1′)y1y2.

Используя снова аксиому (4), получаем R (x1′y2+ 
+ x2y1′, y1′y2, z) = R (x1y2 + x2y1, y1y2, z) = 1. Аналог
ично доказываем, что R (x1′y2′ +x2′y1′, y1′y2′, z) = 1.  
С учетом (а), (б), (в), последнее равенство означа-
ет, что элемент z∈A определяется из условия (б) од-
нозначно по заданным z1, z2∈A и что S(z1, z2, z) = 1. 
Аналогично доказывается функциональность пре-
диката умножения Р. Теорема доказана.

Теорема 5 (об ассоциативности сложения поло-
жительных рациональных чисел). Для всех z1, z2, z3∈A 
(z1+z2)+z3 = z1+(z2+z3) (a).

Доказательство. Для любых z1, z2, z3∈A и х1, х2, х3, 
у1, у2, у3∈N из условий R (x1, y1, z1) ∧ R (x2, y2, z2) ∧   
∧ R (x3, y3, z3) и определения (1′) следует 
R (x1y2+x2y1, y1y2, z1+z2) ∧ R (x2y3+x3y2, y2y3, z2+z3) ∧ 
∧R ((x1y2+x2y1)y3 +х3(y1y2), (y1y2)y3, (z1+z2)+z3) ∧ 
∧ R (х1(y2y3)+(x2y3+x3y2)y1, y1(y2y3), z1+(z2+z3)). В 
силу ассоциативности сложения, а также ассоци-
ативности, коммутативности и дистрибутивности 
умножения натуральных чисел, имеем (x1y2+ x2y1) 
y3 + х3(y1y2) = (x1(y2y3) + (x2y3)y1) + (x3y2)y1 =    
= x1(y2y3)+(x2y3+x3y2)y1, (y1y2)y3=y1(y2y3). Используя 
теперь аксиому функциональности (2), непосредс-
твенно получаем условие (а). Теорема доказана.

Теорема 6 (о коммутативности сложения поло-
жительных рациональных чисел). Для всех z1, z2∈A 
z1+z2 = z2+z1.

Доказательство. Для любых z1, z2∈A и х1, х2, у1, 
у2∈N из условия R (x1, y1, z1) ∧ R (x2, y2, z2), в силу 
определения (1′), получаем R (x1y2 + x2y1, y1y2, 
z1 + z2) ∧ R(x2y1 + x1y2, y2y1, z2 + z1). В силу комму-
тативности сложения и умножения натуральных 
чисел, x1y2 + + x2y1 = x2y1 + x1y2, y1y2 = y2y1, откуда 
(по аксиоме функциональности (2)), сразу получа-
ем z1+z2 = z2+z1. Теорема доказана.

Теорема 7 (об ассоциативности умножения поло-
жительных рациональных чисел). Для всех z1, z2, z3∈A 
(z1z2)z3 = z1(z2z3).

Доказательство. Для всех z1, z2, z3∈A и х1, х2, х3, 
у1, у2, у3∈N из условий R (x1, y1, z1)∧R (x2, y2, z2)∧ 
∧R (x3, y3, z3) и определения (2′) следует R (x1х2, y1y2,  
z1z2) ∧ R (x2х3, y2y3, z2z3) ∧ R ((x1х2)х3, (y1y2)y3, (z1z2)z3) ∧ 
∧ R (х1(х2х3), y1(y2y3), z1 (z2z3)). В силу ассоциа-
тивности умножения натуральных чисел, име-
ем (x1х2)х3 = x1(х2х3), (y1y2)y3 = y1(y2y3). Исполь-
зуя аксиому функциональности (2), получаем 
(z1z2)z3 = z1(z2z3). Теорема доказана.

Теорема 8 (о коммутативности умножения поло-
жительных рациональных чисел). Для всех z1, z2∈A 
z1z2 = z2z1.

Доказательство. Для любых z1, z2∈A и х1, х2, у1, у2 
∈N из условия R(x1, y1, z1)∧R(x2, y2, z2) и определе-
ния (2′) следует R(x1х2, y1y2, z1z2)∧R(x2х1, y2y1, z2z1). 
В силу коммутативности умножения натуральных 
чисел, имеем x1х2 = х2х1, y1y2 = y2y1. Отсюда следует 
(по аксиоме функциональности (2)), что z1z2 = z2z1. 
Теорема доказана.

Теорема 9 (о дистрибутивности умножения поло-
жительных рациональных чисел относительно сло-
жения). Для всех z1, z2, z3∈A (z1+z2)z3 = z1z3+z2z3 (a).

Доказательство. Для любых z1, z2, z3∈A и х1, х2, х3,  
у1, у2, у3∈N из условий R(x1, y1, z1) ∧ R(x2, y2, z2)∧ 
∧R(x3, y3, z3) и определений (1′), (2′) следует R(x1y2+
x2y1, y1y2,z1+z2)∧R((x1y2+x2y1)х3,(y1y2)y3,(z1+z2)z3))∧
∧ R((x1х3)(y2y3)+(x2х3)(y1y3), (y1y3)(у2y3), z1z3+ z2z3). 
В силу ассоциативности, коммутативности и дис-
трибутивности умножения натуральных чисел, 
имеем (x1х3)(у2y3) + (х2х3)(y1y3) = ((x1y2 + х2y1) х3)у3,  
(у1y3)(y2y3) = ((у1y2)y3)y3. Применяя аксиому равенс-
тва дробей (4), получаем (а). Теорема доказана.

Определим далее отношение порядка на мно-
жестве положительных рациональных чисел. От-
ношение порядка < на множестве A определяется 
правилом: для любых z1, z2∈A (z1= x1/y1, z2 = x2/y2, 
x1, y1, x2, y2∈N ) условие z1<z2 равносильно условию 
x1y2 < х2y1. Формально вводим предикат порядка 
H (x, y) на А×А, соответствующий отношению x < y, 
следующим прямым определением:

	
∀ ∈ ∀ ∈

∧
  z z A H z z x y x y N

R x y z R x y z
1 2 1 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

, ( ( , ) ~ ( , , , ,

( , , ) ( , , )) )).⊃ <x y x y1 2 2 1

	 (5′)

Теорема 10 (о сравнимости положительных раци-
ональных чисел). Для любых z1, z2∈A выполнено ровно 
одно из условий z1 = z2, H(z1, z2) = 1, H(z2, z1) = 1.

Доказательство. Выберем произвольно z1, z2∈А. 
Тогда существуют x1, y1, x2, y2∈N, такие что R(x1, y1,  
z1) =R(x2, y2, z2) = 1. По теореме о сравнимости нату-
ральных чисел либо x1y2 = x2y1, либо x1y2< x2y1, либо 
x2y1<x1y2. Рассмотрим, например, случай x1y2< x2y1 
(а). Покажем, что тогда H (z1, z2) = 1. Пусть x1′, y1′, 
x2′, y2′∈N, такие что R (x1′, y1′, z1) = R (x2′, y2′, z2) = 1. 
Тогда x1y1′ = x1′y1 (б) и x2y2′ = x2′y2 (по аксиоме ра-
венства дробей). Из леммы 1 и условия (а) получаем 
(x1y2)(x1′y1′) < (x2y1)(x1′y1′). Пользуясь свойствами 
коммутативности и ассоциативности умножения 
натуральных чисел, будем иметь (x1′y2)(x1y1′) <  
<(x2y1′)(x1′y1). Учитывая (б) и снова используя лем-
му 1, получаем x1′y2 < x2y1′. Продолжая аналогично, 
приходим к условию x1′y2′ < x2′y1′. Это и означает, 
что H (z1, z2) = 1. В случае x2y1<x1y2 подобное рас-
смотрение приводит к условию H (z2, z1) = 1. Если 
же имеет место равенство x1y2 = x2y1, то, по аксио-
ме равенства дробей (4), ∃z∈А R(х1, y1, z)∧R(х2, y2, z)  
и тогда, в силу аксиомы функциональности (2), по-
лучаем z1 = z2 = z. Теорема доказана.

О ТЕОРИИ РАЦИОНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ
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Теорема 11 (о соответствиии операций сложения, 
умножения и отношения порядка на множествах на-
туральных чисел и положительных рациональных 
чисел). Для любых z1, z2, z∈N условия z1+z2 = z (а), 
z1z2 = z (б), z1< z2 (в) равносильны, соответствен-
но, условиям S (z1, z2, z) = 1 (а′), Р (z1, z2, z) = 1 (б′), 
Н (z1, z2) = 1 (в′), где S, Р, Н – предикаты сложения, 
умножения и порядка на множестве положительных 
рациональных чисел.

Смысл этой теоремы состоит в том, что на мно-
жестве натуральных чисел вводимые теперь преди-
каты сложения, умножения и порядка совпадают с 
введенными ранее.

Доказательство. Пусть z1, z2, z∈N. Тогда имеем z1,
 z2, z ∈ А (по теореме   2) и R (z1, 1, z1) = R (z2, 1, z2) = 
= R (z, 1, z) = 1 (г) (см. доказательство теоремы 2). 
Если выполнено условие (а′), то, согласно (г) и 
определению (1′), получаем R (z1 + z2, 1, z) = 1. Ис-
пользуя аксиому включения (1), выводим отсюда 
(а). По теореме 4, предикат S обладает свойством 
функциональности. Поэтому условия (а) и (а′) рав-
носильны. Предположим теперь, что выполнено 
условие (б′). Тогда (согласно (г) и определению 
(2′)) получаем R (z1z2, 1, z) = 1, откуда вытекает (б). 
Используя функциональность предиката Р, при-
ходим к выводу о равносильности условий (б) (б′). 
Пусть, наконец, выполнено условие (в′). Тогда, в 
силу (г) и определения (5′), получаем (в), а из те-
оремы о сравнимости положительных рациональ-
ных чисел выводим равносильность условий (в) и 
(в′). Теорема доказана.

Эта теорема позволяет в дальнейшем использо-
вать единые обозначения для операций сложения, 
умножения и для записи отношения порядка на 
множествах натуральных чисел и положительных 
рациональных чисел.

Лемма 3. Для любых z1, z2∈A условия z2< z1 и ∃z∈A 
z1 = z2+z равносильны.

Доказательство. Пусть z1, z2∈A и z2 < z1. Тогда 
существуют такие x1, y1, x2, y2∈ N, что R (x1, y1, z1) =  
=R (x2, y2, z2) = 1 и x2y1 < x1y2. В силу определе-
ния отношения порядка для натуральных чисел, 
найдется u∈N такое, что x1y2 = x2y1 + u. По ак-
сиоме функциональности (2) ∃!z∈А R(u, y1y2, z). 
Тогда из условий R (x1, y1, z1) = R (x1y2, y1y2, z1) =  
=R (x2y1 + u, y1y2, z1) = R ((x2y1 + u)y2, (y1y2)y2, z1) =  
=R (x2(y1y2) + uy2, у2 (y1y2), z1) = 1 и R (x2, y2, z2) = 1 
следует z1 = z2+z. (Здесь были использованы акси-
ома равенства дробей (4), а также свойства комму-
тативности, ассоциативности и дистрибутивности 
умножения натуральных чисел). Пусть теперь для 
некоторых z1, z2, z∈A выполнено условие z1 = z2+ z. 
Тогда существуют x2, y2, x, ∈N, удовлетворяю-
щие условиям R(x2, y2, z2) = R (x, y, z) = R(x2y + 
+xy2, y2y, z1) = 1. И поскольку x2(y2y)<(x2y + xy2)y2 =  
=x2(y2y)+(xy2)y2, то получаем z2  < z1. Лемма доказана.

Теорема 12 (о транзитивности отношения порядка 
на множестве положительных рациональных чисел). 

Для всех х, у, z∈A из x< y и у< z следует x< z.
Доказательство. Пусть х, у, z∈A и x< y, у< z. Тогда 

(по лемме 3) существуют u, v∈A, такие что у = х + u, 
z = у + v. Отсюда вытекает z = (x + u) + v = х + (u + v)  
(в силу ассоциативности сложения), то есть х< z. 
Теорема доказана.

Дальнейшее развитие теории положительных 
рациональных чисел выходит за рамки теории ин-
теллекта и поэтому здесь не рассматривается.

2. Произвольные рациональные числа

Пусть задано множество A положительных ра-
циональных чисел, для которых определены опера-
ции сложения и умножения. Определим множест-
во B всех рациональных чисел и предикат T (x, y, z) на 
A×A×B, называемый формирователем рациональных 
чисел, который связывает рациональное число z с 
задающими его положительными рациональными 
числами x и y, следующими аксиомами:
включения

∀ ∈ ∀ ′ ∈ + = ∧ ′ ⊃ = ′  x y z A z B y z x T x y z z z, , , ( ( , , ) ); (7)

функциональности

	 ∀ ∈ ∃ ∈    x y A z B T x y z, ! ( , , ); 	 (8)

сюръективности

	 ∀ ∈ ∃ ∈    z B x y A T x y z, ( , , ); 	 (9)

равенства разностей

	
∀ ′ ′ ∈ ∃ ∈ ∧ ′ ′ ′

+ ′ = ′ +
  x x y y A z zT x y z T x y z

x y x y

, , , (( ( , , ) ( , , )) ~

~ ).
  (10)

Лемма 4. Для любых x, y, z∈A условие x = y равно-
сильно x + z = y + z, а x< y равносильно x + z< y + z.

Доказательство. Для произвольных x, y∈A вы-
полнено в точности одно из условий x = y (а), x< y 
(б), y< x (в). В случае (а), очевидно, имеем для лю-
бых z∈A x + z = y + z. Если выполнено условие (б), 
то по лемме 3 существует u∈A, такое что y = x + u. 
Тогда y + z = (x + u) + z = (x + z) + u  при любом z∈A 
и, снова используя лемму 3, получаем x + z < y + z. 
Аналогично, в случае (в) имеем для произвольно-
го z∈A y + z < x + z. Поскольку перечислены все 
возможные случаи и они взаимно исключают друг 
друга, доказательство леммы завершено.

Теорема 13 (о существовании множества рацио-
нальных чисел и их формирователя). Существуют 
множество В и предикат Т на А×А×В, удовлетворя-
ющие аксиомам рациональных чисел.

Доказательство. Определим на множестве 
М=А×А предикат E условием ∀(х1, у1), (х2, у2)∈М 
Е((х1, у1), (х2,у2)) ∼ (х1+у2 = х2+у1). Этот предикат, 
очевидно, обладает свойствами рефлексивности 
и симметричности. Покажем, что он транзитивен. 
Пусть Е((х1, у1), (х2, у2)) = Е((х2, у2), (х3, у3)) = 1 для 
некоторых х1, у1, х2, у2, х3, у3∈А. Тогда х1+у2 = х2+у1, 
х2+у3= х3+у2 и поэтому (х1+у2)+(х2+у3)=  
=(х2+у1)+(х3+у2), (х1+у3)+(х2+у2) =(х3 + у1)+(х2 + у2).  
Используя лемму 4, получаем х1+у3 = х3+у1, то есть 
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Е((х1, у1), (х3, у3)) = 1. Поэтому предикат Е тран-
зитивен. А следовательно Е – эквивалентность, 
и множество М разбивается на смежные клас-
сы так, что (х1, у1) и (х2, у2) принадлежат одному 
классу тогда и только тогда, когда х1+у2 = х2+у1. 
В каждом классе имеется, притом единствен-
ный, элемент (х, 1), где х ≥ 1, либо (1, у), где у ≥ 1. 
Действительно, если в паре (х1, у1) х1>у1, то по 
лемме 3 существует z∈А, такой что х1 = у1+z. Тог-
да х1+1 = (у1+ z)+1 = (z + 1) + у1, то есть выполне-
но условие Е((х1, у1), (z+1,1)) = 1, а значит Е((х1, 
у1), (х,1)) = 1, где х = z + 1 > 1. Аналогично, если в 
паре (х1, у1) у1> х1, то существует у∈А, у>1, такой 
что Е((х1, у1),(1, у)) = 1. Если же х1= у1, то, оче-
видно, выполнено условие Е((х1, у1), (1, 1)) = 1. В 
случае Е((х, 1), (1, у)) = 1, где х≥1, у≥1, получаем 
х+у = 1+1. Тогда х = у =1, иначе либо х>1, либо 
у>1, либо верны оба неравенства, и в любом из этих 
случаев существует u∈А, такое что х + у = (1+1)+ u, 
а значит (по лемме 3) х + у > 1+1. Если Е((х, 1), (х′, 
1))=1 (или Е((1, у), (1, у′)) = 1), то х+1 = 1+х′ (со-
ответственно у+1 = 1+у′), откуда (по лемме 4) по-
лучаем х = х′ (соответственно у = у′). Сформируем 
теперь множество В, выбирая из каждого класса 
эквивалентности такого представителя (х, у), что 
либо х≥ 1 и у = 1, либо х = 1 и у≥1. Элементы мно-
жества В вида (х, 1), где х >1, будем отождествлять с 
элементами z∈А, такими что х = 1 + z. (единствен-
ность такого представления вытекает из леммы 4). 
Предикат Т на А×А×В определим условием ∀х, у, то 
х+1=1+х′ ∀z∈В Т(х, у, z) ~ (∀х', у′∈А z = (х′, у′) ⊃ х+
у′ = х′+у). Проверим, что множество В и предикат 
Т удовлетворяют всем аксиомам рациональных 
чисел. 1) Пусть для некоторых х, у, z∈А у+z = х. 
Для любого z′∈В, z′ = (х′, у′) условие Т (х, у, z′) = 1 
означает, что х+у′=х′+у, тогда (у+z)+у′=х′+у, 
((z+1)+у′)+y=(х′+1)+y, (z+1)+у′=х′+1, то есть 
Е((z+1), 1), (х′, у′))=1, z′=z (так как элемент 
(z+1, 1)∈В отождествляется с z). 2) Для любых х, 
у∈А существует единственный z∈В, z =(х′, у′), та-
кой что Е ((х, у), z) = 1. Тогда х+у′ = х′+у и, по оп-
ределению предиката Т, Т(х, у, z) = 1. 3) Для любого 
z∈В существуют х, у∈А, такие что z = (х, у). Тог-
да, в силу очевидного равенства х+у = х+у, имеем  
Т(х, у, z)=1. 4) Для произвольных х, х′, у, у′∈А усло-
вие х+у′=х′+у означает, что пары (х, у) и (х′, у′) при-
надлежат одному смежному классу. Но у каждого 
такого класса есть свой представитель во множест-
ве В, то есть существует такой z∈В, что Т (х, у, z) = 
= Т (х′, у′, z) = 1. Теорема доказана.

Теорема 14 (о включении положительных рацио-
нальных чисел в рациональные). Все положительные 
рациональные числа являются также рациональными.

Теорема означает, что множество рациональ-
ных чисел является расширением множества поло-
жительных рациональных чисел, то есть что A ⊆ B.

Доказательство. Выберем произвольно у, z∈A и 
пусть y+z = x, где х∈A. По аксиоме (8) существу-

ет, притом единственный, элемент z′∈B, такой что 
T (x, y, z′). Но тогда, в силу (7), получим z = z′, то 
есть z∈B. Теорема доказана.

Теорема 15 (об изоморфности множеств раци-
ональных чисел). Пусть A ‑ множество положи-
тельных рациональных чисел, а множества B, B′ и 
предикаты T, T′ на A×A×B и A×A×B' удовлетворяют 
аксиомам (7)-(10). Тогда существует биекция ϕ: 
B→B', такая что для любых x, y∈A и z∈B T (x, y, z)= 
=T ′ (x, y, ϕ(z)).

Доказательство. В силу аксиомы (8), для любых 
x, y∈A (∃!z∈B T(x, y, z))∧(∃!z′∈B' T'(x, y, z′)). Рас-
смотрим следующее отношение Ф на B × B′: ∀z∈B 
∀z'∈B'(Ф(z, z′) ∼ (∃x, y∈A T(x, y, z)∧T'(x, y, z′))). По-
кажем, что Ф порождает биекцию ϕ:B→B'. В силу 
(9), для любого z∈B существуют такие x, y ∈A, что 
T(x, y, z). По аксиоме (8) ∃!z'∈B' T'(x, y, z′). Поэ-
тому Ф(z, z′) = 1. Покажем, что последнему ра-
венству удовлетворяет единственный z′∈B' (при 
фиксированном z∈B). Предположим, что z′′∈B' и  
Ф(z, z′′) = 1.

Тогда, согласно определению отношения Ф, ∃x', 
y′∈A(T(x′, y′, z) ∧ T′(x′, y′, z′′)). В силу аксиомы (10), 
из T (x, y, z) = T (x′, y′, z) = 1 следует x+y′ = x′+y. 
Тогда, по той же аксиоме, существует z′′′∈B', такой 
что T′ (x, y, z′′′) = T′ (x′, y′, z′′′)=1. Используя аксио-
му (8), получаем z′′′ = z′′ = z′. Поэтому ∀z∈В ∃!z'∈B' 
Ф(z, z′). Аналогично, ∀z'∈B' ∃!z∈B Ф(z, z′). Поэто-
му отношение Ф определяет биекцию ϕ:B→B', при 
этом T (x, y, z) = T′ (x, y, ϕ(z)) для любых x, y∈A и 
z∈B. Теорема доказана.

Переходим к определению сложения и умноже-
ния рациональных чисел. Пусть задано множество 
A положительных рациональных чисел и операции 
сложения и умножения на нем. Пусть, кроме того, 
множество B и предикат T на A×A×B удовлетворяют 
условиям (7)÷(10). Предикат S на B×B×B называет-
ся предикатом сложения рациональных чисел, если 
для любых z1, z2, z∈B

	
S z z z x x y y A T x y z

T x y z T

( , , ,) ~ ( , , , ( , , )

( , , ,) (
1 2 1 2 1 2 1 1 1

2 2 2

∀ ∈ ∧
∧ ⊃

   

xx x y y z1 2 1 2+ +, , )).
    (6′)

При выполнении условия (6′) будем писать 
z1+z2 = z. Предикат P на B×B×B называется преди-
катом умножения рациональных чисел, если для лю-
бых z1, z2, z∈B

	
P z z z x x y y A T x y z

T x y z T

( , , ,) ~ ( , , , ( , , )

( , , ,) (
1 2 1 2 1 2 1 1 1

2 2 2

∀ ∈ ∧
∧ ⊃

   

xx x y y x y y x z1 2 1 2 1 2 1 2+ +, , )).
    (7′)

При выполнении условия (7′) будем писать 
z1z2=z.

Теорема 16 (о функциональности предикатов сло-
жения и умножения рациональных чисел). Предика-
ты S и Р на B×B×B функциональны, то есть удовлет-
воряют условиям:

	 ∀ ∈ ∃ ∈    z z B z B S z z z1 2 1 2, ! ( , , ); 	 (8′)

	 ∀ ∈ ∃ ∈    z z B z B P z z z1 2 1 2, ! ( , , ). 	 (9′)
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Доказательство. Выберем произвольно z1, z2∈B 
и пусть для некоторых x1, x2, y1, y2∈A T (x1, y1, z1) =   
= T (x2, y2, z2) = 1 (а). По аксиоме функциональ-
ности (8) ∃! z∈B T (x1+x2, y1+y2, z) (б). Покажем, что 
z не зависит от выбора x1, x2, y1, ,y2, а зависит толь-
ко от z1, z2. Пусть для некоторых x1′, у1′, х2′, y2′∈ A   
T (x1′, y1′, z1) =T (x2′, y2′, z2) =1 (в). Тогда из аксиомы 
равенства разностей (10) и (а) следует x1 + y1′ = x1′ + 
y1, x2 + y2′ =  =x2′ + y2, то есть (х1 + х2) + (у1′ + у2′) =  
=(х1′ + х2′) + (у1 + у2) (в силу коммутативности и 
ассоциативности сложения положительных раци-
ональных чисел). Снова используя аксиомы (8) и 
(10), получаем T (x1′+ x2′, y1′+ y2′, z) = T (x1 + x2, 
y1 + y2, z) = 1. С учетом (а), (б), (в), последнее ра-
венство означает, что по заданным z1, z2∈B элемент 
z∈B, удовлетворяющий условию (б), определяется 
однозначно, независимо от выбора x1, x2, y1, y2, и 
что S (z1, z2, z) = 1. Функциональность предиката 
сложения S доказана.

Доказываем функциональность предиката 
умножения Р. Покажем, что для любых z1, z2∈B 
существует, притом единственный, z∈B, такой, 
что для любых x1, x2, y1, y2 ∈ A T (x1, y1, z1) ∧ T (x2,  
y2, z2) ⊃T ((x1x2 + y1y2), (x1y2 + y1x2), z). Предположим, 
что T (x1, y1, z1) ∧ T (x2, y2, z2) ∧ T (x1′, y1′, z1) = 1 (г),  
T (x1x2 + y1y2, x1y2 + y1x2, z) = 1 (д), T ((x′1x2+y1′y2), 
(x1′y2 + y1′x2), z′) = 1 (ж). Покажем, что тог-
да z′ = z. Из (г) следует x1+y1′ = x1′ + y1. Тогда 
(x1+y1′)x2 = (x1′+y1)x2, (x1′+y1)y2 = (x1+y1′)y2. Скла-
дывая соответственно правые и левые части пос-
ледних двух равенств, получаем (x1x2 + y1y2) + (x1′ 
y2 + y1′x2) = (x1y2 + y1x2) + (x1′x2 + y1′y2). Учитывая 
(д), (ж), будем иметь z = z′ (в силу аксиомы (10)). 
Отсюда следует, что если T (x1, y1, z1) T(x2, y2, z2) 
∧ T (x1x2+y1y2, x1y2+y1x2, z) = 1, то z не зависит от 
выбора пары x1, y1∈A, а зависит только от z1 (при 
фиксированных z2, x2, y2). Аналогично z не зависит 
от выбора пары x2, y2∈A, а только от z2. Утвержде-
ние, сформулированное в начале доказательства, 
верно. А из этого утверждения, в свою очередь, 
следует справедливость теоремы, то есть для лю-
бых z1, z2∈В существует единственный z∈B, такой 
что Р(z1, z2, z)=1. Этот элемент z∈B определяется 
условием T ((x1x2 + y1y2), (x1y2 + y1x2), z) = 1, где 
x1, x2, y1, y2∈A – любые, удовлетворяющие равенс-
тву T(x1, y1, z1) ∧ T(x2, y2, z2) = 1. Теорема доказана.

При выполнении условий (6′) или (7′) будем пи-
сать, соответственно, z = z1 + z2 или z = z1z2.

Теорема 17 (об ассоциативности сложения раци-
ональных чисел). Для всех z1, z2, z3 ∈B (z1 + z2) + z3 = 
= z1 + (z2 + z3) (а).

Доказательство. Для любых z1, z2, z3∈B и 
х1, х2, х3, у1, у2, у3∈А из условия T (x1, y1, z1)∧T(x2,  
y2, z2) ∧ T (x3, y3, z3) и определения (6′) вытека-
ет T (x1+x2, у1+у2, z1+z2) ∧T (x2+x3, у2+у3, z2+z3)∧ 
∧ T ((x1+x2)+ x3, (у1+у2)+у3, (z1+z2)+z3)∧T(x1+(x2+x3),  
у1+(у2+у3), z1+ (z2+z3)). В силу ассоциативности сло-
жения положительных рациональных чисел, име-

ем (x1+x2)+x3 = x1+(x2+x3), (у1+у2)+у3 = у1+(у2+у3). 
Тогда, используя аксиому функциональности (8), 
получаем (а). Теорема доказана.

Теорема 18 (о коммутативности сложения рацио-
нальных чисел). Для всех z1, z2∈B z1 + z2 = z2+z1.

Доказательство. Для любых z1, z2∈B, х1, х2, у1, 
у2∈ А из условия T (x1, y1, z1) ∧T (x2, y2, z2) и опреде-
ления (6′) получаем T (x1+x2, у1+у2, z1+z2) ∧T (x2+x1, 
у2+у1, z2+z1). Отсюда, используя коммутатив-
ность сложения положительных рациональных 
чисел и аксиому функциональности (8), выводим 
z1+z2 = z2+z1. Теорема доказана.

Теорема 19 (об ассоциативности умножения раци-
ональных чисел). Для всех  z1, z2, z3∈B (z1z2)z3 = z1(z2z3) 
(а).

Доказательство. Для любых z1, z2, z3∈B и х1, х2, 
х3, у1, у2, у3∈А из условия T (x1, y1, z1) ∧ T (x2, y2, z2) ∧  
∧ T (x3, y3, z3) и определения (7′) вытекает T (x1x2+
у1у2, x1у2+у1х2, z1z2) ∧ T (x2x3+у2у3,x2у3+у2х3,z2z3)∧ 
∧ T((x1x2+у1у2)x3+(x1у2+у1х2)у3,(x1x2+у1у2)у3+(x1у2+ 
+у1х2)х3,(z1z2)z3) ∧ T (x1(x2x3 + у2у3) + у1(x2у3+у2х3), 
x1(x2у3+у2х3) + у1(x2х3+у2у3), z1(z2z3)). В силу ассоци-
ативности и дистрибутивности умножения и сло-
жения положительных рациональных чисел, полу-
чаем (x1x2+у1у2)x3 + (x1у2+у1х2)у3 = x1(x2х3+у2у3)+ 
+ у1(x2у3+у2х3), (x1x2+у1у2)у3 + (x1у2+у1х2)х3 = 
= х1(x2у3+у2х3)+ у1(x2х3+у2у3). Учитывая аксиому 
функциональности (8), получаем (а). Теорема до-
казана.

Теорема 20 (о коммутативности умножения раци-
ональных чисел). Для всех z1, z2∈B z1z2 = z2z1.

Доказательство. Для любых z1, z2∈B и х1, х2, у1, 
у2∈А из условия T (x1, y1, z1) ∧ T (x2, y2, z2) и оп-
ределения (7′) получаем T (x1x2+ у1у2, x1у2+ у1х2, 
z1z2) ∧T (x2x1+ у2у1, x2у1+ у2x1, z2z1). Используя 
коммутативность сложения и умножения положи-
тельных рациональных чисел и аксиому функцио-
нальности (8), выводим отсюда z1z2 = z2z1. Теорема 
доказана.

Теорема 21 (о дистрибутивности умножения ра-
циональных чисел относительно сложения). Для всех 
z1, z2, z3∈В (z1+z2)z3 = z1z3+z2z3 (a).

Доказательство. Для любых z1, z2, z3∈В и 
х1, х2, х3, у1, у2, у3∈А из условия T (x1, y1, z1) ∧ 
∧ T (x2, y2, z2) ∧ T (x3, y3, z3) и определений (6′), 
(7′) следует Т ((x1+x2)х3+(y1 + y2)y3, (х1+х2)у3 +  
+(у1+ у2)х3, (z1 + z2)z3) ∧  Т((x1х3+у1y3)+(x2х3+ 
+у2y3),(х1y3+у1x3)+ (х2y3+ у2x3), z1z3+ z2z3). Ис-
пользуя коммутативность, ассоциативность и 
дистрибутивность умножения и сложения по-
ложительных рациональных чисел, получаем 
(х1+х2)х3+(у1+у2) у3 = (х1х3 + у1у3) + (х2х3 + у2у3), 
(х1+х2)у3+ (у1+у2) х3 = (х1у3+у1х3) + (х2у3+у2х3). 
Применяя аксиому функциональности (8), выво-
дим отсюда условие (а). Теорема доказана.

Определяем порядок на множестве рациональ-
ных чисел. Пусть задано множество A положитель-
ных рациональных чисел, а множество B и преди-
кат T на A × A × B удовлетворяют аксиомам (7)÷(10). 
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Предикат порядка Н (х, у) на В×В, соответствую-
щий отношению порядка х < у, вводим прямым оп-
ределением:

∀ ∈ ∀ ∈ ∧
∧

    z z B H z z x x y y A T x y z

T x y z
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

2 2

, ( ( , ) ~ ( , , , ( , , )

( , , 22 1 2 2 1) )).⊃ + < +x y x y (11)

Для доказательства корректности этого опреде-
ления понадобится следующая 

Теорема 22 (о сравнимости рациональных чисел). 
Для любых z1, z2∈B выполнено в точности одно из ус-
ловий z1 = z2, Н(z1, z2) = 1, Н(z2, z1) = 1.

Доказательство. Выберем произвольно z1, 
z2∈B. Тогда существуют x1, x2, y1, y2∈A, такие что 
T (x1, y1, z1) = T (x2, y2, z2) = 1. По теореме о срав-
нимости положительных рациональных чисел 
либо x1+y2 = x2+y1 (а), либо x1+y2 < x2+y1 (б), либо 
x2+y1 < x1+y2 (в). Пусть, например, выполнено усло-
вие (б). Покажем, что тогда Н (z1, z2) = 1 (очевидно, 
что возможности z1 = z2 и Н (z2, z1) = 1 исключены). 
Пусть x1′, x2′, y1′, y2′∈A – такие, что T (x1′, y1′, z1) = 
= T (x2′, y2′, z2) = 1. Тогда по аксиоме равенства 
разностей (10) x1 + y1′ = x1′ + y1 (г) и x2+y2′ = x2′+y2. 
Из леммы (3) и условий (б), (г) получаем (x1+y2)+
+(x1′+y1) < (x2+y1)+(x1+y1′). Пользуясь свойствами 
коммутативности и ассоциативности сложения 
положительных рациональных чисел, имеем (x1′+ 
+ y2) + (x1 + y1) < (x2 + y1′) + (x1 + y1). Снова исполь-
зуя лемму 3, получаем x1′+y2 < x2+y1′. Продолжая 
аналогично, приходим к условию x1′ + y2′ < x2′ + y1′. 
Это означает, что Н (z1, z2) = 1. В случае (в) подоб-
ное рассмотрение приводит к выводу Н (z2, z1) = 1. 
Если же выполнено условие (а), то, по аксиоме ра-
венства разностей (10), ∃z∈B T (х1, у1, z) = T (х2, у2, 
z) = 1 и тогда, в силу аксиомы функциональности 
(8), получаем z1 = z2 = z. Теорема доказана.

Лемма 5. Для любых х, у∈А Т (х + у, у, х) = 1.
Доказательство. Согласно аксиоме функцио-

нальности (8), для произвольных х, у∈А сущест-
вует z∈В такой, что Т (х+у, у, z) = 1. Из аксиомы 
включения (7) и коммутативности сложения по-
ложительных рациональных чисел получаем х = z. 
Лемма доказана.

Теорема 23 (о соответствии операций сложения, 
умножения и отношения порядка на множествах ра-
циональных и положительных рациональных чисел). 
Для любых z1, z2, z∈А условия z1+z2 = z (а), z1z2 = z 
(б), z1< z2 (в) равносильны, соответственно, услови-
ям S(z1, z2, z) = 1 (а′), Р(z1, z2, z) = 1 (б′), Н(z1, z2)= 1 
(в′), где S, Р, Н – предикаты сложения, умноженя и 
порядка на множестве рациональных чисел.

Доказательство. Пусть z1, z2, z∈А. По теореме 7, 
имеем z1, z2, z∈В, а из леммы 5 получаем Т (z1+1, 1
, z1) = Т (z2 + 1, 1, z2) = 1 (г). Если выполнено усло-
вие (а′), то, согласно (г) и определению (6′), будем 
иметь Т((z1+1)+(z2+1), 1+1, z) = 1, Т((z1+z2)+(1+1), 
1+1, z) = 1. Полагая в лемме 5 х = z1+z2, у = 1+1 и 
пользуясь аксиомой функциональности (8), из 

последнего условия получаем (а). С учетом фун-
кциональности предиката S, выводим отсюда 
равносильность условий (а) и (а′). Предположим 
теперь, что выполнено условие (б′). Тогда из (г) 
и определения (7′) получаем Т((z1+1)(z2+1)+1·1, 
(z1+1)1+1(z2+1), z) = 1, Т(z1z2+((z1+z2)+(1+1)), 
(z1+z2)+(1+1), z) = 1. Пользуясь леммой 5 (пола-
гая в ней х = z1z2, у = (z1+z2)+(1+1)) и аксиомой 
функциональности (8), получаем (б). Учитывая 
функциональность предиката Р, приходим к вы-
воду о равносильности условий (б) и (б′). Пусть, 
наконец, выполнено условие (в′). Тогда из (г) и 
определения (11) получаем (z1+1)+1< (z2+1)+1, 
z1+(1+1) < z2+(1+1), или (с учетом леммы 4) z1 < z2. 
Отсюда и из теоремы о сравнимости рациональных 
чисел выводим равносильность условий (в) и (в′). 
Теорема доказана.

Определяем число нуль. Нулем называется лю-
бой элемент 0∈В, такой что для любого х∈A T(х, х, 
0) = 1.

Теорема 24 (о существовании и единственности 
нуля). Существует единственный нуль.

Доказательство Выберем произвольный x∈A. 
Тогда по аксиоме (8) существует, притом единс-
твенный, элемент 0∈В, такой что T(x, x, 0). Пусть 
y∈A и y≠x. Существует элемент z∈B, такой что T(y, 
y, z). Покажем, что z = 0. Действительно, из аксио-
мы (10) следует существование u∈B, такого что T(x, 
x, u) = T(y, y, u) = 1, поскольку x + y = y + x. В силу 
аксиомы (8), этот элемент единственный, то есть 
u = z = 0. Теорема доказана.

Теорема 25 (о свойствах нуля). Для любого x∈B 1) 
x+0 = x, 2) x0 = 0.

Доказательство. Выберем произвольно x∈B и 
пусть T (y, z, x) = 1, где y, z∈A. 1) Из T (y, y, 0) =  
=T(y, z, x) = 1 следует T (y + y, y + z, 0 + x) = 1 (а). 
Поскольку y+(y+z) = (y+y)+z, то, в силу аксиомы 
(10), существует x1∈B, такой что T (y+y, y+z, x1) =
 T(y, z, x1)=1 (б). Используя аксиому (8), получим 
x1 = x, а из (а) и (б) следует 0 + x = x. 2) По опре-
делению произведения рациональных чисел, из 
T (y, z, x) = T (y, y, 0) = 1 следует T(yy + zy, yy + zy, 
x0) = 1. Отсюда вытекает x0 = 0. Теорема доказана.

Определяем понятие противоположного числа. 
Числом, противоположным числу x∈B, называется 
любой элемент -x∈B, такой что x+(-x)=0.

Теорема 26 (о противоположном рациональном 
числе). Для любого x∈B существует единственное 
противоположное число -x∈B.

Доказательство. Выберем произвольно x∈B, и 
пусть T(y, z, x)=1, где y, z∈A. Обозначим через -x 
такой элемент из B, что T(z, y, -x)=1. Тогда вы-
полняется условие T (y+z, z+y, x+(-x)), откуда 
следует, что        x+(-x)=0. Если существует x1∈B, 
такой что x + x1 = 0, то (x + x1) + (-x) = 0 + (-x), 
(x+(-x))+x1 = -x, x1 = -x. Отсюда вытекает, что для 
любого x∈B элемент -x определен единственным 
образом. Теорема доказана.

О ТЕОРИИ РАЦИОНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ
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Введение рациональных чисел не сопровожда-
лось комментариями, поскольку оно осуществля-
лось по той же методике, что и введение положи-
тельных рациональных чисел. Различие состоит 
лишь в том, что теперь для дальнейшего расши-
рения множества чисел используется не опера-
ция умножения, а сложение. Рациональные числа 
определяются как значения функции t(x, y) = x-y, 
где x и y − положительные рациональные числа. 
Рациональное число z = x-y появляется в резуль-
тате решения уравнения y + z = x или, что то же, 
уравнения T(x, y, z) = 1. Разности положительных 
рациональных чисел отождествляются по прави-
лу: x-y = x′-y′ равносильно x+y′=x′+y. Сложение 
и умножение рациональных чисел определяются 
равенствами: (x-y)+(x′-y′) = (x+x′)-(y+y′); (x-y) 
(x′-y′) = (xx′+yy′) - (xy′+yx′). Порядок на множес-
тве рациональных чисел определяется правилом: 
x-y<x′-y′ равносильно x+y′<x′+y. Число 0 вводится 
равенством 0 = x-x, оно не зависит от выбора x∈A. 
Все рациональные числа линейно упорядочены.

Далее понадобятся следующие леммы.
Лемма 6. Для любых z1, z2∈В условия z2 < z1 и ∃z∈A 

z1 = z2+z равносильны.
Доказательство. Пусть z1, z2∈В и z2 < z1. Тогда 

существуют такие х1, у1, х2, у2 ∈ А, что Т (х1, у1, z1) = 
= Т (х2, у2, z2) = 1 и х2+у1 < х1+у2. По лемме 3 су-
ществует z∈А, такой что х1+у2 = (х2+у1) + z, или, 
в силу коммутативности и ассоциативности сло-
жения положительных рациональных чисел и 
леммы 4, х1+(у2+1) = (х2+(z+1)) + у1. Тогда из ак-
сиомы равенства разностей следует Т (х2+(z+1), 
у2+1, z1) = Т (х1, у1, z1) = 1, а поскольку Т (х2, 
у2, z2) = Т (z + 1, 1, z)=1, то z1 = z2 + z. Пусть те-
перь для некоторых z1, z2∈В, z∈А выполнено ус-
ловие z1=z2+z. Тогда существуют х1, у1, х2, у2 ∈А  
такие, что Т (х1, у1, z1) = Т(х2, у2, z2) = Т(z+1, 1, z) = 
= Т(х2 + (z+1), у2+1, z1) = 1. Используя аксиому 
равенства разностей и лемму 3, получаем отсю-
да х1+(у2+1) = (х2+(z+1))+у1, х1+у2 = (х2+у1)+ z, 
х2+у1 < х1+у2, то есть z2 < z1. Лемма доказана.

Теорема 27 (о транзитивности отношения поряд-
ка на множестве рациональных чисел). Для всех x, y, 
z∈В из x < y, y < z следует x < z.

Доказательство. Пусть x, y, z∈В и x < y, y < z. 
Тогда, по лемме 6, существуют такие u, v∈A, что 
y = x + u, z = y + v. Отсюда и из теоремы об ассоци-
ативности сложения рациональных чисел следует 
z = (x + u) + v = x + (u + v). Снова используя лемму 
6, получаем x < z. Теорема доказана.

Отношение нестрогого порядка для рациональ-
ных чисел определяем условием ∀х, у∈B ((х ≤ у) ∼  
∼ ((х<у) ∨ (х=у))).

Теорема 28 (об упорядоченности множества раци-
ональных чисел). Множество рациональных чисел с 
определенным на нем отношением нестрогого поряд-
ка является цепью.

Доказательство. Отношение нестрогого порядка 
рефлексивно, так как для любого х∈B имеем х = х, а 

значит х ≤ х. Доказываем антисимметричность это-
го отношения. Пусть х, у∈B и одновременно х ≤ у,  
у ≤ х, то есть выполнены условия (х < у) ∨ (х = у) и 
(у<х) ∨ (у = х). Из теоремы о сравнимости рацио-
нальных чисел следует, что такое возможно лишь в 
случае х = у. Поэтому нестрогий порядок обладает 
свойством антисимметричности. Свойство транзи-
тивности нестрогого порядка выводится из преды-
дущей теоремы с учетом того, что для любых x, y,  
z∈B условие (х < у) ∧ ∧(у = z) или (х = у) ∧ (у < z) 
влечет х < z, а условие (х = у) ∧  (у = z) влечет х = z. 
Наконец, для любых x, y∈B всегда либо х = у, либо 
х < у, либо у < х (по теореме о сравнимости рацио-
нальных чисел), и поэтому условие (х ≤ у) ∨ (у ≤ х) 
выполнено. Теорема доказана.

Лемма 7. Для всех z∈В 1z = z и (-1)z = -z.
Доказательство. Для любого z∈А существуют х, 

у∈N, такие что R (x, y, z)=1. Тогда, в силу условия 
R (1, 1, 1)=1 и определения умножения, получаем 
R (1x, 1y, 1z) = 1, R (x, y, 1z) = 1. По аксиоме (2), 
отсюда имеем 1z = z. Пусть теперь z∈В, х, у∈А и  
Т (x, y, z)=1. Тогда, в силу условия  Т(1+1, 1, 1)=1 и 
определения умножения, получаем Т ((1+1)х+1у,  
(1+1)у+1х, 1z)=1. Используя равенство 
х +((1+1)у+ х1) = (1+1) х +(1+1)у = ((1+1)х+1у)+у, 
аксиомы функциональности (8) и равенства раз-
ностей (10), получаем z = 1z. Доказываем вторую 
часть леммы. Для любого z∈В имеем z + (-1) z = 
= (1 + (-1)) z = 0z = 0. По теореме о противопо-
ложном рациональном числе, получаем отсюда  
(-1)z = -z. Лемма доказана.

Лемма 8. Для всех z∈В условия z > 0 (а), z∈A (б) 
и (-z) < 0 (в) равносильны. Также равносильны усло-
вия z < 0 (г) и (-z) > 0 (д).

Доказательство. В силу леммы 6, условие (а) рав-
носильно условию ∃ z′∈A z = 0+z′, z = z′. Поэтому 
(а) и (б) равносильны. С другой стороны, по лем-
ме 6, условие (в) выполняется тогда и только тогда, 
когда существует z′′∈ A, такой что (-z) + z′′ = 0, то 
есть z′′ =  -(-z) = z и верно (а). Доказываем равно-
сильность условий (г) и (д). Для любого z∈В имеем 
z + (-z) = 0, то есть z < 0 тогда и только тогда, когда 
-z∈A (в силу леммы 6), то есть когда -z > 0. Лемма 
доказана.

Определяем понятие обратного числа, Чис-
лом, обратным числу z∈В z ≠ 0, называется любой 
элемент  z-1∈ В, такой что zz-1 = 1.

Теорема 29 (об обратном рациональном числе). 
Для любого z∈В, z ≠ 0 существует, притом единс-
твенное, обратное число.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай 
z∈А. По аксиоме (3), существуют х, у∈N, такие что 
R (х, у, z)=1. В силу аксиомы (2) найдется такой 
z1∈А, что R (y, х, z1)=1. Тогда из условий R (хy, ух, 
zz1) = R(хy, ху, zz1) = 1, (ху)1 = ху и аксиомы вклю-
чения (1) будем иметь zz1= 1. Предположим, су-
ществует такой z2∈А, что zz2 = 1. Тогда из равенства 
zz1 = zz2 получаем z1(zz1) = z1(zz2), (z1z)z1 = (z1z)z2, 
1z1 = 1z2, z1 = z2. Поэтому z1 = z-1 и это обратное 
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число определено для каждого z∈А единственным 
образом. Пусть теперь z∈В и z < 0. Тогда, по лемме 
8, (-z)∈А и поэтому существует  (-z)1∈ А, такой что 
(-z)(-z)-1=1. Используя коммутативность и ассоци-
ативность умножения и лемму 7, получаем ((-1)z) 
(-z)-1 = 1, z((-1)( -z)-1) = 1, (-(-z)-1)z=1, z(-(-z)-1)=1,  
то есть число -(-z)-1 является обратным числу z. 
Доказательство единственности обратного числа 
для отрицательных рациональных чисел проводит-
ся точно так же, как для положительных. Теорема 
доказана.

Лемма 9. Для любых х1, у1, х2, у2∈А условие (х2<х1) ∧  
∧ (у2<у1) (а) влечет х2у2 < х1у1.

Доказательство. Пусть для некоторых 
х1, у1, х2, у2∈А верно (а). Тогда, по лемме 3, сущест-
вуют u, v∈А, такие что х1 = х2 + u, у1 = у2 + v, и зна-
чит х1у1 = х2у2 + ((х2v + uу2) + uv). Снова используя 
лемму 2, получаем х2у2 < х1у1. Лемма доказана.

Лемма 10. Для любых х1, у1, х2, у2∈В условие 
(х2<х1) ∧ (у2<у1) (б) влечет х2+у2 < х1+у1.

Доказательство. Пусть для некоторых 
х1, у1, х2, у2∈В верно (б). Тогда, по лемме 6, сущес-
твуют u, v ∈ А, такие что х1 = х2 + u, у1 = у2 + v, то 
есть х1 + у1 = (х2 + у2) + (u + v). Снова используя 
лемму 6, получаем х2+у2 < х1+у1. Лемма доказана.

Лемма 11. Для любых х, у∈В условия х < у и -у < -х 
равносильны.

Доказательство. Если х, у∈В и х < у, то невоз-
можно -х = -у. Также неверно -х < -у, потому что 
иначе имеем х+(-х) < у+(-у) (по лемме 10), 0<0 
– противоречие. Поэтому условие х < у влечет -
у < -х, а в силу равенств -(-х) = х, -(-у) = у верно и 
обратное утверждение. Лемма доказана.

Выводы

Полученные здесь результаты по идентифи-
кации понятия числа имеют много общего с из-
вестными положениями из учения об основаниях 
арифметики, поэтому необходимо проанализи-
ровать различие между ними. В нашей постанов-
ке речь идет только об идентификации (то есть о 
математическом описании) понятия числа, воп-
рос об обосновании этого понятия не ставится. 
При решении задачи идентификации объектов все 
средства формального описания хороши, лишь бы 
они были надежны; нет необходимости их ограни-
чивать, как это делается в математической логике 
при обосновании понятий арифметики. Снятие 
запрета на средства формального описания дает 
возможность идентифицировать именно ту ариф-
метику, которая фактически используется в мате-
матической практике, а не тот ее вариант, который 
носит название формальной арифметики.

Наиболее близкую к формулируемой здесь пос-
тановку задачи мы находим в классической работе 
Ландау [3], опубликованной впервые в 1930 году. 
Насколько нам известно, до настоящего времени 
результаты этой работы не пересматривались и не 
улучшались. Главный недостаток данной работы, 

оцениваемой нами с точки зрения задачи иден-
тификации (а такая задача в ней не ставится, пос-
кольку речь там идет только об обосновании ариф-
метики), заключается в том, что в ней все аксиомы 
арифметики записаны на неформализованном 
логическом языке, то есть. на том языке, который 
был общепринятым среди математиков в то время, 
когда эта работа была написана. При решении за-
дачи идентификации этого недостаточно. Для этой 
цели мы использовали язык алгебры подстановоч-
ных операций [1]. Аксиомы (1)-(5), (15), (16), (20) 
и (21) из первой части настоящей работы, по су-
ществу, повторяют формулировки Ландау, разли-
чие заключается лишь в языке описания. Аксиомы 
(1)-(4) из второй части этой работы у Ландау вов-
се отсутствуют. Это обусловлено тем, что он вво-
дит положительные рациональные числа прямым 
определением, как классы эквивалентных дробей 
(пар натуральных чисел). Однако при использо-
вании языка алгебры подстановочных операций 
необходимо вводить предикат R, связывающий 
пары натуральных чисел с положительными раци-
ональными. То же самое относится и к аксиомам 
(7)-(10), которые определяют множество всех ра-
циональных чисел и предикат Т, связывающий их 
с парами положительных рациональных чисел.
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Категорія кількості представлена поняттями нату-
рального, раціонального та дійсного числа. Мовою ал-
гебри предикатних операцій описані характеристичні 
властивості цих понять, доказана повнота опису. З виз-
начень понять, які розглянуті виведені їх основні власти-
вості, на яких базується будова математичного аналізу.
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The category of a quantity represented by concepts natural, 
rational and real quantities. In language of algebra of predi-
cate operations the characteristic properties of these concepts 
are described, the completeness of the descriptions is proved. 
From definitions of considered concepts their main properties 
are introduced, on which the building of a calculus bases.
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