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Îïèñûâàþòñÿ äâà ïðèçíàêà ðàçðåøèìîñòè âûðîæäåí-
íîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû, ÿâëÿþùåéñÿ ðàçíîñòíîé
ìîäåëüþ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ.

Â ïðîñòðàíñòâå Cm ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ
ñèñòåìà âåêòîðíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

,2,1,0n,fuBuA nnn1nn      (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

au 0                        (2)

è âûðîæäåííûìè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìàòðèöàìè nn B,A
ðàçìåðíîñòè mm . Ïî äðóãîé òåðìèíîëîãèè (1)
íàçûâàåòñÿ íåÿâíîé èëè âûðîæäåííîé äèñêðåòíîé
ñèñòåìîé [1, 6, 7]. Çàäà÷è èç ýêîíîìèêè, áèîëîãèè,
ôèçèêè, ïðèâîäÿùèå ê âûðîæäåííîé äèñêðåòíîé
ñèñòåìå (1), ðàññìàòðèâàëèñü â [7]. Ñèñòåìó (1)
ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äèñêðåòíóþ ìîäåëü ýâîëþ-
öèîííîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé âåêòîðíûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì
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Êëàññè÷åñêèìè ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè, êîòîðûå
îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà (3) ñ âûðîæäåííû-

ìè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìàòðèöàìè )t(A , ÿâëÿþòñÿ
ýëåêòðè÷åñêèå öåïè [4,7, 8].

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïåðåäàþùåé íåñòàöèîíàðíîé öåïè,
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå.

Íà âõîä öåïè ïîäà¸òñÿ èçâåñòíîå âõîäíîå ñîñòîÿíèå
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Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Êèðõãîôà è óðàâíåíèÿ ýëåìåí-
òîâ:
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ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðà-
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Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà )t(A  âûðîæäåíà

0tAdet , òî çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

a)0(u  ìîæåò èìåòü ðåøåíèå ëèøü ïðè ñïåöèàëü-

íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ìàòðèöàìè )t(B,)t(A ,

ñâîáîäíûì ÷ëåíîì )t(f  è íà÷àëüíûì âåêòîðîì a  [2,
3, 5, 7].

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåñòàöèîíàðíîé äèñ-
êðåòíîé ñèñòåìû (1) ñ âûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè

nA  åùå íå èçâåñòíû, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñ åäèíè÷íûìè ìàòðèöàìè EBn

[1, 6]. Íà÷àëüíîå óñëîâèå Êîøè a)0(u  äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (3) ïåðåõîäèò â íà÷àëüíîå óñëîâèå au0  (2)
äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû âåêòîðíûõ óðàâíåíèé (1).
Ïðèâåä¸ì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè íà-
÷àëüíîé çàäà÷è (1), (2) äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ
ñ âûðîæäåííûìè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìàòðèöàìè

nn B,A . Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ,...2,1,0n

,
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âûáåðåì îêðóæíîñòü n  â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
òàê, ÷òîáû âñå êîíå÷íûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïó÷êà

ìàòðèö nn BA  ëåæàëè âíóòðè êðóãà n . Ñ

ïîìîùüþ êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ ââîäèì ìàòðèöû:
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Ýòè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèîííûìè (èäåìïî-
òåíòíûìè) è íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè ïðîåêòî-

ðàìè ïó÷êà nn BA â òî÷êå . Îíè ïîðîæäàþò
ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Cm:
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ïðè÷åì ñóæåííûå îòîáðàæåíèÿ
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ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè (îñóùåñòâëÿþò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó óêàçàííûìè ïà-
ðàìè ïîäïðîñòðàíñòâ).

Ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû k
n

k
n Q,P , ñïåêòðàëüíûå

ïîäïðîñòðàíñòâà k
n

k
n Y,X  è ðàçëîæåíèå (8) ââåäåíû

â [4] äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Çàìåòèì, ÷òî â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå, êîãäà

0Adet n , ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû è ñïåêòðàëü-
íûå ðàçëîæåíèÿ (8) òðèâèàëüíû, â òîì ñìûñëå, ÷òî
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Òîãäà ðåçîëüâåíòû ïó÷êîâ ãîëîìîðôíû è óáûâàþò
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êîâ nn BA  ãîëîìîðôíû â òî÷êå 0 . Äëÿ

âûðîæäåííîé ñèñòåìû )0A(det n  ìû ðàññìîòðèì
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Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò
î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2).

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïó÷êè ìàòðèö nn BA
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (11) îãðàíè÷åííîñòè ðåçîëü-
âåíò íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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Äîêà çà òå ëü ñò âî .  Èç îáðàòèìîñòè ñóæåííûõ
îòîáðàæåíèé (10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî n
ìàòðèöû

,...1,0nPBPAG 2
nn

1
nnn    (13)

îáðàòèìû è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

2
n

2
nn

1
n

1
n

1
nn

1
n PPBG,PPAG .      (14)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1) íà ïðîåêòîðû 2
n

1
n Q,Q   è

èñïîëüçóÿ âëîæåíèÿ (9), ïîëó÷àåì ïàðó óðàâíåíèé:

n
1
nn

1
nn1n

1
nn fQuPBuPA ,

n
2
nn

2
nn1n

2
nn fQuPBuPA ,

ýêâèâàëåíòíóþ (1). Èñïîëüçîâàíèå (14) äàåò

,....1,0n
,fQGuPBGuP n

1
n

1
nn

1
nn

1
n1n

1
n

      (15)

,...1,0n
,fQGuPuPAG n

2
n

1
nn

2
n1n

2
nn

1
n

     (16)

Áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (11) ïó÷îê nn BA  íå èìååò
ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ â òî÷êå , ïîýòîìó

n
2
n KerAX  è 0PA 2

nn . Ñèñòåìà (15), (16) ïðèíè-
ìàåò âèä

,

.

;

.



48 ÐÈ, 2001, ¹ 1

,...2,1,0n
,fQGuP

fQGuPBGuP

1n
2

1n
1

1n1n
2

1n

n
1
n

1
nn

1
nn

1
n1n

1
n

    (17)

Ïðè ýòîì ïðîïóùåííîå ðàâåíñòâî â (16) ïðè n=0
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå íà íà÷àëüíûé âåêòîð :au0

0
2
0

1
0

2
0 fQGaP .                (18)

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî (12). Äåéñòâèòåëüíî,

ïîñëå óìíîæåíèÿ ðàâåíñòâà (18) ñëåâà íà 0G

ïîëó÷àåòñÿ 0
2
0

2
00 fQaPB , èëè 0faBQ 00

2
0 , è

îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî 0
1
0

m1
0 AImYCQ .

Òåïåðü èç ñèñòåìû (17) ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ

n=0,1,2 íàéòè çíà÷åíèÿ ,...u,u 21 , îòïðàâëÿÿñü îò

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ au0 , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñ-

ëîâèþ (12). Åñëè çíà÷åíèå nu  óæå èçâåñòíî, òî (17)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó 2m àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî m êîìïîíåíò âåêòîðà

1nu .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

1n
2

1n
1

1n1n

n
1
n

1
nn

1
nn

1
nn

fQG

,fQGuPBG

äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé (17). Òàê êàê

1n
2

1n1nn
1
nn P,P ,

òî ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ 2
1n

1
n

P
P

 ñèñòåìû (17)

ðàçìåðíîñòè mm2  è ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà

1n
2

1n

n
1
n

;P
;P

 ðàçìåðíîñòè 1mm2  èìåþò îäèíà-

êîâûé ðàíã m  ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n .

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå 1nu  îäíîçíà÷íî íàõî-

äèòñÿ ïî çíà÷åíèþ nu . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ðàáîòàõ ïî äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì (DAEs) [8] èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå èí-
äåêñà óðàâíåíèÿ (2), òî÷íåå èíäåêñà ïó÷êà ìàòðèö

BA , ðàâíîãî ïîðÿäêó ïîëþñà ìàòðèöû-ôóíê-

öèè 1BA  â òî÷êå 0 . Èíäåêñ ïó÷êà ñîâïà-

äàåò ñ ìàêñèìàëüíîé äëèíîé öåïî÷åê èç ñîáñòâåí-
íûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ ïó÷êà BA  â

òî÷êå 0 , èëè ñ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ òåõ
êëåòîê â íîðìàëüíîé ôîðìå ïó÷êà BA , êîòîðûå
îòâå÷àþò áåñêîíå÷íûì ýëåìåíòàðíûì äåëèòåëÿì
[3].

Ðåçîëüâåíòíîå óñëîâèå (11) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
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àííóëÿòîðû âñåõ ìàòðèö nA  èìåþò îäèíàêîâóþ
ðàçìåðíîñòü.
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Äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà ìàòðèö nn BA
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1
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ëî÷êà âñåõ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòî-
ðîâ, îòâå÷àþùèõ êîíå÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì.
Ìû ïðèõîäèì ê òåîðåìå 2, óñëîâèÿ êîòîðîé ýêâè-
âàëåíòíû óñëîâèÿì òåîðåìû 1, îäíàêî â ïðàêòè÷åñ-
êîé ïðîâåðêå îòëè÷íû îò ïåðâûõ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïó÷êè ìàòðèö nn BA  èìåþò

åäèíè÷íûå èíäåêñû, ðàçìåðíîñòè àííóëÿòîðîâ nKerA

íå çàâèñÿò îò  n è ïðè êàæäîì n àííóëÿòîð nKerA
èìååò íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âñåõ
ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ î÷åðåäíîãî

ïó÷êà 1n1n BA ,îòâå÷àþùèõ êîíå÷íîìó ñïåêò-
ðó. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà a, óäîâëåò-
âîðÿþùåãî óñëîâèþ (12), íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1), (2)
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Îáðàòèìñÿ ê ìîäåëüíîìó ïðèìåðó öåïè ðèñóíêà.
Ïåðåõîäÿ îò âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (3) ñ ìàòðèöàìè è âåêòîðàìè (5) ê êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó (1),
ýëåìåíòû êîòîðîé ñîãëàñíî (4) åñòü

,
011
10tR

0tL10

B

I
e
e

f,
000
000
0tL0

1A

n

n
n

n

n

n

n

n

1n

n
n

Ïðè åñòåñòâåííîì òðåáîâàíèè ïîëîæèòåëüíîñòè

ïàðàìåòðîâ öåïè tC,tR,tL  êîíå÷íûé
ñïåêòð ïó÷êà nn BA  ñîñòîèò èç îäíîãî ñîáñòâåí-

,

,
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íîãî ÷èñëà 
1n

n
n tL

tL
, êîòîðîìó îòâå÷àåò ñîá-

ñòâåííûé âåêòîð tr
ntR,1,1 . Ñïåêòðàëüíûå ïîä-

ïðîñòðàíñòâà  2
n

2
n Y,X  ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè,

2
nX  ñîâïàäàþò ñ àííóëÿòîðîì nKerA  è íå çàâèñÿò

îò n. Çäåñü  m=3, ïîýòîìó n  –ïðîñòîå ñîáñòâåííîå
÷èñëî ïó÷êà nn BA  è ñïåêòðàëüíûå ïîäïðîñò-
ðàíñòâà èìåþò âèä

.
y
y
0

Y,
0
0
y

Y

,
x
0
x

X,
R

1
1

spanX

3

2
2
n

1
1
n

2

1
2
n

n

1
n

ßñíî, ÷òî (18) è âñå óñëîâèÿ òåîðåì 1,2 âûïîëíåíû.
Ñîãëàñíî (12) ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà (1) äëÿ ìîäåëüíîé
öåïè ðèñóíêà ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â íà÷àëüíîì óñëîâèè (2) âåêòîð a èìååò âèä

tr
00 0Re,I,a ,

ãäå  – ëþáîå ÷èñëî, âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåê-
ñíîå.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ìîäåëü íå-
ëèíåéíîé âûðîæäåííîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì,
ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ðèñóíêà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé,
è óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ýëåìåíòîâ èìåþò âèä:

,u,tftutC
dt
dtI

;I,tftItL
dt
dtu

;I,tftItRtu

CCCC

LLLL

RRRR

çäåñü CLR f,f,f  – íåëèíåéíûå ôóíêöèè.

Èñêëþ÷àÿ, êàê è ïðåæäå, ïåðåìåííûå
,I ,I,e,e,e CLR  ïîëó÷àåì ñèñòåìó òðåõ óðàâ-

íåíèé:

.I,tfeuRI

,I,tfeLI
dt
d

,III

RRCR

LLL

LR

Èõ âåêòîðíàÿ ôîðìà åñòü

u,tftutBtutA
dt
d

,     (19)

ãäå tu,B,A  óêàçàíû â (5), à âåêòîð-ôóíêöèÿ
f ðàâíà

.u,tfte;u,tfte;tI

u,u,u,tf
tr

1R2L

321

Ïåðåõîäÿ ê êîíå÷íûì ðàçíîñòÿì â óðàâíåíèè (19),
ïîëó÷àåì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó ñ íåëèíåéíûìè ïðà-
âûìè ÷àñòÿìè:

,ufuBuA nnnn1nn           (20)

ãäå nn tuu , ìàòðèöû nn B,A  îïðåäåëåíû ôîð-
ìóëàìè (4),(5), à ôóíêöèè ufn  – ðàâåíñòâàìè

u,tfuf nn .

Êâàçèëèíåéíàÿ äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà (20) ÿâëÿåòñÿ

âûðîæäåííîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ìàòðèöû nA
èìåþò äâóìåðíûå àííóëÿòîðû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19) ñ èñïîëüçîâà-
íèåì êîìïüþòåðà íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü òåîðåòè-
÷åñêèé ðåçóëüòàò î ðàçðåøèìîñòè âûðîæäåííîé
êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû (20) ñ çàäàííûì íà÷àëü-
íûì ñîñòîÿíèåì au0 , è ïðåæäå âñåãî, äàòü
îïèñàíèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ âåêòî-
ðîâ a , àíàëîãè÷íîå óñëîâèþ (12) äëÿ ëèíåéíîé
ñèñòåìû (1).
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ïðèåìà è îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.(Íîâûå èíôîð-
ìàöèîííûå òåõíîëîãèè)».Òóàïñå, 1999.
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