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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà
ãðàôàõ ñ èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé; ãðàôàõ,
èìåþùèõ çîíû Ñàðãàññà; ìíîãîñëîéíûõ ãðàôàõ. Ïðî-
âîäèòñÿ àíàëèç ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé è
àíàëèç èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû  äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
çàäàíèÿ ñõåì ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ãðàôå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãèõ ïðîöåññîâ â íàóêå è
òåõíèêå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò ïîä-
õîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåøåíèå çàäà÷è óäàåòñÿ ïîëó÷èòü,
ðàññìàòðèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàí-
íûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ.

1. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ãðàôàõ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äåðåâî

Îïèøåì ïðîöåññ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ãðàôå,
ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé äåðåâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ðåáðà ãðàôà èìåþò öåëî÷èñëåííûå äëèíû, âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêóþ íó-
ìåðàöèþ, ïðè êîòîðîé êîîðäèíàòîé ñîñòîÿíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíî ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî íóìå-
ðîâàòü ñîñòîÿíèÿ, íà÷èíàÿ îò âåðøèíû äåðåâà, è
äåëàòü ýòî òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèé íå
óáûâàëè ïî ìåðå èõ óäàëåíèÿ îò íåãî. Ñëó÷àéíûå
áëóæäàíèÿ ïðîèñõîäÿò ïî ýòèì òî÷êàì è îíè ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåìîãî íàìè
ïðîöåññà. Ñõåìó ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ âûáåðåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü êàæäàÿ èç âåðøèí âåòâè
äåðåâà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñáðîñà äëÿ ëþáîãî èç ñîñòî-
ÿíèé ýòîé âåòâè, à êîðåíü äåðåâà – òî÷êîé ñáðîñà äëÿ
ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ãðàôà. Òîãäà èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ
ãðàôà âîçìîæåí ëèáî ïåðåõîä â ñëåäóþùåå ñîñòîÿ-
íèå, ëèáî ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîä (ñáðîñ)
â îäíó èç òî÷åê ñáðîñà, ëåæàùóþ íà ïóòè îò êîðíÿ
äåðåâà ê ýòîìó ñîñòîÿíèþ. Ê ðàññìîòðåíèþ ïîäîá-
íûõ ñõåì áëóæäàíèé ÷àñòî ïðèâîäÿò çàäà÷è òåîðèè
íàäåæíîñòè, ðàäèîáèîëîãèè, à òàêæå çàäà÷è òåîðèè
íåéðîííûõ ñåòåé.

2. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ãðàôàõ ñ
èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìû
ïðèõîäèì ê òàêèì ñèñòåìàì, ýâîëþöèÿ êîòîðûõ
ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîãî áëóæ-

least squares //Commun. Statist.,1977. Vol.A6. P. 813-828.
4. Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Robust identification//
Automatica. 1980. Vol 16. P. 53-63.
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äàíèÿ íà ãðàôå ñ èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.
Â [1, 2] ðàññìîòðåíû äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå
ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì
ñîñòîÿíèé.

Ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ ñ èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì
ñîñòîÿíèé ïðåæäå âñåãî âîçíèêàåò çàäà÷à îá èõ
ñîãëàñîâàíèè. Îíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü íà
âðåìåííûõ ïðîìåæóòêàõ 10 , ss , 21 , ss , 0
çàäàíû èíôèíèòåçèìàëüíûå ìàòðèöû t1 , t2 ,

îïðåäåëÿþùèå ïðîöåññû t1 , t2  ñ ÷èñëîì

ñîñòîÿíèé 1n  è 2n . Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
112 nn . Òîãäà ñëåäóåò îïðåäåëèòü èíôèíèòåçè-

ìàëüíóþ ìàòðèöó t12  (ìàòðèöó ñîãëàñîâàíèÿ),

íåïðåðûâíóþ íà 11 , ss  è óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì

,, 1211211112 ssss   (1)

òàê, ÷òîáû âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì íà 20 , ss  ïðîöåññ

t  ÿâëÿëñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ïðîöåññà
t1 , 10 , sst , íà îòðåçîê 21 , ss , íà êîòî-

ðîì tt 2 . Íà 11 , ss  ïðîöåññ t  îïðå-
äåëÿåòñÿ ìàòðèöåé t12 . Â [1] ðàññìîòðåíî íå-
ñêîëüêî ñëó÷àåâ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû ñîãëàñîâàíèÿ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ýòó
ìàòðèöó ìîæíî èñêàòü, èñõîäÿ èç îãðàíè÷åíèé,
ïîçâîëÿþùèõ ìèíèìèçèðîâàòü íåêîòîðûå ñóììàð-
íûå çàòðàòû, ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü èëè îáåñ-
ïå÷èòü ïðåèìóùåñòâåííîå ðàçâèòèå âûäåëåííûõ
ãðóïï ïðåäïðèÿòèé è ïð.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ýâîëþöèÿ
ìàòðèöû t12  îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåññîì
ïîãëîùåíèÿ (èëè âûäåëåíèÿ) ýíåðãèè. Ìåðîé òà-
êèõ ýíåðãîçàòðàò ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë,
çàâèñÿùèé îò 12 . Åñëè, íàïðèìåð, ýòîò ôóíêöè-
îíàë èìååò âèä ff ,12 , òî îòûñêàíèå 12  ñâîäèò-
ñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è.
Òðåáóåòñÿ íàéòè èíôèíèòåçèìàëüíóþ ìàòðèöó 12

ïîðÿäêà 11 11 nn , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâè-
ÿì (1) è óñëîâèþ

1

1

min,,, 00012

s

s

dssspssps .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ôîêóñèðîâêå ïðîöåññîâ ñ
èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Ïóñòü 0, tt
– ïðîöåññ ñ èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé,
òàêîé, ÷òî íà êàæäîì èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåç-
êîâ
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kk ts , , ...,1,0k , 00s , )(* kttk .  (2)

÷èñëî ñîñòîÿíèé ïðîöåññà ïîñòîÿííî. Ñ÷èòàåì, ÷òî
ïðîöåññ k , ñîâïàäàþùèé ñ t  íà kk ts ,
( ...,1,0k ), ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðîöåññà, ôîêóñèðóþ-

ùåãî íà ðàñïðåäåëåíèå k
j . Ïóñòü tkk 1,  –

ìàòðèöà ñîãëàñîâàíèÿ ïðîöåññîâ k , 1k . Òîãäà
[3] ìàòðèöû tkk 1,  ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïðè
èçìåíåíèè t  íà 1, kk st  êàæäàÿ èç íèõ ôîêóñèðî-
âàëà ïðîöåññ t  íà ðàñïðåäåëåíèå 1k

j . Òàêîé
ïðîöåññ t  îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êà-
êèì áû íè áûëî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé 0sp j , ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

tsp j ,0  ïðîöåññà t  íà ïðîìåæóòêàõ 11, kk ts
ôîêóñèðóåò (èëè -ôîêóñèðóåò) â òî÷êàõ ks  íà

ðàñïðåäåëåíèÿ 1k
j . Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî *1
j

k
j )(k , òî *t  ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ôîêóñèðîâêè ( -ôîêóñèðîâêè) ïðîöåññà
t  íà ðàñïðåäåëåíèå *

j .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ãðàôå ñ èçìå-
íÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Ïóñòü ñëó÷àéíîå
áëóæäàíèå ÷àñòèöû íà ãðàôå, ïðåäñòàâëÿþùåì
äåðåâî, îïèñûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì ïðîöåññîì
Ìàðêîâà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîðåíü äåðåâà åñòü
òî÷êà ñáðîñà. Ïóñòü â íåêîòîðûå, íå îáÿçàòåëüíî
îïðåäåëåííûå çàðàíåå, ìîìåíòû âðåìåíè

...,...,,, 21 k  ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïðîöåññà èçìåíÿåò-
ñÿ, ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ ...,...,,, 21 knnn  (ò.å. èçìåíÿ-
åòñÿ ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð ãðàôà, íà êîòîðîì
ïðîèñõîäèò ïðîöåññ áëóæäàíèé). Ñïîñîá ïåðåäâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû òàêîé æå, êàê â ï.1. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè 0  çàäàåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíûé âèä
ãðàôà, íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, èí-
òåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ.

Íà ðèñ.1 ðàññìîòðåí ïðèìåð òðåõýòàïíîé ýâîëþöèè
ñèñòåìû. Æèðíûì âûäåëåíû âåðøèíû èñõîäíîãî
ãðàôà (íà ìîìåíò âðåìåíè 0 ). Îêîëî îñòàëüíûõ
ðåáåð óêàçàíû ìîìåíòû âðåìåíè k  èõ âîçíèêíî-
âåíèÿ.
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Ðèñ. 1. Ãðàô ñ èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ñõîäèìîñòè âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé 1, 14.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïîäáè-
ðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âîçìóùåíèÿ ñëó÷àé-
íîãî áëóæäàíèÿ ñ èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿ-
íèé, ìû ìîæåì óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé, ò.å. äîáèòüñÿ ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà,
ïðè÷åì çà ñêîëü óãîäíî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìå-
íè.

Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
äàåò ñõåìà, êîãäà íà âõîä “ðàçðîñøåìóñÿ” ãðàôó 1k
ïîñòóïàåò äîïîëíåííîå íóëÿìè ðàñïðåäåëåíèå, ÿâ-
ëÿþùååñÿ íåêîòîðûì ïðèáëèæåíèåì ê ïðåäåëüíî-
ìó äëÿ ãðàôà k  ðàñïðåäåëåíèþ.

Áûëî òàêæå çàìå÷åíî, ÷òî íàèìåíüøóþ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè äàâàëè, êàê ïðàâèëî, âåðîÿòíîñòè âíîâü
âîçíèêøèõ ñîñòîÿíèé.
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòåé
 ñîñòîÿíèé 1 (à) è 14 (á)

3. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ãðàôàõ ñ ñàðãàññîâîé
çîíîé

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ãðà-
ôàõ ñ ñàðãàññîâîé çîíîé, ïîä êîòîðîé áóäåì ïîíè-
ìàòü ïîäìíîæåñòâî S  âåðøèí ãðàôà, â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå èçîëèðîâàííûõ îò îñòàëüíûõ âåðøèí
ãðàôà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â ýòó
ãðóïïó ñîñòîÿíèé ñðàâíèòåëüíî ìàëà è âåðîÿòíîñòü
âûõîäà èç íåå òàêàÿ æå ëèáî íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ
ìåíüøå.

Äëÿ áëóæäàíèé íà ãðàôàõ ñ çîíîé Ñàðãàññà èíôè-
íèòåçèìàëüíóþ ìàòðèöó  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå DC .

Ïóñòü ãðàô èìååò 1r  ñàðãàññîâó çîíó è “îñíîâ-
íóþ” ÷àñòü. Åñëè ïåðåíóìåðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ïðî-
öåññà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñíà÷àëà øëè ñîñòîÿíèÿ
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èç îñíîâíîé ÷àñòè, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî èç
êàæäîé ñàðãàññîâîé çîíû 121 ...,,, rSSS , òî ìàòðèöà
C  èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó âèäà [4]:

rr

iiC

...00
............
0...0
0...0

22

11

diag
,

D  – êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè nn ;  –
ìàëûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Â ñëó÷àå, êîãäà

0D , ïðîöåññ t ðàñïàäàåòñÿ íà r  íå ñâÿçàííûõ
êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü ìàðêîâñêèé
ïðîöåññ ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ìåíüøèõ, ÷åì n . Åñëè
æå ìàòðèöà D  îòëè÷íà îò íóëåâîé, òî îíà õàðàê-
òåðèçóåò ñâÿçè ìåæäó ñàðãàññîâûìè çîíàìè ãðàôà
è îñíîâíîé åãî ÷àñòüþ. Ïàðàìåòð  ïîä÷åðêèâàåò,
÷òî ýòè ñâÿçè ìàëû.

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûë ðàññìîò-
ðåí ãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3; ñàðãàññîâà çîíà
çäåñü îáâåäåíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Îíà ñîñòîèò èç
5 âåðøèí ãðàôà: 30,29,28,27,26S .
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Ðèñ. 3. Ãðàô ñ ñàðãàññîâîé çîíîé S

Ãðàôèêè êîìïîíåíò 1, 29 âåêòîðà ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 (ñîñòîÿíèå 1 – êîðåíü äåðåâà,
à 29 – ñîñòîÿíèå ñàðãàññîâîé çîíû).

0.2 0.4 0.6 0.8 1 t

0.001
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pi t

à

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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pi t

á

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòåé
 ñîñòîÿíèé 1 (à), 29 (á)

Áûëà èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ñõîäèìîñòè âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé îò ñòåïåíè èçîëÿöèè ñàðãàññîâîé

çîíû (ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà 01,01 ,

001,02 , 0001,03 ): ôèêñèðîâàëèñü âåëè÷èíû
, à òàêæå ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå ïðîèçîøëà

-ñòàáèëèçàöèÿ, ò.å. òàêèå ìîìåíòû âðåìåíè t ,

÷òî ïðè ëþáûõ tt  è âñåõ j

jj tp ,

ãäå j  – j -ÿ ïðåäåëüíàÿ êîìïîíåíòà ëåâîãî

ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû  ïðè 0tt . Â

ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü 310 . Âåëè÷èíà  îöåíèâà-
ëàñü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â [5].

Áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî íàèìåíüøóþ ñêîðîñòü ñõîäè-
ìîñòè èìåþò ñîñòîÿíèÿ ñàðãàññîâîé çîíû è ñ ðîñòîì
ñòåïåíè èçîëÿöèè (ñ óìåíüøåíèåì ) ïðîèñõîäèò
ðàçìûâàíèå -îêðåñòíîñòè. Òàêæå çàìå÷åíî, ÷òî
ïðîöåññ ñõîäèìîñòè ïðîòåêàåò íàìíîãî áûñòðåå,
åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõîäèò-
ñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé ñàðãàññîâîé çîíû, à íå â
êîðíå äåðåâà.

Áûë èçó÷åí ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñàðãàññî-
âûõ çîí. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðåí ãðàô, èçîáðàæåííûé

íà ðèñ.3, èìåþùèé äâå ñàðãàññîâû çîíû 1S  è 2S :

25,24,23,22,21,201S ;  30,29,28,27,262S .

Èññëåäîâàí òàêæå ïðîöåññ, êîãäà ñàðãàññîâû çîíû
âçàèìîäåéñòâóþò (îäíîñòîðîííÿÿ è äâóñòîðîííÿÿ
ñâÿçè). Óñòàíîâëåíî, ÷òî âîçíèêíîâåíèå äâóñòî-
ðîííåé ñâÿçè ïðè îäèíàêîâûõ èíòåíñèâíîñòÿõ

ïåðåõîäîâ èç 1S  â 2S  è èç 2S  â 1S  ïðàêòè÷åñêè íå
èçìåíÿåò õàðàêòåð è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Íàëè÷èå
æå îäíîñòîðîííåé ñâÿçè (íàïðèìåð, âîçìîæåí ëèøü

ïåðåõîä èç 1S  â 2S ) âûçûâàåò ïåðåðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé: ïîâûøàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé

çîíû 2S  è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîíèæàþòñÿ âåðîÿòíî-

ñòè ñîñòîÿíèé, íå ïðèíàäëåæàùèõ çîíå 2S , ïðè÷åì

âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ñàðãàññîâîé çîíû 1S  óìåíü-
øàþòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ. Êàê è â ñëó÷àå
îäíîé ñàðãàññîâîé çîíû, íàèìåíüøóþ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè èìåëè ñîñòîÿíèÿ ñàðãàññîâûõ çîí.

4. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ìíîãîñëîéíûõ ãðàôàõ

Èññëåäîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ íà ïðåä-
ïðèÿòèÿõ, èçãîòîâëÿþùèõ èçäåëèÿ, êîòîðûå ñîäåð-
æàò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ,
ïîêàçàëî, ÷òî ðàçëè÷íûå åãî öåõà è çâåíüÿ îáëàäàþò
ñ òî÷êè çðåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ öèêëîâ îïðåäåëåí-
íîé àâòîíîìèåé. Âìåñòå ñ òåì ýòè ïîäðàçäåëåíèÿ
ïðåäïðèÿòèÿ ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì âîåäèíî îáùèì
äëÿ íèõ ïðîèçâîäñòâîì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè.
Ýòè ñâÿçè â îïðåäåëåííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè
ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ äîñòàòî÷íî æ¸ñòêî. Ðàáîòó îò-
äåëüíîãî öåõà (ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ñâÿçåé) óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ãðà-
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ôà. ×àñòü ýòèõ ñâÿçåé îïèñûâàåò âíóòðèöåõîâûå
ïðîèçâîäñòâåííûå ñâÿçè è öèêëû. ×àñòü æå èç íèõ
îïèñûâàåò ñâÿçè ìåæäó îòäåëüíûìè öåõàìè. Îáúå-
äèíåíèå ýòèõ ãðàôîâ ïî âñåì öåõàì ñ ó÷åòîì ñâÿçåé
ìåæäó öåõàìè îáðàçóåò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé ãðàô,
êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîãîñëîéíûì –
êàæäûé îòäåëüíûé ñëîé îòâå÷àåò îïðåäåëåííîìó
öåõó. Â ýòîì ïîäðàçäåëå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû î
ñòàáèëèçàöèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ ìíîãî-
ñëîéíûõ ãðàôîâ.

Îïèøåì ñõåìó ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé äëÿ ìíîãî-
ñëîéíûõ ãðàôîâ. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé ãðàô,

ñîñòîÿùèé èç äâóõ ïîäãðàôîâ: 21, , ïðè÷åì

1  è 2  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåðåâüÿ ñ 1n  è 2n
âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

ñîñòîÿíèé êàæäîãî èç ïîäãðàôîâ i  ÷åðåç iN .

Ïóñòü 21 NNN . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæå-

ñòâî N  ñîäåðæèò âñå òî÷êè ñáðîñà, à òàêæå,
âîçìîæíî, è íåêîòîðûå äðóãèå âåðøèíû. Òàêèì

îáðàçîì, òî÷êè ñáðîñà äëÿ îáîèõ ïîäãðàôîâ 1  è 2

äîëæíû áûòü “îáùèìè”. Êàê è ïðåæäå, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî èç ëþáîé âåðøèíû ãðàôà ÷àñòèöà
ìîæåò ïåðåéòè â ëþáîå èç ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé,
îñòàòüñÿ íà ìåñòå ëèáî ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ
“ñáðîñèòüñÿ” â êîðåíü äåðåâà. Ïðîöåññ ñëó÷àéíûõ

áëóæäàíèé íà êàæäîì èç ïîäãðàôîâ i  áóäåì

îïèñûâàòü èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé ti .
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ïðîöåññ íà îáîèõ ãðàôàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íàõîäèò-
ñÿ â êîðíå äåðåâà.

Îïèøåì ñïîñîá äîñòèæåíèÿ ôîêóñèðîâêè íà ìíî-
ãîñëîéíîì ãðàôå . Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ïàðàìåòðû ïðîöåññà ñëó÷àéíîãî áëóæäà-
íèÿ ÷àñòèöû íà äàííîì ãðàôå óñòàíîâëåíû òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ ôîêóñèðîâêà íà ïîäãðà-

ôå 1 , à ïðîöåññ íà ïîäãðàôå 2  ïóùåí íà “ñàìî-
òåê”. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ñîîáùåíèåì ýëåìåíòàì èí-

ôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöû t1  (âñåì èëè íåêî-
òîðîìó ñòîëáöó) íåèíòåãðèðóåìûõ èëè ïî÷òè íåèí-

òåãðèðóåìûõ ðàçðûâîâ. Ïóñòü k  – ìîìåíò íàñòóï-

ëåíèÿ -ôîêóñèðîâêè íà ïîäãðàôå 1 . Òîãäà ñ

ìîìåíòà k  íà÷èíàåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïðîöåññà íà

ïîäãðàôå 2 , ò.å. ñîîáùàþòñÿ ýëåìåíòàì èíôèíè-

òåçèìàëüíîé ìàòðèöû t2  (âñåì èëè íåêîòîðîìó
ñòîëáöó) íåèíòåãðèðóåìûõ èëè ïî÷òè íåèíòåãðè-
ðóåìûõ âîçìóùåíèé. Â ýòî æå âðåìÿ ïðîöåññ

áëóæäàíèé íà ãðàôå 1  ïóùåí íà ñàìîòåê. Åñëè çà

âðåìÿ ñòàáèëèçàöèè ïîäãðàôà 2  ïðîöåññ íà ïîä-

ãðàôå 1  ðàññòàáèëèçèðîâàëñÿ, òî ïðîöåññ íà 2

ïåðåäàåòñÿ ïîä óïðàâëåíèå íóëåâîé ìàòðèöû, ïîêà

íå áóäåò âîññòàíîâëåíà -ôîêóñèðîâêà íà 1 .

Êàê òîëüêî áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå -ôîêóñè-

ðîâêà äëÿ 1 , ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè íà 2  ïðîäîë-
æèòñÿ. Â êà÷åñòâå ìîìåíòà âðåìåíè, êîòîðîìó
îòâå÷àåò îêîí÷àíèå ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà áëóæäà-

íèé, ïðèìåì ìîìåíò 0 , â êîòîðûé áóäåò íàáëþ-
äàòüñÿ -ôîêóñèðîâêà íà âñåì ìíîãîñëîéíîì ãðà-
ôå , ò.å. äëÿ êàæäîãî èç ïîäãðàôîâ äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

2,1,0 kp j
k
jj .

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûë âûáðàí
ãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5. Æèðíûì øðèôòîì
âûäåëåíû òî÷êè ñáðîñà; ñî øòðèõîì îáîçíà÷åíû òå

ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ 1  è 2 .

1

2

Ðèñ. 5. Äâóõñëîéíûé ãðàô 21,

Íà ðèñ. 6,7 ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå òåíäåíöèè
ïðîöåññà ñõîäèìîñòè.

à

á

Ðèñ. 6. Àíàëèç êîìïîíåíòû 1
1p  ïðè 0,0t  (à) è

êîìïîíåíòû 2
1p  ïðè 0,0t  (á)
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Çäåñü ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé
íåêîòîðûõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ðàñïðåäåëåíèé âå-
ðîÿòíîñòåé â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ñòàáèëèçàöèè.
Â êà÷åñòâå èññëåäóåìûõ âåðøèí âçÿòû ñîñòîÿíèÿ èç
ìíîæåñòâà N : òî÷êà ñáðîñà è âåðøèíà áåç îñîáåí-
íîñòåé (íå òî÷êà ñáðîñà).

à

á

Ðèñ. 7. Àíàëèç êîìïîíåíòû 1
2p  ïðè 0,0t  (à) è

êîìïîíåíòû 2
2p  ïðè 0,0t  (á)

5. Óñëîâèÿ ôîêóñèðîâêè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà
ãðàôàõ

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ ôîêóñèðîâêè äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ. Èññëåäóåìûé ïðîöåññ áóäåì îïèñûâàòü åãî

èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé t . Ðàññìîòðåí-
íûå âàðèàíòû ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñîäåðæàò íå-
êîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ (çà îäèí øàã ïðîöåññ ïåðåõî-
äèò èç èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â áëèæàéøåå ê íåìó,
âñå âåðøèíû âåòâåé äåðåâà ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
ñáðîñà). Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ ôîêóñèðîâêè
è ñòàáèëèçàöèè îò ýòèõ îãðàíè÷åíèé ìîæíî îòêà-
çàòüñÿ. Íèæå ñîñòîÿíèÿ áóäåì íóìåðîâàòü îäíèì
èíäåêñîì.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ

1, kkk ts , 1kkk sts , 0tsk , 0t

è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ kj ,
...,2,1k ( kj  íóìåðóåò ñîñòîÿíèÿ), äëÿ êîòîðûõ

1
inf

k

t

s
iji

k

k

k
dss ,               (3)

ïðè÷åì íà ìíîæåñòâå 
1

00 ,\,
k

kk tsts  íîðìà  ìàò-

ðèöû s  îãðàíè÷åíà îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé.

Ïóñòü, äàëåå, t  íåïðåðûâíà íà kk ts ,  è ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë

pp ktt 0

lim ,                    (4)

ãäå kkk ts , , kp  – íóëåâîé ñîáñòâåííûé âåê-

òîð ìàòðèöû k
* . Òîãäà äëÿ ëþáîãî j  è ëþáîãî

íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, çàäàííîãî
â òî÷êå 00 , tss , jjtt

ptsp 00 ,lim
0

.

Çäåñü jp  – j -ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà p  èç (4).

Åñëè ðÿä (3) ñõîäèòñÿ, íî åãî ñóììà äîñòàòî÷íî

âåëèêà, òî 0t  ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé -ôîêóñèðîâêè.

Ðàññìîòðåííûå â ñòàòüå ñõåìû ñëó÷àéíûõ áëóæäà-
íèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè ïðî-
öåññîâ ýêîíîìèêè, ýêîëîãèè, ôàðìîêèíåòèêè, à
òàêæå ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåéðîííûõ ñåòåé.

Ëèòåðàòóðà: 1. Ðîäçèíñêèé À. À. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ
èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé // Ðàäèîýëåêòðîíè-
êà è èíôîðìàòèêà, 1998. ¹1. Ñ. 73-75. 2. Ðîäçèíñêèé À.À.
Ñòàáèëèçàöèÿ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ
ïðè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ // Ðàäèîýëåêòðîíèêà è
èíôîðìàòèêà, 1999. ¹1. Ñ.43-45. 3. Äèêàðåâ Â.À. Ôîêó-
ñèðîâêà ðàñïðåäåëåíèé ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ // Äîï.
ÍÀÍ Óêðà¿íè. 1999. ¹ 11. Ñ. 100-103. 4. Ãåðàñèí Ñ.Í.
Ïðîáëåìû ñòàáèëèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé íåîäíîðîä-
íûõ ìàðêîâñêèõ ñèñòåì. Õàðüêîâ: ÕÒÓÐÝ, 1999.  212ñ. 5.
Çàëåññêàÿ Å.Â., Êèðè÷åíêî Ë.Î., Ñèäîðîâ Ì.Â. Îöåíêà
âåëè÷èíû -ôîêóñèðîâêè íåîäíîðîäíîãî ìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà -ñåòè // Âåñòíèê
ÕÏÓ. Ñåð. ÍÐÑÒ. 2000. Âûï. 80. Ñ. 33-35.

Ïîñòóïèëà â ðåäêîëëåãèþ 07.09.2000

Ðåöåíçåíò: ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ðóòêàñ À. Ã.

Ðîäçèíñêèé Àíàòîëèé Àíàòîëüåâè÷, àñïèðàíò êàôåäðû
Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÕÒÓÐÝ. Íàó÷íûå èíòåðåñû:
ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ. Óâëå÷åíèÿ
è õîááè: èíîñòðàííûå ÿçûêè, êîìïüþòåðû. Àäðåñ:
Óêðàèíà, 61166, Õàðüêîâ, ïð.Ëåíèíà, 14, òåë. (0572) 40-
94-36.

Ðîìàíåíêî Âàäèì Àíàòîëüåâè÷, ñòóäåíò ãðóïïû ÏÌ
97-1 ôàêóëüòåòà ÏÌÌ ÕÒÓÐÝ. Íàó÷íûå èíòåðåñû:
òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Óâëå÷åíèÿ è
õîááè: ïðîãðàììèðîâàíèå. Àäðåñ: Óêðàèíà, 61166, Õàðü-
êîâ, ïð.Ëåíèíà, 14, òåë. (0572) 40-94-36.

Ñèäîðîâ Ìàêñèì Âèêòîðîâè÷, ñòóäåíò ãðóïïû ÏÌ 95-1
ôàêóëüòåòà ÏÌÌ ÕÒÓÐÝ. Íàó÷íûå èíòåðåñû: äèíà-
ìè÷åñêèé õàîñ, ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç è åãî ïðèëîæå-
íèÿ. Óâëå÷åíèÿ è õîááè: èñòîðèÿ êóëüòóðû. Àäðåñ:
Óêðàèíà, 61166, Õàðüêîâ, ïð.Ëåíèíà, 14, òåë. (0572) 40-
94-36.

Ìèðîøíè÷åíêî Àííà Âèêòîðîâíà, àñïèðàíò êàôåäðû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÕÒÓÐÝ. Íàó÷íûå èíòåðåñû:
ñòàáèëèçàöèÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è èõ ïðèëîæåíèÿ.
Óâëå÷åíèÿ è õîááè: èíîñòðàííûå ÿçûêè è êóëüòóðîëî-
ãèÿ. Àäðåñ: Óêðàèíà, 61166, Õàðüêîâ, ïð.Ëåíèíà, 14,
òåë. (0572) 40-94-36.


