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КОМПЬЮТЕРНЫЕ
НАУКИ

УДК 519.1

МОДИФИЦИРОВАННЫЙ ПОДХОД К
РЕШЕНИЮ ВЕКТОРНЫХ ЗАДАЧ
ОПТИМИЗАЦИИ НА
КОМБИНАТОРНЫХ КОНФИГУРАЦИЯХ

КОЛЕЧКИНА Л.Н., ДВЕРНАЯ Е.А.

Рассматривается задача векторной оптимизации на ком-
бинаторной конфигурации перестановок, анализируют-
ся методы решения таких задач. Описывается модифици-
рованный подход решения векторных задач оптимизации,
учитывая свойства и структуру множества перестановок.
Предлагается алгоритм реализации описанного метода и
пример решения.

1. Введение
Необходимость принятия оптимальных решений воз-
никает в самых разнообразных сферах человеческой
деятельности [1, 8, 10, 11]. В зависимости от сложно-
сти и характера задач этот процесс может быть интер-
претирован как решение задачи векторной комбина-
торной оптимизации. Такие задачи касаются поиска
оптимальных значений целевых функций путем выбо-
ра из множества возможных решений.
Многокритериальность или векторность задачи объяс-
няется необходимостью достижения нескольких целей
одновременно и выражается в наличии двух или более
критериев оптимизации. Часто характер построения
множества допустимых решений отображается в ком-
бинаторных свойствах задачи, которая рассматрива-
ется на определенной комбинаторной конфигурации
[9]. С увеличением количества критериев оптимиза-
ции сложность задачи возрастает [2-7], а также возни-
кает необходимость в разработке нового подхода к
решению векторных комбинаторных задач. Посколь-
ку общий алгоритм не всегда может быть адаптирован
к рассматриваемой постановке задачи, вопрос о по-
становке задачи и поиске методов ее решений явля-
ется актуальным.
Данная работа – продолжение исследований в области
комбинаторной многокритериальной оптимизации [4-
7, 10]. Ее цель – разработка модифицированного под-
хода к решению многокритериальной задачи на мно-
жестве перестановок, построение алгоритма модифи-
цированного подхода, проведение численного экспе-
римента.
2. Постановка задачи
Как известно, задачу оптимизации нескольких крите-
риев (векторную) можно привести методом свертыва-

ния критериев к однокритериальной. Поэтому поста-
новка задачи состоит в поиске экстремальных значе-
ний функции на определенной комбинаторной конфи-
гурации при дополнительных ограничениях. Опреде-
ление экстремального значения функции без допол-
нительных ограничений не составляет особого труда,
поскольку как максимальное, так и минимальное
значение можно найти, упорядочив коэффициенты по
возрастанию и определив значение функции в макси-
мальной или минимальной точке конфигурации [8].
Рассмотрим модифицированный подход к решению
следующей  задачи: пусть задана  функция

extrx,cf ii >→=<  на комбинаторной конфигурации
}x{X =  и заданы дополнительные ограничения

jjij bxA ≤ .

Тогда задача формулируется следующим образом:
найти элемент конфигурации, для которого функция
достигает экстремального (максимального, минималь-
ного) значения и при этом выполняются дополнитель-
ные условия задачи (ограничения).
Следует отметить, что вначале проводится поиск ре-
шений, отвечающих дополнительным ограничениям,
а потом проверяется принадлежность найденного ре-
шения рассматриваемой комбинаторной конфигура-
ции [9]. Метод локализации значений функции, усо-
вершенствованный подходом координатного метода,
позволяет ограничить число рассматриваемых точек
[2, 3]. Этот подход базируется на свойствах точек,
которые определяют элементы комбинаторных кон-
фигураций, разложенных на гиперплоскости и пред-
ставленных в виде структурного графа [3], когда
элементы упорядочены, и значение функции на опре-
деленном подграфе находится между значениями в
крайних вершинах гиперплоскости.
Рассмотрим подрограмму, которая лежит в основе
модифицированного подхода к решению векторных
задач оптимизации на комбинаторных конфигурациях.
3. Подпрограмма поиска точек конфигурации
(удовлетворяющих ограничениям задачи на
основе метода локализации значения функции и
координатного метода)
Рассмотрим алгоритм поиска точек конфигурации,
удовлетворяющих ограничениям задачи.
Алгоритм модифицированого координатного метода.
Пункт 1. Определяем количество вершин графа ком-
бинаторной конфигурации [3, 4].
Пункт 2. Определяем количество крайних точек в
общем графе каждого из подграфов.
Пункт 3.Находим максимальное и минимальное зна-
чения заданной целевой функции в крайних точках
подграфов общего графа:

kn1k1n2nk21nk1max xcxc...xcxc)x(f ++++= −−+−+− ,

kn11kn221n1nmin xcxc...xcxc)x(f −−−− ++++= .
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Строим структурный граф, который отображает толь-

ко крайние вершины подграфа: i
1p , 'i

1q  .

Пункт 4.Определяем значение целевой функции в

начальной i
1p  и конечной 'i

1q  вершинах подграфов.
Для поиска значений функции в следующих крайних
вершинах воспользуемся технологией координатно-
го метода:
a) для получения координат начальных вершин под-
графа с фиксированной координатой m  для j -го
уровня необходимо выполнить последовательно пе-
рестановки элемента )1m( −  с ))1j(m( +− ;

b) для получения координат конечных вершин под-
графа с фиксированной координатойm  для j-го уров-
ня необходимо последовательно выполнить переста-
новки элемента )1m( −  и )1j( − ;

c) согласно координатному методу значения функ-
ции находится по формуле ∆−= )p(f)p(f i

k
i
l , где

)cc)(jj( )l(klk µ−−=∆ , lk j,j  –  координаты вер-

шины, )l(k c,c µ  – коэффициенты функции.

Пункт 5. Для каждого структурного подграфа прове-
ряем следующие условия: если для начальной верши-
ны  структурного графа выполняется условие

j
i
1j b)p(f ≤ , то весь подграф удовлетворяет ограни-

чению j  и включается в множество XD j ⊂ . Перехо-
дим к рассмотрению следующего подграфа или к
пункту 10, если все подграфы рассмотрены, иначе
переходим к пункту 7.

Пункт 6. Если j
i
1j b)p(f ≥  и для конечной вершины

выполняется условие j
i
1j b)q(f ≥ , то рассматривае-

мый подграф не удовлетворяет условию и не включа-

ется в множество XD j ⊂ . Переходим к рассмотре-
нию следующего подграфа или к  пункту 10, если все
подграфы рассмотрены; иначе – к пункту 8.

Пункт 7. Если j
i
1j b)p(f ≥ , а j

i
1j b)q(f ≤ , то часть

элементов подграфа удовлетворяет условию и их
поиск осуществляется с помощью углубления в струк-
туру графа. Переходим к пункту 9.
Пункт 8. В подграфе, определенном в пункте 8, фик-
сируем последннюю из незафиксированных коорди-
нат. Переходим к пункту 4.
Пункт 9. Формируем множество точек-элементов кон-

фигурации, для которых jDX ⊂ .

Выполнив этот алгоритм для всех ограничений, полу-
чим k  множеств XDi ⊂ , где kNi∈ . Находим

пересечение k21 D...DD*D ∩∩∩= . Теперь для
поиска максимального (минимального) значения до-
статочно найти значение в максимально (минималь-
но) возможных точках каждой из гиперплоскостей.
4.Реализация алгоритма
Рассмотрим пример работы алгоритма.
Пусть задано множество перестановок из 5 элемен-
тов. Найти точки конфигурации перестановок, кото-
рые удовлетворяют условию

 32x3xxx5x2 54321 ≤++++ .

Используем алгоритм модифицированного коорди-
натного метода для поиска точек конфигурации, удов-
летворяющих ограничению задачи

 32x3xxx5x2 54321 ≤++++ .

Сделаем перестановку элементов неравенства, чтобы
ее коэффициенты были расположены в порядке воз-
растания:

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=π

31152
54321

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=π−

53211
543211

.

Получим неравенство

 32x5x3x2xx 54321 ≤++++ .

Рассмотрим соответствующую функцию

 543211 x5x3x2xx)x(g ++++= .

Далее определим для этой функции экстремальные
значения:

4655433221)5,4,3,2,1(g)x(g 1max1 =⋅+⋅+⋅++== ;

2615233245)1,2,3,4,5(g)x(g 1min1 =⋅+⋅+⋅++== ..

Построим структурный граф многогранника переста-
новок согласно [3] (рис. 1).

Рис. 1

Левые вершины назовем i
1p , правые – i

1q . Переход от
верхней левой вершины к нижней левой вершине
получаем путем следующих перестановок элементов:

45 aa ⇔ , 35 aa ⇔ , 25 aa ⇔ , 15 aa ⇔ . Тогда
значения разниц согласно координатному методу рас-
считываются так: 2)35(*)45(1 =−−=∆ ,

3)25(*)34(2 =−−=∆ , 4)15(*)23(3 =−−=∆ ,
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4)15(*)12(4 =−−=∆ . Значения функции будут
соответственно следующими:

46)5,4,3,2,1(g)p(g 1
1
11 == ,

4424646)4,5,3,2,1(g)p(g 11
2
11 =−=∆−== ,

4134444)3,5,4,2,1(g)p(g 21
3
11 =−=∆−== ,

3744141)2,5,4,3,1(g)p(g 31
4
11 =−=∆−== ,

3343737)1,5,4,3,2(g)p(g 41
5
11 =−=∆−== .

Переход от верхней правой вершины к нижней правой
вершине совершается путем перестановок элементов

15 aa ⇔ , 25 aa ⇔ , 35 aa ⇔ , 45 aa ⇔ . Тогда
значения разниц будут следующими:

 4)15(*)45(1 =−−=∆ , 4)15(*)34(2 =−−=∆ ,

3)25(*)23(3 =−−=∆ ,

2)35(*)12(4 =−−=∆ ,

а значения функций изменяются соответственно:

39)5,1,2,3,4(g)q(g 1
1
11 == ,

3543939)4,1,2,3,5(g)q(g 11
2
11 =−=∆−== ,

3143535)3,1,2,4,5(g)q(g 21
3
11 =−=∆−== ,

2833131)2,1,3,4,5(g)q(g 31
4
11 =−=∆−== ,

2622828)1,2,3,4,5(g)q(g 41
5
11 =−=∆−== .

Полученные данные представим в виде табл. 1.
Таблица 1

i
1G  

i
1p  )p(g i

11  i
1q  )q(g i

11  

5
1G  (12345) 46 (43215) 39 

4
1G  (12354) 44 (53214) 35 

3
1G  (12453) 41 (54213) 31 

2
1G  (13452) 37 (54312) 28 

1
1G  (23451) 33 (54321) 26 

 Учитывая, что значение функции каждого из под-
графов (для которых закреплена последняя коорди-
ната) находится в пределах от )p(g i

11  до )q(g i
11 ,

сразу делаем вывод, что точки подграфов 5
1G  и 4

1G
не могут удовлетворить неравенству-ограничению,
поскольку для них выполняются неравенства

39)x(g46 1 ≥≥  и 35)x(g44 1 ≥≥  соответственно.
Очевидно, что искомые точки содержатся в подгра-
фах 3

1G , 2
1G , 1

1G . Для их нахождения переходим
на следующий уровень и строим подграфы i3

2G ,
i2

2G , i1
2G .

Структурный подграф 3
1G изображен на рис.2.

Рис. 2

Для этого подграфа повторяем описанную выше про-
цедуру, последовательно отбрасывая неподходящие
подграфы и углубляясь в структуру.
Полученные данные представим в виде табл. 2.

Таблица 2

i3
2G  

i
1p  )p(g i

11  i
1q  )q(g i

11  

35
2G  (12453) 41 (42153) 

38 

34
2G  (12543) 40 (52143) 

36 

32
2G  (14523) 36 (54123) 

32 

31
2G  (24513) 34 (54213) 

31 

 
Из табл. 2 очевидно, что подграфы 35

2G  и 34
2G

следует исключить из дальнейшего рассмотрения.
Углубление следует проводить в подграфы 32

2G  и
31
2G . Получаем следующие результаты: для подграфа

i32
3G  – в табл. 3, для подграфа i31

3G – в табл. 4.
Таблица 3

i32
3G  

i
1p  )p(g i

11  i
1q  )q(g i

11  

325
3G  (14523) 36 (41523) 36 

324
3G  (15423) 35 (51423) 35 

321
3G  (45123) 32 (54123) 32 

 Таблица 4

i31
3G  

i
1p  )p(g i

11  i
1q  )q(g i

11  

315
3G  (24513) 34 (42513) 34 
314
3G  (25413) 33 (52413) 33 
312
3G  (45213) 31 (54213) 31 

 

Как видим из представленных в графах таблиц, огра-
ничение выполняется для подграфов 321

3G , 312
3G .

Аналогичные исследования подграфов i2
2G  и i1

2G  в
результате дают следующие подграфы, удовлетворя-

ющие условию: 241
3G , 21

2G , 153
3G , 152

3G , 14
2G ,
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13
2G , 12

2G . Следовательно, экстремальное значение
функции следует искать среди точек описанных выше
подграфов, что значительно сокращает количество в
сравнении с полным перебором.
Учитывая перестановку элементов, получаем следу-
ющую таблицу условий (табл. 5).

Таблица 5

x1 x2 x5 
3 1 5 
2 1 5 
1 2 4 
  1 4 
  1 3 
1 3 2 
  1 2 
2 3 1 
  2 1 

 
Для этих условий найдем максимальное значение
функции 54321 x7x5x5x3x2)x(f ++++= .

Максимальные точки каждой из гиперплоскостей и
значения функции в них будут следующими (табл. 6).

Таблица 6
i
1p  Координаты 

вершины 
Значение 
функции 

5
1p  (21345) 77 

4
1p  (12354) 76 

i
1p  (13452) 70 

i
1p  (23451) 65 

 
Таким образом, максимальное значение функции

54321 x7x5x5x3x2)x(f ++++=  на множестве
перестановок из 5 элементов при ограничении

32x3xxx5x2 54321 ≤++++  достигается в точке
(2 1 3 4 5) и равняется 77.
5. Выводы
Исследованы сложные векторные задачи на комбина-
торной конфигурации перестановок. Научная новиз-
на состоит в предложенном модифицированном под-
ходе к решению сформулированных задач на основе
координатного метода и метода локализации функ-
ции, сформулированном алгоритме решения для ли-
нейной функции на комбинаторной конфигурации

перестановок, для которого проведены численные
эксперименты. Модифицированный подход имеет
практическую значимость и представляет интерес в
дальнейшем для построения и развития структуриро-
ванного метода для решения задач на различных
комбинаторных конфигурациях при наличии допол-
нительных сложных ограничений.
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