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Введение
При построении математических моделей задач компоновки объектов в сложных техни­

ческих системах возникает необходимость применения методов математического моделиро­
вания. Проблема генерации и исследования свойств различных комбинаторных множеств 
является актуальной при математическом моделировании и решении задач во многих облас­
тях, в том числе в геометрическом проектировании, принятии решений. Задачи такого класса 
возникают при разработке радиотехнических устройств и систем, систем контроля парамет­
ров в заданной области [1-3].

В качестве средств описания классов комбинаторных множеств могут быть использова­
ны различные подходы. Это, прежде всего, классические методы, использующие понятия 
конфигураций Бержа н теорию перечисления Пойа [4,5]. понятия поликомбинаторного мно­
жества [6] и другие. С целью формализации описаний новых комбинаторных множеств на 
основе описаний известных комбинаторных множеств в работе [7] предложены композици­
онные образы комбинаторных множеств.

Введение и описание новых комбинаторных множеств предполагает их использование 
при построении математических моделей классов задач и методов их анализа. Для этого необ­
ходимо исследование комбинаторных свойств вводимых множеств. Разработка комбинатор­
ных оптимизационных моделей и методов решения научных и прикладных задач предполагает 
исследование и применение экстремальных свойств различных классов функций, заданных на 
комби наторных множе ствах.

Целью настоящей работы является решение ряда задач оптимизации на новом классе 
композиционных образов комбинаторных множеств -  композиции перестановок.

Определение композиции перестановок

В статье [8] введено новое комбинаторное множество -  композиция перестановок, обоз­
наченное через PW S . Согласно [8] композиция перестановок представляет собой компози­

ционный образ комбинаторных множеств Pnk, Р ki, Рт к" , ,Рт к . порожденный множествами 

{а,1,а \ , а] }, {a f,a ; } ..., a 2nh}, ... .  •••> в ” } • Здесь Рпк -  множество перестановок из /?

элементов, к из которых являются различными, а ' е  К  . / е J ш , j  е  J п, J л = (1, 2. .... $} . 

Мощность множества PW N составляет Card PW N = Card Рпк Card Р к ... •Card PKfk . При 
этом мощность множества перестановок зависит от кратностей порождающих элементов 

и определяется соотношением М  - C a r d  Рпк = — — где пг п2, ..., пк -  кратности раз-

личных порождающих элементов множества Рпк.

Множество PW N состоит из элементов вида и ' -  (w , iv гГ, ) ,  где 

w -  {а{, al .....а ' ) ,  j e  J a . В наборе к , к элементов являются различными, средиI • ? • п.,
элементов а ч' , а [  а[ ровно к { различных. Последовательность индексов

( 5 , )  € Lm , a ( f j . i , g  Ln где через Lk обозначено множество всевозможных пе­

рестановок элементов индексного множества J k.
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М ножество РРУЛ, представляет собой множество перестановок упорядоченных наборов 

У, = ( 4  >а' > ...,4  ) .  При этом каждый набор 4  является элементом комбинаторного мно­

жества перестановок Рт к 9 порожденного множеством >а{9...9а^ } • Таким образом, эле­

менты множества РР¥Ы отличаются друг от друга порядком следования элементов й> е  Рш к 

и порядком следования элементов а{ ,а [ ... . ,а 1т в наборе Я7; , у е  J a .

На основе способа погружения комбинаторных множеств в евклидово пространство [1] в ра­
боте [В] выполнено отображение множества РРУу в пространство У? . Образ т о ж е с т в а  РИ ,

в пространстве Я  обозначим ЕРУ„ т или для краткости ЕРУу . Исследованы свойства компо­

зиции перес тановок РIV,. при отображении /  в пространство Я '’ ; ЕИ\, = / (РРУ^ ) ,  Е1¥К с й \

Элементами т о ж е с т в а  ЕР¥и являются векторы х  е  Яа вида: х  = (х, ,х 2,.. ..х ы) = (е, .еи  е, ) ,

где (/, л 2, е  Яп, е, ( 5 ,^ 23. . ,5 м ) е  , / 6  4 , .

В результате погружения множество ЕРУы = / (Р Ж у )  представляет собой множество ве­

кторов в Я \  координаты которых принимают значения всевозможных перестановок векто­
ров е = (е\.е!2.....е'1)1) = {а[,а[......а[. ) ,  где (4  .с, ,....а[ ) е Е тк . а множество перестановок

Етк = / { Р  к ) порождено элементами < 4  < ... <а'т [9].

В дальнейш их построениях будем счи тать  что множество РР¥Л, является композицион­

ным образом комбинаторных множеств Рпк, Рт̂ , РтЛ̂ . . . Рт к , таких что

/72, = /72? = ... = /И, = /?? .

Оптимизация линейной функции на композиции перестановок

Рассмотрим задачу оптимизации
N

<Р(*) = Х * Л  “ > т т ,  ^1)

где Л' = (хг .т2 хл, ) € Е!¥л, с  Я* . с = е  Р л .

Зададим на множестве векторов д . / е 4 , следующее отношение порядка:

е, <е,1
С 4

7П /И 7/7 /Ц (2)
^  р, (̂7-1)'"-а,4  _ ^  С(А-1)л»+Ц 4  ) “

(Ц /=) /=1
где I е 4 . а последовательность индексов удовлетворяет условиям;

,52   -̂ я, } ■ — С(/-\),т-.и — ■" — С0-1 )/*+.*„ *

{р {,р 2, . . . ,р т}: е \  <е>н  < .~ < еРя, е* < е £  < ... < ,

{/] ,Г2,...9Гт } . > С[к_1)т„г: ^  ^  4-1)т+г,„ 5

\ос| - ОС2 э — а 0Ст } . <4~!)«'<-а| “  4.Н )отн-а2 — • ” — С1.у-1)/я+ат *

/у у V 1 ■ 4  < 4  *•- < 4  (8 8-. 8 I * 4  < 4  ^  < 41 7  1» '  ‘'у ,  ~  У ;  “  У , ,*  ^  ^  о г ---------------------- б„, >

{Р5, Р2* — -• — С(А-1)л»+РЛ •
Смысл введенного отношения порядка состоит в том, что два вектора е> и е( находятся

в отношении -<, если при транспозиции значений координат л*л0_1М, х,и(;_1н2, ..... хт { и 

л* ,л_п_,, хда(4_|)+2, хтк точки х е  ЕР¥Ы, принимающих соответственно переупорядоченные
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значения координат векторов е, и е, , значение функции ф(х) вида (1) возрастает. Если обо­

значить значение функции ф(х) в точке х е Е1¥^ до транспозиции и переупорядочения ф/ , а 

после этого ф; , ТО ег <еч . если ф, < ф, .

Отметим некоторые свойства введенного отношения.
Из структуры отношения (1) следует, что любые два вектора е '  и е'4 сравнимы между

собой.
Отношение -с рефлексивно, так как

с
м ш т

Р _/-1)от+л, ̂ р, ^  1 /Н)«тга, у-1)'п+Р, Ь̂,
(с=| >=| N1 г=1

Отношение ч  антисимметрично, поскольку для него справедливо соотношение:
с

,е% < ,)&  («?
С с

о  ( е ; , <?2 = (е[к, е ? ,..., е ; ).
Это соотношение справедливо, так как неравенства

т т м /7?
^  г ^  1 Ек -1 /от+р, 5̂, —
/=1 Ы /=] /=]
/» *я т т

^  Са - ] )>»+»; е д, +  ^  _  X !  ^5, — X !  6Ъ -П '" + а , ^у, “  ^
;=1 >=1 *==1

одновременно выполняются только при {е\ ,е2 ) = (е,'1 ,е ’2* ) •

Отношение ч  транзитивно, так как из соотношений е -<е1 , в) < ег следует -е ч е , . Это') С * * I 1 £ *
справедливо, так как соотношения ч е  , е < е( означают выполнение условий ф, < ф  ,

}  (, * '*  £? I 1-

Ф < ф, , из которых следует ф; < ф( , а значит е <е1 .
) и

Поскольку для введенного отношения выполняются свойства рефлексивности, антисим­
метричности, транзитивности и любые два элемента множества ЕШ\ сравнимы по отнош е­

нию ч . то такое отношение является отношением линейного порядка.
с

Упорядочим множества е , , / е  ^ . в соответствии с отношением (2). П усть последовате­

льность { / , гт ] такова, что

в <е, Ч...ЧС (3)
С С С

где е( = (еф ,е2 ) , I е  , У е  Уя . Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Минимум линейной функции ф(х) задачи (1) на множестве £РГД, достигается 
в точке

X* = (х5\ х 2....,хд ) е  Е\¥ы, (4)

д а  *1,.,)««, =е«;. ' е Л ,-  У е Л.- и {5,.52;....5„} таковы, что

с\ н и < ' а последовательность удовле-
творяет (3).

Доказательство. Предположим противное. Пусть минимум ф(х) достигается в точке 

>■ е ЕРУы, отличной от х*. Значит можно указать такое значение р — $ - т + а  , а  е  3т , 

5 е Уп_2, что х ~ у  > х* ^  у р . Тогда в соответствии с комбинаторной структурой

множества ЕРУ существует такое д = / • т + Р , р е , / е  , / > 5\ что }\ = .х*к ,
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/ g {s ■ m + I, s • m + 2 ,..,, (5 +  l)m }, a {ki3k2,.. . ,km} представляет собой перестановку индексов 
{/ ■ т + 1, t - т + 2}.... (t + l)w } . В векторе у  выполним транспозицию координат, принимаю­
щих значения векторов е, и е, , при этом переупорядочим значения координат векторов ел и 

е( так, чтобы выполнялось условие:

( W a  SJ  таковы, что > ...> с , , . , , ,^ ,

{р„Рг,-,Р„,}таковы, что е' <e'Pi <.. .  < Д  ,

{ц,г2, т а к о в ы ,  что 2. . .  > с,,.»»«. •

{?, = <?;..... ?„} таковы, что e'qt <е' ,  .

Полученный вектор обозначим у  . Очевидно, что у  6 . Рассмотрим разность:
от от от

ф о о - ф о о = + Z c«—<->v--' > -
/=] /=1 / “I

ОТ ОТ от
^  _! Уа-j+i n-1+i ^q-t+i )С^~(+/ Уp-,-i ) w-1-w )(•*■/?-/+/ ) *
Ы /Л

В соответствии с (3), (4)

^ р - г - к { * ^ p - n k t ............................. ..........^ р —!+ кт ? 3 ^p -» -rÄ ( — '  " ‘ г У р - 1 + к т ^АЯ1 f

где с , > С t >. . .> С , . е'1, < е ) < ... < е‘) , e'l' < el" < ... < el .^ / 3 - (  +  *1 Р ~ '~ к 2 Р -Н -* ,,, £/, с/, —  — ^ d „, » — ' 'б ,  — —  <>т •

ОТ
П риэтом . v > s . е У „ , V, т е  Тогда <pCy) -  <p(.v) = 2 ]  -с ,_ /« )(4 , - « £ ) •

/=!
Согласно (3), (4) et < et , поэтому (p(J7) -  ц>(у) < 0 . Это противоречит предположению ос

достижении в точке е  EWn минимума функции ф(х) задачи (1) и приводит к справедливо­
сти утверждения теоремы.

Оптимизация нормы разности на композиции перестановок  

Результаты теоремы 1 можно применить при решении следующей задачи:

w(y)  = |\ у -  d f  m in . у  е EW n . (5)

где d  = { d ^ d 2. .... d N) g R n . Для ц/(у) при у  е £ 7 ^  справедливо:
\  Л* А’ и лг А- N

v o o = lb -  41 = Z  * 2 + Z ^ 2 -  2 Z  4 > , = s  I  (4  )2 + Z  < 2 -  - Z  d , y , ,
i=i f=i <=i i=i y=i (=i

n m ,V Af

min фО ) = Z  Z  ^  )2 + Z  + 2 т Д? Z  b  •1 e.ltli'x- t e h W , ./=1 ;=J i=i ' f=l
где . / g J N . В соответствии с теоремой 1 минимум в правой части достигается в точ-

ке у  е  EWn ,где =е' ; .  (, *1,  при 5 96/ ,  J / е У„ ,  5 б У , ,  e J „ .  ..г ,}

и (j„52 5 .}  таковы, что 2 c (H )m , и <<?;; а последовате­

льность U j , ........ /„} удовлетворяет соотношению (3) при с = £/’ .т о ест ь  е <et .Тогда
1 ;/* 2 </’ е/* "

решение задачи (5):
л от А’ А'

min VOO - Z Z W 2 + Z ^ .1 + 2Z 4 x  • (б)VC/- *•/ v - . . ,(=j 7=1 1=1 (=i
Рассмотрим задачу оптимизации вида

4 * 0 0 - ||.V- d |f - > max, y t  EWN, (7)

где d -  {d , d 2. .. ..d ) g R v . По аналогии с выводом соотношения (6) получим
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К  N  n tn V N

m ax I v -  d f  = £ £  { e ] f  +  £ »  m ax  ( - 2 ^  =  £  £  (a ;  )3 + £  < ! -  m m  ( 2 £  )

На основании теоремы 1 минимум в правой части равенства достигается в точке 
уе  EWH, где У(, /j *7Л при /; ,7, e j „ ,  y e / , ,  J 6 / „  l e J „ ,  [г„гг  r„l и

(j, , л , т а к о в ы ,  что 2 с(/_,,„4<1 > ... 5  и ел -  е2 -  -  & е1 а последователь­

ность удовлетворяет соотношению (4) при с = d, то есть е1 < е1 <...<е, .Т огда
'/ т N N

max I у  -  r f f  = X  Ё  К  )2 + Ё d  -  (8)
J >=1 7=< г=) ,=1

Предположим теперь, что d  е  /Г  является элементом множества /■»• . Тогда справедли-
К п т /I т

во соотношение -  2 Е ( « ; ) 3 = Z I  К  Г -  Значит,
>•=) I “ 1 7 =  1 7=1 / =  1

w о?  А / А /

т л ?  l b - rff = 2Е  £ (К У  - 2Z 4  -  2 Z  ^  • (9 )уе£И\. ' J
'  7=] 7=1 / = і

где I  = 2]Г  (е)) ' = 2^Г ^  ( « ') : = с о т ?  . Рассмотрим фун кцию (т )  = I  у, > где
7=1 /=1 7 =  1 7 = 1  '  7=1

сі е  Е1¥ы. Покажем, что минимальное значение !е1(у )  на множестве і к, не зависит от выбора
\

вектора коэффициентов d  є  ЕЛ¥Ы и равно М  = у, , где у  є  Е]¥ы удовлетворяет соотно-
7 - 1

.V

шению (8). С этой целью введем функцию / , (у ) = у  1 , где сГ е  Е№ \ , а ф d .  Поскольку
7=)

d  можно получить из d  путем конечного числа гранспозиций векторов е1 . = (е[,е '2, ..., е'т) 

и значений е . , изменим порядок суммирования слагаемых в выражении для / , ( »  таким
А!

образом, чтобы выполнялось условие /  ( у )  = у  У  >* , У  = у , /  е  . Но тогда, поскольку
7 = 1

у  е  /ПТдг принимает значения всевозможных перестановок элементов

^  0 ;) = пт) п ; ,  о о  = м  (10)
>• е&.И-у } “

что и требовалось показать. Это значит, что для любой точки d е ЕМ'# расстояние до наибо­

лее удаленной от нее точки множества Е\¥ы является величиной постоянной, ее значение
___________  л т

определяется соотношением (9) и равно П0 = V Е -  2М  . где Ь = 21 Е «  )2 , а А/ опредедя-
7=1 7  =  1

ется соотношением (10). Приведенные рассуждения доказывают справедливость следующего 
утверждения.

Теорема 2. Диаметр множества ЕТУЫ

Лат Е\УК = Е £ Х ( а ' У  - 2£ у ? у ,  .
V 7 =  1 7  =  1 7=1

где у ° -  произвольный элемент множества Е1Уу , а у  е  Е\¥м удовлетворяет условиям 

У{1-Х1» ц  > / , * 4  °Р И и
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таковы, что с ^ , , ^  > c 04)„_is > . . .> с 0..1)л,„_ и ^  < е,'' < ... < ^  , последовательность 

удовлетворяет соотношению (3) при у ‘ , то есть ч е  -<...-<£ .
1 /  'г у‘ У

Рассмотрим пример. Пусть множество EW9 = E W 9 3 3 3 порождено множествами 

{4 ,-2 ,2} . {5-6,-1}, (2 ,-1 ,3 } . Координаты точек множества EWq принимают значения всево­

зможных перестановок элементов е, е  Д ( 4 ,- 2 ,2 ) , е є Р3(5 ,6 ,-1 ) , е, g Р3(2 .-1 ,3 ) вида: 
(4 ,-2 .2 , 5 ,6 ,-1 , 2 ,-1 ,3 ) , (5 ,6 ,-1 .4 .-2 ,2 ,  2 ,-1 ,3 ) .. . . ,  (2 ,-2 ,4 , -1 ,6 .5 , 3 .-1 ,2 ) . Мощность дан­
ного множества EW9 равна C a rd Е1¥9 = 3!- 3!- 3!- 3! = 1296 .

Пусть на множестве EW 9 задана линейная функция вида (1). вектор коэффициентов ко­

торой имеет вид с = (3 ,4 ,-1 ,5 .6 . -7 , -2 ,1 ,-3 ) .  Задавая на множестве е ' , / є J 3, отношение по­

рядка (2), получим следующее упорядочение: (2 .-1 ,3)-<  (2 ,-2 ,4 )  -< (5 ,-1 ,6 ). В соответст-
с с

вии с теоремой 1 минимум линейной функции с вектором коэффициентов с на множестве 

Е1¥9 достигается в точке у 0 = (2. -1 .3 ,2 , -2 ,4 .5 , -1 ,6 ) и равен -6 0 .

Для определения диаметра множества EW9 выберем точку d  = y Q и введем соотношение 

■< вида (3). В соответствии с этим отношением (2.3.-1)-<;(5,6,-1 )^ (2 ,4  -  2 ) . Диаметр лшоже-

ства EW9 найдем по теореме 2: diamEW9 = \/200 + 2В -1 5 ,1 .

Заключение

7’аким образом, в работе решен ряд экстремальных задач на новом классе комбинатор­
ных множеств -  композиции перестановок, Результаты могут быть использованы при мате­
матическом моделировании комбинаторных оптимизационных задач геометрического прое­
ктирования, при разработке радиотехнических устройств и систем, систем контроля параме­
тров в заданной области и решении соответствующих задач комбинаторной оптимизации.

Полученные результаты могут послужить основой для построения оптимизационных 
моделей и методов решения задач со сложной комбинаторной структурой, чем определяется 
их научная ценность и практическая значимость.

Дальнейшие исследования в данном направлении могут быть связаны с постановкой и 
решением на основе описанных результатов классов задач оптимизации на композиционных 
образах комбинаторных множеств.
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