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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ
ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ТЕЧЕНИЙ
ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ
(ПРИБЛИЖЕНИЕ СТОКСА) МЕТОДАМИ
R-ФУНКЦИЙ И ГАЛЕРКИНА

АРТЮХ А.В., СИДОРОВ М.В.

Рассматривается задача расчета нестационарного плос-
копараллельного течения вязкой несжимаемой жидко-
сти в конечной односвязной области в приближении
Стокса. Для описания течения используется уравнение
для функции тока. На основании метода R-функций и
проекционного метода (метод Галеркина) строится при-
ближенный метод решения этой задачи. Эффективность
разработанного численного метода иллюстрируется вы-
числительными экспериментами.

Введение
Актуальность задачи. Изучение законов движения
жидкости играет важную роль в развитии техники и
естествознания. Исследования в этой области стиму-
лируются потребностями авиации, кораблестроения,
теплоэнергетики, геофизики, биологии и пр. За после-
дние десятилетия сфера исследования и применения
явлений, связанных с движением жидкости, постоян-
но расширяется и охватывает ведущие направления
промышленности (химические технологии, нефте- и
газоразработка, металлургия и т. д.) и ряд естествен-
ных наук (биология, физика атмосферы и океана и
др.). Во многих практически важных случаях жид-
кость можно с большой достоверностью считать вяз-
кой несжимаемой ньютоновской средой, и проходя-
щие в ней процессы могут быть промоделированы с
помощью уравнений Навье-Стокса [1, 2]. Различные
задачи, возникающие при изучении динамики вязкой
жидкости, могут быть исследованы теоретическим
путем или с помощью физического эксперимента.
Однако с развитием ЭВМ все активнее используется
математическое моделирование. Существует множе-
ство численных методов, применяемых при расчете
вязких течений. Литература по этому направлению
обширна [3-5 и др.]. В основном эти численные
методы используют метод конечных разностей и ме-
тод конечных элементов. Они просты в реализации, но
не обладают необходимым свойством универсально-
сти – при переходе к новой области (особенно неклас-
сической геометрии) необходимо генерировать но-
вую сетку, а часто и заменять сложные участки грани-
цы простыми, составленными, например, из отрезков
прямых. Точно учесть геометрию области можно,
воспользовавшись конструктивным аппаратом тео-
рии R-функций, разработаной акад. В.Л. Рвачевым и
его учениками [6,7 и др.]. Задачи гидродинамики
решались в работах С.В. Колосовой, К.В. Максимен-
ко-Шейко, И.Г. Суворовой, Т.И. Шейко, М.В. Сидо-
рова и др. [8-11, 17]. Однако в основном рассматри-

вались задачи динамики идеальной  или вязкой жид-
кости для  случаев стационарного течения, когда
можно построить решение с помощью удачного вы-
бора координат (осесимметрические течения, тече-
ния, обладающие винтовой симметрией, и т. п.). По-
этому разработка новых, а также совершенствование
существующих методов математического моделиро-
вания нестационарных течений вязкой жидкости на
основе метода R-функций и проекционных методов
является актуальной научной проблемой.
Цели и задачи исследования. Целью настоящего ис-
следования является разработка новых средств мате-
матического моделирования и численного анализа
нестационарных плоскопараллельных течений вязкой
несжимаемой жидкости в конечных односвязных
областях в приближении Стокса на основании мето-
дов R-функций и Галеркина. Для достижения постав-
ленной цели необходимо решить следующие задачи:
– получить полную структуру решения начально-
краевой задачи для функции тока, используя метод R-
функций;
– разработать и обосновать алгоритм аппроксимации
неопределенной компоненты полученной структуры
на основании метода Галеркина;
– провести вычислительные эксперименты.
1. Постановка задачи
Нестационарное течение вязкой несжимаемой жидко-
сти описывается хорошо известными уравнениями
Навье-Стокса [1]:

v 1(v )v p v
t

∂
+ ∇ = − ∇ + ν∆

∂ ρ

r
r r r

                 (1)

и уравнением неразрывности

div v 0=
r .                             (2)

Здесь vr  – поле скоростей; p  – давление; ν  – кинема-
тическая вязкость; ρ  – плотность. Будем предпола-
гать, что объемные силы отсутствуют.
Решение системы (1), (2) сопряжено со значительны-
ми трудностями, связанными, в основном, с присут-
ствием в (1) нелинейного члена (v )v∇

r r .

Для достаточно медленного (ползущего) течения от-
ношение порядка конвективных сил инерции к поряд-
ку сил вязкости малым и нелинейным членом в (1)
можно пренебречь. При этом мы получим линеаризо-
ванные по Стоксу уравнения вязкой несжимаемой
жидкости.
Достаточно широкий класс течений может быть све-
ден к двумерным течениям. Далее будем рассматри-
вать плоскопараллельные течения, когда область, в
которой изучается течение, является цилиндрической,
а краевые и начальные данные не зависят от коорди-
наты оси цилиндра.



17РИ, 2011, № 3

В приближении Стокса уравнения нестационарного
плоскопараллельного движения вязкой несжимае-
мой жидкости в конечной односвязной областиΩ
плоскости xOy  имеют вид

2 2
x x x

2 2

v v v1 p
t x x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂
= − + ν +⎜ ⎟∂ ρ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,

2 2
y y y

2 2

v v v1 p
t y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂
= − + ν +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ρ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,           (3)

yx
vv 0

x y
∂∂

+ =
∂ ∂ .

Анализ плоскопараллельных течений удобно произ-
водить с помощью функции тока (x, y)ψ , вводимой
соотношениями

xv
y

∂ψ
=
∂ , yv

x
∂ψ

= −
∂

(уравнение неразрывности при этом обращается в
тождество).
Исключая из (3) дифференцированием давление, для
функции тока получаем уравнение

2

t
∂∆ψ

= ν∆ ψ
∂

.

Начальные и краевые условия для функции тока могут
быть получены из условий, накладываемых на вектор
vr . Так, если жидкость примыкает к неподвижной
стенке, то в этих точках скорость жидкости обраща-
ется в нуль. Это означает, что в нуль обращается
нормальная и тангенциальная составляющая скорости
(условие прилипания). Если же жидкость примыкает
к подвижной твердой стенке, то в таких точках ско-
рость жидкости должна по величине и направлению
совпадать со скоростью соответствующей точки стен-
ки. Исходя из этого, на границе ∂Ω  области Ω  можно
задать значение функции тока ψ  и её нормальной

производной n
∂ψ
∂
r , где nr  – внешняя нормаль к ∂Ω .

Итак, для функции тока (x, y)ψ  можно поставить
начально-краевую задачу

2

t
∂∆ψ

= ν∆ ψ
∂

, (x, y)∈Ω , t 0> ,      (4)

0f (s, t)
∂Ω

ψ = , 0g (s, t)
n ∂Ω

∂ψ
=

∂
r , s∈∂Ω , t 0≥ ,  (5)

0t 0
(x, y)

=
ψ = ψ , (x, y)∈Ω .           (6)

Методика задания функций 0f (s, t)  и 0g (s, t)  рассмот-
рена в [15].

2. Применение методов R-функций и
Галеркина
Для решения начально-краевой задачи (4) – (6) ис-
пользуем методы R-функций и Галеркина.
Пусть граница ∂Ω  области Ω  кусочно-гладкая и
может быть описана элементарной функцией (x, y)ω
согласно методу R-функций [6], причем функция

(x, y)ω  удовлетворяет условиям:

1) (x, y) 0ω =  на ∂Ω ;

2) (x, y) 0ω >  в Ω ;

3) 1
n

∂ψ
= −

∂
r  на ∂Ω , т.е. (x, y) 0ω =  – нормализованное

уравнение ∂Ω , nr  – внешняя к ∂Ω  нормаль.
В работе [15] было показано, что краевым условиям
(5) удовлетворяет пучок функций

2
1f (D f g)ψ = −ω + +ω Φ ,               (7)

где 0f ECf= , 0g ECg=  – продолжения функций  0f , 0g
в Ω  соответственно,

1
v vD v ( , v)

x x y y
∂ω ∂ ∂ω ∂

= + = ∇ω ∇
∂ ∂ ∂ ∂ ,

(x, y, t)Φ = Φ  – неопределенная компонента, которую
будем предполагать достаточно гладкой.
В задаче (4) – (6) сделаем замену

uψ = ϕ+ ,

где 1f (D f g)ϕ = −ω + , u  – новая неизвестная функция.
Тогда для функции u  получим начально-краевую за-
дачу с однородными краевыми условиями:

2( u) F
t

∂ −∆
+ ν∆ ψ =

∂
, (x, y)∈Ω , t 0> ,      (8)

u 0
∂Ω
= , 0

n ∂Ω

∂ψ
=

∂
r ,                  (9)

0t 0
u u

=
= ,                       (10)

где 2F
t

∂∆ϕ
= −ν∆ ϕ+

∂
, 0 0 t 0

u
=

= ψ − ϕ .

Для решения задачи (8) – (10) применим метод Галер-
кина для нестационарной задачи [22].

Пусть T 0> , H  – сепарабельное гильбертово про-
странство. Символом 2L (0,T;H)  будем обозначать
множество функций u(t) , t [0,T]∈ , со значениями
вH  таких, что

T
2

H
0

u(t) dt < +∞∫ .

Это множество является сепарабельным гильберто-
вым пространством со скалярным произведением

T

H
0

u, v (u(t), v(t)) dt< >= ∫ .
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Возьмем  2H L ( )= Ω . Пусть 0 2u L ( )∈ Ω , F(t)∈

2 2L (0,T;L ( ))∈ Ω .

Введем в рассмотрение операторы A  и B , действую-
щие в 2 2L (0,T;L ( ))Ω  по правилам

2Au u= ∆ , Bu u= −∆

на областях определения

4 1
A

uD u | u C ( ) C ( ), u 0
n∂Ω

∂Ω

⎧ ⎫∂
= ∈ Ω Ω = =⎨ ⎬

∂⎩ ⎭
I r ,

2 1
A

uD u | u C ( ) C ( ), u 0
n∂Ω

∂Ω

⎧ ⎫∂
= ∈ Ω Ω = =⎨ ⎬

∂⎩ ⎭
I r .

Можно доказать [19], что операторы A  и B  будут
положительно определены. Ясно, что A BD D⊂ .

Тогда задачу (8) – (10) можно записать в операторной
форме

d Bu Au F
dt

+ ν = , (x, y)∈Ω , t 0> ,         (11)

0t 0
u u

=
= .                           (12)

На AD  введем энергетическое произведение A[u, v]

по правилу: для любых Au, v D∈

2A L ( )[u, v] (Au, v) u v dxdyΩ
Ω

= = ∆ ⋅∆∫∫ ,

а соответствующая энергетическая норма

A
22 ( u) dxdyu

Ω

∆= ∫∫| | .

Пополняя AD  в норме Au| | , получаем энергетическое
пространство AH  оператора A .

На BD  введем энергетическое произведение B[u, v]  по
правилу: для любых Bu, v D∈

2B L ( )[u, v] (Bu, v) u v dxdyΩ
Ω

= = ∆ ⋅∫∫ .

Применяя формулу Грина [19] и учитывая краевые
условия, получаем

2B L ( )[u, v] (Bu, v) u v dxdyΩ
Ω

= = ∇ ⋅∇∫∫ ,

а соответствующая энергетическая норма

B
22 | u| dxdyu

Ω

∇= ∫∫| | .

Пополняя BD  в норме Bu| | , получаем энергетическое
пространство BH  оператора B .

Можно показать, что 
o

2
A 2 BH W ( ) H= Ω ⊂ .

Пусть u(t)  – классическое решение задачи (11), (12),
т.е. для любого t 0≥  Au(t) D∈ , u(t)  непрерывно диф-
ференцируема по t , удовлетворяет уравнению (11) и
начальному условию (12).

Пусть v(t)  – достаточно гладкая в [0, )Ω× +∞  функ-
ция, удовлетворяющая краевым условиям (9) и такая,
что при некотором T 0>  v(T) 0= . Умножим (11)
скалярно в 2L ( )Ω  на произвольную функцию v(t)  с
указанными свойствами:

( )
22

2

L ( )L ( )
L ( )

d Bu, v Au, v (F, v)
dt ΩΩ

Ω

⎛ ⎞ + ν =⎜ ⎟
⎝ ⎠ .

Интегрируя последнее равенство по t  от 0  до T ,
получаем, что

( )
22

2

T T T

L ( )L ( )
L ( )0 0 0

d Bu, v dt Au, v dt (F, v) dt
dt ΩΩ

Ω

⎛ ⎞ + ν =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ .

Если проинтегрировать первый интеграл по частям
(по переменной t ) и воспользоваться равенством
v(T) 0= , то получим, что

( )
2 2

2

T T

0 L ( ) L ( )
L ( )0 0

v(Bu , v(0)) Bu, dt Au, v dt
tΩ Ω

Ω

∂⎛ ⎞− − + ν =⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫

2

T

L ( )
0

(F, v) dtΩ= ∫ .

Учитывая вид энергетических произведений в AH  и
BH , последнее равенство перепишем в виде

T T

A
B0 0

vu, dt [u, v] dt
t

∂⎡ ⎤− + ν =⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫ ∫

2

T

0 B L ( )
0

[u , v(0)] (F, v) dtΩ= + ∫ .              (13)

Последнее равенство возьмем в качестве определе-
ния обобщенного (слабого) решения задачи (11), (12)
(а значит, задачи (8) – (10)).
Обозначим множество функций

{T 2 AW u | u L (0,T;H ),= ∈

}2 2u L (0,T;L ( )), u(T) 0′∈ Ω = .

Определение. Функция u(t)  называется обобщен-
ным (слабым) решением задачи (11) – (12), если

а) 
o

2
2 2u(t) L (0,T; W ( ))∈ Ω ;
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б) для любого элемента Tv(t) W∈  имеет место равен-
ство (13).
Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть 2 2F(t) L (0,T;L ( ))∈ Ω  и 0 Bu H∈ .
Тогда существует, и притом единственное, обоб-
щенное решение задачи (11), (12).
Для построения обобщенного решения задачи (11) –
(12) воспользуемся методом Галеркина [22]. Прибли-
женное решение задачи (11) – (12) ищем в виде

n

n k k
k 1

u (t) c (t)
=

= ϕ∑ ,                 (14)

где kc (t) , k 1,..., n=  – неизвестные пока функции, k{ }ϕ
– координатная последовательность, т.е. последова-
тельность k{ }ϕ  удовлетворяет условиям:

1) для любого k  k AHϕ ∈ ;

2) для любого n 1 n,...,ϕ ϕ  линейно-независимы;

3) k{ }ϕ  полна в AH .

Поскольку из (7) следует, что 2u = ω Φ , где
(x, y, t)Φ = Φ  – неопределенная компонента структу-

ры, то координатную последовательность можно взять
в виде 2

k kϕ = ω τ , где k{ }τ  – любая полная в 2L ( )Ω
система функций.
В соответствии с методом Галеркина неизвестные
функции kc (t) , k 1,..., n= , найдем из условия ортого-
нальности невязки, получаемой при подстановке (14)
в уравнение (11), первым n  координатным функциям

1 n,...,ϕ ϕ . Это приводит для определения kc (t) ,
k 1,..., n= , к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

n n

k k j B k k j A
k 1 k 1

c (t)[ , ] c (t)[ , ]
= =

ϕ ϕ + ν ϕ ϕ =∑ ∑&

2j L ( )(F, ) Ω= ϕ , j 1,2,..., n= .                 (15)

Систему (15) нужно дополнить начальными условиями
0

k kc (0) c= , k 1, 2,..., n= .              (16)

Начальные условия (16) можно задать различными
способами [22], например, решением системы алгеб-
раических уравнений

2 2

n

k k j L ( ) 0 j L ( )
k 1

c (0)( , ) (u , )Ω Ω
=

ϕ ϕ = ϕ∑ , j 1,2,..., n= , (17)

которая получается из условия ортогональности не-
вязки начальных условий (12) первым n  координат-
ным функциям 1 n,...,ϕ ϕ .

В силу условий, наложенных на координатную после-
довательность k{ }ϕ , система (17) и задача Коши (15),
(16) при любом n  имеет единственное решение.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Приближенные решения nu (t)  задачи
(11) – (12), построенные по методу Галеркина,
определены однозначно при любом n , причем

nu (t) u(t)→ , n →∞ , слабо в 
o

2
2 2L (0,T; W ( ))Ω ,

где u(t)  – обобщенное решение задачи (11), (12).

3. Результаты вычислительного эксперимента
Рассмотрим задачу (4) – (6) для прямоугольной обла-

сти { }(x, y) 0 x 1, 0 y 1Ω = < < < <  со следующими кра-
евыми условиями:

2

t
∂∆ψ

= ν∆ ψ
∂

, (x, y)∈Ω , t 0> ,

0
∂Ω

ψ = ,
t1 e , y 1;

n 0, x 0, y 0, x 1.

−

∂Ω

⎧ − =∂ψ
= ⎨

∂ = = =⎩
r , t 0

0
=

ψ = .

Решение поставленной задачи найдено с помощью
методов R-функций и Галеркина. В структуре реше-
ния (7) нормализованное уравнение Ω  имеет вид

[ ] [ ](x, y) x(1 x) y(1 y) 0αω ≡ − ∧ − = ,
где α∧  – R-конъюнкция [6].
В качестве базисных функций выбирались степенные
полиномы, тригонометрические полиномы, полино-
мы Лежандра. При вычислении интегралов в скаляр-
ных произведениях в системах (15) и (17) использо-
валась формула Гаусса с 16 узлами по каждой пере-
менной.
На рис. 1 – 4 построены линии уровня функции тока.
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Рис. 1. Линии уровня функции тока при t 0, 2=
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Рис. 2. Линии уровня функции тока при t 0,5=
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Рис. 3. Линии уровня функции тока при t 1=
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Рис. 4. Линии уровня функции тока при t 1,8=

На рис. 5 – 8 приведены линии уровня вихря ζ = −∆ψ
в разные моменты времени.
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Рис. 5. Линии уровня вихря при t 0, 2=
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Рис. 6. Линии уровня вихря при t 0,5=
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Рис. 7. Линии уровня вихря при t 1=
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Рис. 8. Линии уровня вихря при t 1,8=

На рис. 9 показан график изменения 
(x,y)
max (x, y, t)

∈Ω
ψ .

Как видно, в задаче существует стационарный режим.
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Рис. 9. Изменение максимума функции тока по времени

На рис. 10 приведены значения скорости 
y 0,5x =

∂ψ
−
∂   в

разные моменты времени.
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Рис. 10. Профиль скорости
y 0,5x =

∂ψ
−
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моменты времени t 0, 2; 0,5;1;1,8=

Полученные результаты хорошо согласуются с ре-
зультатами физических экспериментов [1, 2] и ре-
зультатами, полученными другими авторами. Рас-
хождения составили около 3%.
Выводы
Построен алгоритм решения задачи численного моде-
лирования на основе метода R-функций и Галеркина.
Это дало возможность, в отличие от сеточных мето-
дов, получить выражение для функции тока в анали-
тическом виде, что существенно облегчает ее после-
дующее использование. Численное моделирование
было проведено для прямоугольной области. Для
конкретной задачи проводится сравнение полученно-
го приближенного решения с приближенными реше-
ниями, полученным другими авторами. Сделан вывод
об эффективности предложенного метода решения.
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Научная новизна полученных результатов заключа-
ется в том, что впервые разработан алгоритм решения
задачи математического моделирования и численно-
го анализа нестационарных плоскопараллельных те-
чений вязкой несжимаемой жидкости в конечных
односвязных областях в приближении Стокса на ос-
новании методов R-функций и Галеркина, который не
изменяется при изменении геометрии области, что
позволило получить приближенное решение задачи
расчета этого класса течений в областях неклассичес-
кой геометрии.
Практическая значимость полученных результатов.
Разработанные методы расчета плоских течений вяз-
кой жидкости в односвязных областях являются про-
стыми в алгоритмизации и более универсальными,
чем используемые в данное время, поскольку при
переходе от одной области к другой требуется лишь
изменить уравнение границы. Полученные результаты
позволяют проводить вычислительные эксперименты
во время математического моделирования различных
физико-механических, биологических течений. Так-
же решение задачи Стокса может быть использовано
как начальное приближение для решения полных урав-
нений Навье-Стокса.
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