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Рассматривается задача оптимальной упаковки аппрок-
симированных дунами окружностей эллипсов, допуска-
ющих непрерывные вращения. Для аналитического опи-
сания основных ограничений размещения предлагаются
свободные от радикалов phi-функции, имеющие суще-
ственно более простую форму записи и меньшую вычис-
лительную сложность, чем известные аналоги.
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Введение
Задачи упаковки и раскроя, называемые также за-
дачами оптимального размещения [1–2],  относятся
к классу NP-сложных задач [3] и являются частью
теории исследования операций и вычислительной
геометрии. Задачи размещения имеют широкий
спектр научных и практических применений, в том
числе в современной биологии, минералогии, ме-
дицине, материаловедении, нанотехнологии, робо-
тотехнике, системах распознавания образов, в хи-
мической промышленности, машиностроении, стро-
ительстве и т.д.
Предметом данного исследования является задача
упаковки набора эллипсов iE


, ni {1,2,...,n} I∈ =  в

прямоугольник 2{(x, y) R : 0 x l,0 y w}Ω = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤  с
переменными длиной l  и шириной w. Каждый эл-

липс iE


 задан  парой чисел ia  и ib  – длиной

большой и малой полуосей ia  и ib . Полагаем, что

начало собственной системы координат эллипса iE


совпадает с его центром симметрии.  Положение
эллипса iE


 характеризуется вектором трансляции

i i(x , y )  и углом поворота иi.

Задача упаковки эллипсов. Необходимо разместить
множество эллипсов i i i iE (x , y , )θ


, ni I∈ , в контейне-

ре Ω  так, чтобы площадь F l w= ⋅  была минималь-
ной.

1. Исследование состояния проблемы
Обзор публикаций [4–5] по этой тематике дает возмож-
ность сделать вывод о том, что только в работе  [6]
излагается метод решения задачи упаковки истинных
эллипсов (без аппроксимаций), допускающих враще-
ния, с использованием современных NLP solvers, дос-
тупных в GAMS. В этой статье приводится  подробный
обзор литературы, посвященный задачам упаковки эл-
липсов. Для построения условия непересечения неори-
ентированных эллипсов авторы используют идею разде-
ляющей прямой,  предложенную ранее в работе [7] для
моделирования отношений непересечения кругов и вы-
пуклых многоугольников. В [6] получено глобальное
решение для небольшого числа эллипсов (n≤ 4). Одна-
ко при n>14 авторам не удалось получить допустимого
решения. В этой связи авторы предложили эвристичес-
кий polylithic-алгоритм для размещения большего числа
эллипсов ( n 100≤ ) в прямоугольной области.

Подход, основанный на описании отношений непере-
сечения между эллипсами при помощи свободных от
радикалов квази-phi-функций, предложен в [8] и ре-
ализован в [9]. В результате удалось представить
задачу оптимальной упаковки эллипсов в виде задачи
нелинейного программирования и получить локаль-
но-оптимальные решения при n 120≤ , улучшив ре-
зультаты по времени и значению функции цели для
многих примеров ( 5 n 100≤ ≤ ), приведенных в [6].
Однако подходы, предложенные в [6] и [9], являются
довольно ресурсоемкими, причем время решения
растет экспоненциально с ростом числа размещае-
мых эллипсов.
В работах [10, 11] предложено использовать свобод-
ные от радикалов phi-функции, приведенные в  [12],
при моделировании отношений для эллипсов, аппрок-
симированных дугами окружностей. Проведенные
вычислительные эксперименты показали, что прибли-
женное решение  получается за значительно меньшее
количество времени, чем требуется для получения
точного решения, и при этом незначительно отличает-
ся в худшую сторону от точного решения по значению
функции цели. Помимо того, что полученное за ра-
зумное время достаточно хорошее приближенное ре-
шение задачи упаковки эллипсов представляет само-
стоятельный практический интерес, оно может быть
также использовано в качестве допустимой стартовой
точки для локальной оптимизации. Комбинированный
подход позволяет получать локально-оптимальные ре-
шения за меньшее количество времени, чем примене-
ние «чистых» методов локальной оптимизации [13].
Для решения задачи упаковки эллипсов в [13] ис-
пользована универсальная методология, предложен-
ная для задач оптимального размещения двумерных
геометрических объектов. В соответствии с указан-
ной методологией размещаемые объекты представля-
ются в виде объединения объектов четырех видов  из
класса ℑ  базовых объектов. Всего в класс ℑ  входят
объекты четырех типов – выпуклый многоугольник K ,
сегмент круга D , «шапочка» H  и «рог» V . В [10]
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доказано, что произвольный ограниченный объект,
граница которого сформирована отрезками прямых и
дугами окружностей, может быть представлен в виде
объединения базовых объектов. Для удобства исполь-
зуются также вспомогательный объект круг C  (кото-
рый может быть представлен в виде объединения двух
сегментов). Для моделирования неограниченных объек-
тов используется также полуплоскость P . Геометри-
ческие отношения между каждой парой объектов опи-
сываются посредством зависящей от параметров раз-
мещения phi-функции, которая представляет собой
минимум phi-функций для всех пар базовых объектов,
формирующих исходные.
Разработанный на основе теории phi-функций генера-
тор пространства решений задачи позволяет свести
решение произвольной задачи размещения двумерных
геометрических объектов к решению последователь-
ности задач нелинейного программирования.
Изложенный универсальный подход прекрасно себя за-
рекомендовал на решении ряда тестовых задач. Однако
платой за универсальность является повышенный расход
вычислительных ресурсов. В этой связи остается актуаль-
ной разработка специализированных phi-функций для
имеющих особую практическую значимость классов
объектов в целях снижения вычислительных затрат. Раз-
работке phi-функций для одного из таких классов объек-
тов, эллипсов и посвящена данная работа.
2. Phi-функции для аппроксимированных дугами
окружностей эллипсов

Пусть имеется эллипс E
 , заданный большой полуосью

a  и малой полуосью b  с переменными параметрами
размещения u (x, y, )= θ . Построим на границе эллипса
точки 1v , 2v , 3v  и 4v  (рис. 1,а) с координатами

 1v ( b r d,a r),′ ′= − −  2v (b r d,a r),′ ′= +

3v ( b r d, a r),′ ′= − − −  4v (b r d, a r),′ ′= + −

где r a d= − , 
2 2(a b)(a b a b )d

2a
− + + +

= ,

 2 2

aa
a b

′ =
+

, 2 2

bb
a b

′ =
+

.

Построим внешнюю аппроксимацию эллипса E
  объек-

том минимальной площади, ограниченным дугами ок-
ружностей с вершинами в точках 1v , 2v , 3v , 4v  [13].

При этом меньшие дуги принадлежат  окружностям 1C

и 2C  радиуса r a d= −  с центрами в точках ( t,0) , а

большие – окружностям 3C  и 4C  радиуса  
aR b d
b

= +

с центрами в точках 
a(0, d)
b

  (рис. 1,б).

В соответствии с реализованным универсальным под-
ходом к решению задач размещения  аппроксимиро-

ванный объект E  представляется в виде объединения
пяти базовых объектов (рис. 1,в):

1 2 1 2E C C D D K=     .                   (1)

а

б

в

Рис. 1. Функции для аппроксимированных эллипсов: а–
эллипс со вспомогательными точками на границе; б –

аппроксимация эллипса дугами; в – представление
аппроксимированного эллипса в виде объединения

базовых объектов
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С учетом (1) phi-функция для объекта E  и полуплос-
кости P  имеет вид

{ }1 2 1 2C P C P D P D PEP K Pmin , , , , .Φ = Φ Φ Φ Φ Φ          (2)

Функция, используемая для формализации условия
принадлежности аппроксимированного эллипса пря-
моугольному контейнеру, описывается минимумом
из четырех функций вида (2).

Для эллипсов iE  и jE  приближенная phi-функция
определяется в виде

{ }i j i j i j i ji j i j
1 2 1 2C E C E D E D EE E K Emin , , , , ,Φ = Φ Φ Φ Φ Φ     (3)

где { }j j j jj j
1 2 1 2TC TC TD TDTE TKmin , , , ,Φ = Φ Φ Φ Φ Φ ,

i i i i i
1 2 1 2T {C ,C ,D ,D ,K }∈ℑ = .

Для дальнейшего использования выражения (2) и (3)
необходимо преобразовать к эквивалентному виду

i
i ijj 1,...,ni 1,...,m i 1,...,m

max f max min f
== =

Φ = = .               (4)

Из исследования построенных в настоящее время phi-
функций и полученных в [11] оценок числа вершин
дерева решения задачи размещения следует, что для
выражения (2), преобразованного к форме представ-
ления (4), m 4= , минимальное из in  равно 8, макси-
мальное – 12, а в выражении вида (4), эквивалентного
выражению (3), m 3.6926650668859E17≈ , минималь-
ное из in  равно 62, а максимальное – 124. При этом
следует отметить, что большинство из неравенств

if 0≥  из выражения (4) описывает пустые множества.

Предлагается phi-функция объекта E  и полуплоскос-
ти P  в виде максимума трех функций

 3 4C P C PEP LPmax{ , , }Φ = Φ Φ Φ ,               (5)

где 1 2 EPC P C P C PLP min{ , , }Φ = Φ Φ Φ , 1 2 EPL C C C=   ,
E L⊂ , 1C , 2C , 3C  и 4C  – круги, содержащие дуги,

EPC  – круг радиуса

pr r b d′= +                              (6)

с центром в точке O  (рис. 2).

а б   в

Рис. 2. Варианты взаимного размещения плоскости и

эллипса: а – LP 0Φ ≥ ; б – 3C P 0Φ ≥ ; в – 4C P 0Φ ≥

Круг EPC  по способу построения содержит большие
дуги и может касаться линии, ограничивающей полу-
плоскость Р одновременно с одной из точек 1v , 2v ,

3v  или 4v .

Построенная функция (5) имеет вид (4), для нее m 3= ,

ii 1,2,3
min n 1
=

= , ii 1,2,3
max n 3
=

= .

Phi-функция объекта E  и круга C  радиуса R   стро-
ится подобным образом (рис. 3):

3 4C C C CEC MCmax{ , , }Φ = Φ Φ Φ ,              (7)

где

EC1 2 C CC C C CMC min{ , , }Φ = Φ Φ Φ ,             (8)

1 2 CPM C C C=   , E M⊂ , 1C , 2C , 3C  и 4C  – круги,
содержащие дуги (см. рис 1,б), ECC  – круг радиуса

2
R 1 p 1r (R+r )(R+2r -r )+d R= −  с центром в точке O

(см. рис. 3), где величина pr  определяется выражени-

ем (6). Круг ECC  по способу построения содержит
большие дуги и может касаться окружности C   одно-
временно с одной из точек 1v , 2v , 3v  или 4v . Полу-
ченная функция имеет вид (4), при этом m 3= ,

ii 1,2,3
min n 1
=

= , ii 1,2,3
max n 3
=

= .

а б      в

Рис. 3. Варианты взаимного размещения круга и
эллипса: а – MC 0Φ ≥ ; б – 3C C 0Φ ≥ ; в – 4C C 0Φ ≥

Phi-функцию двух аппроксимированных эллипсов
iE  и jE  предлагается строить как максимум из пяти

функций (рис. 4):
ji ji i j i ji j i j
3 34 4E C E C C M C ME E N Nmax{ , , , , f }Φ = Φ Φ Φ Φ ,     (9)

где 
ji ji
3 4E C E C,Φ Φ  – функции вида (7); 

i j i j
3 4C M C M,Φ Φ  –

функции вида (8),
j ji ij i j ii j

1 2 1 2M C M CM C M CN N ijf min{ , , , , f }= Φ Φ Φ Φ ,     (10)
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j ji ij i j i
1 2 1 2M C M CM C M C, , ,Φ Φ Φ Φ  – функции вида (8), построен-

ные для объектов i jM (M )  и кругов j j
1 2C ,C , i i

1 2(C ,C ) ,

( ) ( )2 2ij
i i j j i i i j j jd a d a d r b d r b d′ ′ ′ ′= − + + + + .

      а     б              в

            г д

Рис. 4. Варианты взаимного размещения двух эллипсов:

а –
ji
3E C 0Φ ≥ ; б – 

ji
4E C 0Φ ≥ ; в – 

ji
3E C 0Φ ≥ ; г – 

ji
4E C 0Φ ≥ ,

д – 
i jN Nf 0≥

Функция (10) может быть оптимизирована и перепи-
сана как

j j j j j j ji i i i i i ii j
1 1 2 2 1 2 EcEc Ec1 2 1 2 1

j i
Ec2

C C C C C C C C C C C C C CN N

C C ij

f min{ , , , , , , ,

, f }.

= Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

Φ

Функция (9) после преобразования к виду (4) записы-
вается следующим образом:

j ji ij ji i i ji j
3 43 43 3 34 4

j i j ii j i j
34 4

C C C CC C C C C ME E

C M C MC M N N

max{ , , , , ,

, , ,f }

Φ = Φ Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ
    (11)

Соответственно, m 3= , ii 1,2,3
min n 1
=

= , ii 1,2,3
max n 9
=

= , причем

максимальное значение достигается для единствен-

ной функции 
i jN Nf , для остальных функций количе-

ство неравенств под знаком минимума не превышает
трех.

Выводы
Предложенный вариант phi-функций для эллипсов,
аппроксимированных дугами окружностей, имеет
намного более простую форму записи и требует мень-
ших вычислительных затрат, чем вариант phi-функ-
ций, формируемый в рамках универсального подхо-
да.
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