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Проаналізовано відомі процедури формування квадрату-

рної складової аналітичного сигналу й оцінена їхня роль і 

точність.  Досліджено характеристики точності чисе-

льних процедур для одного класу сигналів. 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

Known procedures of creation of a quartered component of an 

analytical signal are parsed and their role and accuracy is esti-

mated. Characteristics of accuracy of numerical procedures for 

one class of signals are researched. 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

Проанализированы известные процедуры формирования 

квадратурной составляющей аналитического сигнала и 

оценена их роль и точность.  Исследованы характери-

стики точности численных процедур для одного класса 

сигналов. 
 

 

Введение  

В современных телекоммуникационных системах при повышении скорости пе-

редачи по витой паре значительно сокращается битовый интервал и кодовое рассто-

яние. Это приводит к существенному усложнению процедур обработки сигналов как 

на передаче, так и при приеме. Примером может служить оборудование цифровых 

абонентских линий (Digital Subscriber Line, DSL), в котором очень широко использу-

ются квадратурные схемы обработки данных. При этом особое место занимают во-

просы формирования квадратурной составляющей сигнала, которая существенно 

влияет на достоверность и оперативность доступа к передаваемых данным.  Значи-

тельные трудности возникают при восстановлении квадратурной составляющей при 

малом отношении сигнал/шум и в условиях априорной неопределенности, когда 

отсутствует информация о несущем (опорном) колебании. 

Обусловлено это тем, что известные методы анализа цифровых данных в виде 

временных рядов ориентированы на обработку линейных и стационарных сигналов. 

Только в конце прошлого тысячелетия начали развиваться методы анализа нелиней-

ных, но стационарных и детерминированных систем, и линейных, но нестационар-

ных данных (Вейвлет-анализ, распределение Wagner-Ville и др.). Между тем, боль-

шинство регистрируемых сигналов от реальных физических систем в той или иной 

мере являются нелинейными и нестационарными. Несмотря на ограничения, дока-

занные достаточно давно в известных теоремах Бедрозиэна *1+ и Наттолла *2+,  анализ 

этих сигналов осуществляется традиционными методами, полагая справедливыми 

упрощения, особенно относительно базиса (как правило, гармонического) обрабаты-

ваемых данных. 

Вместе с тем, со средины девяностых годов прошлого столетия делаются по-

пытки разработки процедур обработки нелинейных нестационарных сигналов *3, 4+. 

Процедуры EMD-HSA  (эмпирический метод декомпозиции – Гильбертов спек-

тральный анализ) были предложены Норденом E. Хуангом в 1995 в США (NASA) для 
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изучения поверхностных волн тайфунов *3+, с обобщением на анализ произвольных 

временных рядов коллективом соавторов  в 1998 г *4+. К сожалению, справедливость 

указанных процедур теоретически не доказана. Предложенные эмпирические про-

цедуры ориентированы на формирование адаптивного базиса на основе обрабаты-

ваемых данных, а затем к этому базису применяется преобразование Гильберта. Та-

кой подход позволяет более точно восстановить квадратурную составляющую ана-

лизируемого сигнала. К сожалению, имеют место значительные краевые эффекты и 

ошибка аппроксимации ))(( t  с помощью формируемого базиса, а также неточно-

сти, обусловленные преобразованием Гильберта.  

І. Постановка задачи в общем виде 

Известно, что качество результатов цифровой обработки во многом зависит  от 

возможностей регистрации приемным устройством параметров аналитического 

(комплексного) сигнала, который имеет следующий вид 

)))((exp()()( ttjtAts o   ,                                      (1) 

где )(tA  – множитель амплитудной огибающей; o  – несущая частота сигнала, опре-

деляющая его спектр; )(t  – фазовая функция сигнала; t  – текущее время. 

Из аналитического сигнала можно выделить вещественную часть  

))(Re()( tstsb                                                   (2) 

и мнимую часть 

))(Im()( tstsi  ,                                                (3) 

которую, иногда, называют квадратурным дополнением вещественного сигнала. 

С учетом введенных обозначений, аналитический сигнал может быть представ-

лен  в виде 

)()()( tjststs ib  .                                            (4)  

Зная указанные составляющие, можно достаточно просто определить ампли-

тудную огибающую как модуль аналитического сигнала 

)()()()( tstststA ib
22  .                                      (5) 

При этом полная фаза представляет собой аргумент аналитического сигнала 
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Чтобы получить фазовую функцию (или начальную фазу) сигнала, нужно вы-

делить из полной фазы линейное слагаемое  to . Для этого, в свою очередь, необхо-

димо знать значение центральной частоты o . Таким образом, 

ttt o  )()( .                                                (7) 
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Скорость изменения несущего колебания можно рассчитать с использованием 

следующего соотношения *5+: 

)(

)()()()(
)()(

..
.

tA

tstststs
tt ibib

2


 .                                       (8) 

В ряде радиотехнических приложений (радиосвязь, активная радиолокация, 

радионавигация и т.д.) квадратурная составляющая (мнимая часть) может быть 

сформирована аппаратно, например, с помощью фазового детектора. В этом случае 

предполагается, что известно и используется опорное колебание, и что все составля-

ющие частотных спектров вещественной и квадратурной частей аналитического сиг-

нала имеют фазы, различающиеся на  2/ .  

Регистрация вещественной и восстановление квадратурной составляющей, а 

также уточнение в процессе расчетов большинства параметров аналитического сиг-

нала дают возможности использовать, например, преимущества пространственно-

временной обработки и достигать более высокого качества цифровой обработки 

данных в радиотехнических приложениях.  

Вместе с тем, в ряде приложений, таких как акустика, сейсмология, пассивная 

радиолокация (радиоразведка, радиоперехват излучений), гидролокация регистри-

руется только вещественная часть сигнала и она подвергается цифровой обработке, 

что существенно ограничивает ее возможности. 

При необходимости квадратурная часть формируется с помощью фильтров 

(аппаратных или программных), которые выполняют функции фазовращателя или 

быстрого преобразования Фурье. Следует отметить, что эти процедуры базируются 

на преобразовании Гильберта *6+. 

Отклонение, в первую очередь, фазочастотной характеристики фазовращателя 

от требуемой приводит к искажениям огибающей и к паразитной амплитудной мо-

дуляции при синтезе сигнала, что создает нелинейные искажения. Вместе с тем, ука-

занные процедуры, например, для акустических сигналов, должны осуществлять 

безынерционное преобразование динамического диапазона в широкой полосе ча-

стот, от 32 Гц до 16 000 КГц, обеспечивать частотно-независимый фазовый сдвиг сиг-

нала на 90o с погрешностью порядка 0,01 градуса *7+. Величина фазовой погрешности 

выбирается такой, чтобы возникающие из-за нее пульсации мгновенной амплитуды 

тонального сигнала не были заметны на слух. При такой фазовой погрешности их 

уровень не превысит минус 80 дБ *7+. 

Известные процедуры формирования квадратурной составляющей на базе 

преобразования Гильберта ориентированы на обработку узкополосных сигналов, и 

применять их  для обработки широкополосных сигналов необходимо с осторожно-

стью. Доказано это достаточно давно в известных теоремах Бедрозиэна *1+ и Наттол-

ла *2+. К сожалению, в отечественной научной и учебной литературе мало внимания 

уделяется этим теоремам. Поэтому ниже приведем их без доказательства.   

Теорема Bedrosian (1963) утверждает, что преобразование Гильберта для произ-

ведения двух функций f(t) и h(t) может быть записано как 
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   )()()()( thHtfthtfH  ,                                               (9) 

только если спектры Фурье для f(t) и h(t) являются полностью непересекающимися в 

частотном пространстве, и частотный диапазон спектра для h(t) более высок, чем для 

f(t) (т.е. если амплитуда изменяется настолько медленно, что частотные спектры оги-

бающей и несущих волн являются непересекающимися).  

Теорема Наттолла для функции  )(tx  определяет различие между квадратурной 

составляющей )(txq  и ее преобразованием Гильберта )(txh  следующим образом: 

 





0

0 22
2  dFdttxtxE qhq )()()( ,                                  (10) 

где  )(qF  –  спектр квадратурной составляющей функции )(tx  [5]. Другими словами, 

существует несоответствие между Гильбертовым преобразованием и точной квадра-

турой произвольной функции )(tx . Эти теоремы указывают на  проблематичность 

применение преобразование Гильберта к реальным сигналам. 

Несмотря на это, преобразование Гильберта широко используется при цифро-

вой обработке, в том числе и акустических сигналов (см. например *7+). Поэтому ос-

новная задача данной статьи – синтез процедур формирования квадратурной со-

ставляющей для широкополосных сигналов по результатам регистрации веществен-

ной части аналитического сигнала. 

При исследовании указанных процедур методом математического моделиро-

вания вызывают интерес следующие вопросы: 

- математическая модель аналитического сигнала, которая будет использовать-

ся для проверки адекватности и достоверности синтезируемых процедур; 

- область применения синтезированных процедур и сравнение их точности, в 

первую очередь, с преобразованием Гильберта, при восстановлении квадратурной 

составляющей аналитического сигнала. 

ІІ. Модель исследуемого сигнала  

Назначение модели сигнала – отладка алгоритмов цифровой обработки, провер-

ка их адекватности, достоверности и точности, в том числе, и процедур восстановле-

ния квадратурной составляющей сигналов.  

Характеристики сигнала, как и его модели, зависят от характера регистрируемых 

волновых процессов (акустических, сейсмических и т.д.) и принципа действия реги-

стрирующих устройств. 

В данной статье рассмотрим модель сигнала, который исследовался Бедро-

зиэном, а именно  

)))((exp()()( ttjtAktx o   ,                                    (11) 

где  k – постоянный амплитудный множитель; )(tA  – множитель, задающий закон 

амплитудной модуляции; oo f 2  – круговая частота; of  – несущая частота в Гц.  
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В рассматриваемом случае будем полагать, что )(tA  имеет равномерное распре-

деление в интервале (0, 1) и принимает новое значение на каждом шаге дискретиза-

ции. Спектр вещественной части  сигнала ))(Re()( txtxb   представлен на рис. 1. При 

этом 1600of  Гц – несущая частота, а частота дискретизации  df =11025 Гц. Анализ 

спектра сигнала свидетельствует о значительно более высокой частоте амплитудной 

модуляции. 

Естественно, рассматриваемая модель отличается от акустического сигнала.  Вме-

сте с тем, она дает возможность оценить эффективность преобразования Гильберта и 

послужит основой для разработки более эффективных процедур восстановления 

квадратурной составляющей. Достоинство этой модели состоит и в том, что можем 

иметь две составляющих аналитического сигнала. Одна из которых (вещественная) 

будет использоваться для обработки, а вторая (мнимая) – в качестве контрольного 

(эталонного) сигнала.  

Более того, полученные процедуры могут быть полезны при демодуляции фазо-

манипулированных сигналов в условиях априорной неопределенности. Известно, что 

наличие квадратурной составляющей существенно расширяет возможности и каче-

ственные характеристики цифровой обработки. Реально для звуковых сигналов квад-

ратурную составляющую необходимо восстановить с помощью алгоритмических 

средств, например, преобразования Гильберта. Ниже основное внимание уделим 

именно этим вопросам. 

ІІІ. Роль  квадратурной  составляющей  в  процедурах  цифровой                          
обработки сигналов 

С этой целью рассмотрим структурную схему приемника с двухэлементной ре-

шеткой и весовой обработкой информации *8+, которая представлена на рис. 2. В дан-

ном случае будем полагать, что главный лепесток диаграммы направленности двух-

элементной решетки ориентирован в направлении прихода полезного сигнала, а ис-

точник помех имеет угловое (пространственное) различие. Поэтому обработку в этом 

случае иногда называют пространственной.  

Роль межэлементного накопления тем выше, чем меньше различаются между 

собой амплитуды полезных сигналов, принимаемых отдельными элементами (кана-

лами) решетки. Обратим внимание, что важным является не только идентичность ха-

рактеристик приемных элементов А1 и А2, но и фазовращателей, которые образуют 

квадратурную составляющую (на рис. 2 обозначены – 2/ ). 
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Рис. 1. Составляющие спектра модельного сигналов 

 

В *8+ показано, что при заданных условиях величина первых трех весовых коэф-

фициентов ( ip ) равна 0,5, а четвертый коэффициент равен – 0,5. 

Проанализируем влияние точности формирования квадратурной составляющей, 

полагая, что приемные элементы имеют идентичные характеристики. Условия мо-

дельного эксперимента следующие: угол между осью диаграммы направленности и 

направлением на источник помех – 30о; несущая частота полезного сигнала – 2 КГц, а 

помехи – 5 КГц;  амплитуда помехи в 3 раза превышает амплитуду полезного сигнала; 

частота дискретизации – 22 КГц. В каждом такте дискретизации полезный и помехо-

вый сигнал подвержены «модуляции числом» из равномерного датчика (величина 

)(tA  в соотношении (11)). Разница в частоте полезного сигнала и помехи особой роли 

для селекции не играет. 
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Рис. 2. Структурная схема приемника с двухэлементной решеткой 

 

Спектр суммарного сигнала на одном из каналов представлен на рис. 3. 

В процессе модельного эксперимента использовались две квадратурные состав-

ляющие – одна эталонная, полученная в процессе формирования аналитического 

сигнала; вторая – полученная в результате расчетов с помощью преобразования Гиль-

берта, которое будет рассмотрено ниже. 

На рис. 4 представлены результаты пространственной  обработки суммы сигна-

лов, спектр которых представлен на рис. 3. При этом в качестве квадратурных состав-

ляющих использовались мнимые составляющие моделированного аналитического 

сигнала (идеальный вариант восстановления квадратурной составляющей).   

При этом более темной линией на рис. 4 показаны результаты выделения полез-

ного сигнала  с помощью пространственной схемы обработки, эталонный сигнал (мо-

дельная вещественная часть  аналитического сигнала) показан более светлой линией. 

Представленные результаты свидетельствуют о качественном выделении полезного 

сигнала на фоне мощной помехи. Эти результаты можно рассматривать как потенци-

альные характеристики анализируемой схемы обработки. 

На рис. 5 представлены результаты пространственной обработки той же смеси 

полезного сигнала и помехи только для случая, когда квадратурная составляющая в 

каждом из каналов была сформирована с помощью преобразования Гильберта. 
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Рис. 3. Спектр суммарного сигнала на выходе элемента регистрации 

 

 
Рис. 4. Результаты выделения полезного сигнала с помощью процедур пространственной 

обработки (более темная линия),  эталонный сигнал – более светлая линия 
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Рис. 5.  Результаты выделения полезного сигнала с помощью процедур пространствен-

ной обработки (более темная линия),  эталонный сигнал – более светлая линия. Квадратурная 

составляющая сформирована с помощью преобразования Гильберта 

 

Анализ рисунков 4 и 5 свидетельствует о том, что качество выделения полезного 

сигнала во многом определяется точностью восстановления квадратурной составляю-

щей в каждом из каналов. Поэтому ниже основное внимание уделим анализу проце-

дур формирования квадратурной составляющей по результатам регистрации веще-

ственной части аналитического сигнала. 

ІV. Исследование процедур восстановления квадратурной                                     
составляющей аналитического сигнала 

Как известно *3-5+, квадратурная составляющая получается из вещественного 

сигнала с помощью преобразования Гильберта. Вычисляется преобразование Гиль-

берта следующим образом: 
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где   – переменная интегрирования, а PV – указывает главное значение сингулярного 

интеграла. Данный интеграл представляет собой свертку сигнала )(txb  и функции 

)( t
1 . Известно, что система, осуществляющая преобразование Гильберта, является 

физически нереализуемой, поскольку ее импульсная характеристика имеет бесконеч-

ную протяженность в обоих направлениях временной оси. На практике при обработ-

ке цифровых данных для получения квадратурной составляющей используют преоб-

разование Фурье и фильтровые схемы. 
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В качестве анализируемых процедур будем рассматривать следующие: 

1) специализированную функцию среды MATLAB – hilbert. 

2) соотношения для обработки дискретных значений регистрируемых сигналов, 

представленные в *6, с. 473+, 
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Как и предыдущая функция, данные соотношения базируются на использовании 

преобразования Фурье; 

3) соотношение для расчета импульсной характеристики фильтра, осуществля-

ющего преобразование Гильберта *9, с. 370+ 

)/()/(sin)( nnnh  22 2 ,                                          (15) 

которое справедливо для единичной частоты дискретизации регистрируемого сигна-

ла. Дискретная импульсная характеристика преобразования Гильберта при частоте 

дискретизации, равной единице, представлена на рис. 6. Здесь следует отметить, что в 

ряде случаев для повышения эффективности преобразования Гильберта пытаются 

использовать большее количество коэффициентов. Это не совсем продуктивное ре-

шение, поскольку, эффективность преобразования слабо зависит от количества коэф-

фициентов, если речь идет об обработке нелинейных нестационарных сигналов. 

Результаты модельного эксперимента свидетельствуют, что все три указанные 

выше процедуры имеют одинаковую эффективность при восстановлении квадратур-

ной составляющей для модельного сигнала (11).  

В качестве контрольного сигнала будем использовать синусоидальное колебание 

(11) с частотой несущего колебания 1600 Гц  и частотой дискретизации 32000 Гц. При 

этом вещественная часть сигнала будет выступать в качестве исходных данных для вос-

становления (расчета) квадратурной составляющей. 

Результаты восстановления мнимой части сигнала с использованием функции 

среды MATLAB – hilbert представлены на рис. 7. При этом более темной линией пока-

заны результаты восстановления мнимой части с помощью функции среды MATLAB 

– hilbert, мнимая часть контрольного сигнала показана более светлой линией. Их ана-

лиз свидетельствует, что рассматриваемая функция  устойчиво восстанавливает фраг-

менты сигнала, на которых нет существенных фазовых изменений. При наличии фазо-

вых изменений, обусловленных вариациями начальной фазы или частоты несущего 

колебания, мнимая часть восстановленного сигнала отличается от мнимой части кон-

трольного сигнала.  
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Рис. 6.  Импульсная характеристика преобразования Гильберта 

 

 
Рис. 7. Результаты восстановления квадратурной части контрольного сигнала  

(более темная линия) с помощью преобразования Гильберта 

 

Этот же сигнал восстанавливался с помощью процедур, предложенных автором. В 

основу процедур положены численные методы: нормализация обрабатываемой вы-
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борки, тригонометрические преобразования, обработка с помощью метода наимень-

ших квадратов, отбраковка аномальных измерений, учет априорных данных и т.д. 

В качестве числовой характеристики оценки качества использовалась сумма квад-

ратов невязок восстановленной квадратурной составляющей и ее истинных (эталонных) 

значений.  Для преобразования Гильберта указанная сумма квадратов невязок равна 38. 

У численных процедур, приведенных на рис. 8, сумма квадратов невязок равна 6, что 

существенно лучше. Краевые эффекты у численной процедуры не превышают одного 

периода анализируемого сигнала. При исключении краевого эффекта в начале анали-

зируемого сигнала – выигрыш численных процедур будет еще больше. 

 
Рис. 8.  Результаты восстановления квадратурной части контрольного сигнала  

(более темная линия) с помощью численных методов 

Выводы  

Таким образом, на основе положений кумулянтного анализа (в частности, ку-

мулянтных уравнений, аппарата моментных и кумулянтных скобок) получены явные 

соотношения, устанавливающие связь между высшими моментными и корреляци-

онными функциями совокупностей случайных процессов.  

Исследуемые Гильбертовы процедуры имеют одинаковое качество восстанов-

ления квадратурной составляющей. Эти процедуры устойчиво и качественно реша-

ют рассматриваемую задачу применительно к классу гармонических сигналов (от-

сутствие нелинейных искажений и нестационарности).  

Наличие нелинейных искажений в приемных устройствах или нестационар-

ность относительно хотя бы одного из параметров аналитического сигнала приводят 

к снижению качества восстановления квадратурной составляющей анализируемого 

сигнала. Последнее существенно снижает качество пространственно-временной об-
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работки сигналов. Достоинствами процедур на базе преобразования Фурье – мень-

шие краевые эффекты и отсутствие задержки в получении текущего результата. Не-

достатком является более сложная схема обработки и значительные вычислительные 

затраты. Фильтровую схему преобразования Гильберта характеризуют простота об-

работки и незначительные вычислительные затраты. Недостатками является значи-

тельные краевые эффекты и наличие задержки получения текущего результата, ко-

торые зависят от числа используемых коэффициентов  в фильтре. 

Разработанные численные процедуры восстановления квадратурной составля-

ющей для рассматриваемого класса сигналов обладают более высокой точностью. 

Краевой эффект у численных процедур ограничивается одним периодом сигнала в 

начале обрабатываемого временного ряда. 

Повысить качество восстановления можно за счет: 

- значительного повышения (на порядок и более) частоты дискретизации ана-

лизируемых сигналов; 

- использования преобразования Гильберта – Хуанга; 

- дальнейшее усовершенствование процедур формирования квадратурной со-

ставляющей для других моделей анализируемых сигналов.  

Рассматриваемые вопросы выходят за рамки данной статьи и будут исследова-

ны в дальнейшем. 
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