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ТЕЛЕКОММУНИКАЦИИ

УДК 621.327: 681.5

ТЕХНОЛОГИЯ БЫСТРОЙ
ТРЕХМЕРНОЙ ОБРАБОТКИ
ДИНАМИЧЕСКОГО
ИНФОРМАЦИОННОГО РЕСУРСА
В УСЛОВИЯХ МЕНЯЮЩЕГОСЯ
СЕМАНТИЧЕСКОГО СОДЕРЖАНИЯ

РЯБУХА Ю.Н.

Показывается, что в сфере мониторинга объектов в кри-
зисных ситуациях значительная роль принадлежит комп-
лексам воздушного видеонаблюдения. Объясняется, что
для систем аэромониторинга обеспечение информаци-
онной безопасности связано с выполнением требований
по категориям доступности и целостности. Обосновыва-
ется возникновение проблемных вопросов относительно
обеспечения безопасности динамических видеоинфор-
мационных потоков. Делается вывод относительно необ-
ходимости использования методов с дополнительным
учетом межкадровой структурной избыточности в усло-
виях меняющегося семантического содержания для кад-
ров в видеопотоке. Излагаются основные этапы разра-
ботки технологии трехмерной обработки динамического
видеоинформационного ресурса.

1. Введение
В решении целого комплекса задач в сфере монито-
ринга объектов в кризисных ситуациях значительная
роль принадлежит комплексам воздушного видео-
наблюдения [1; 2]. Информация, которая формирует-
ся на борту  и несет сведения о состоянии объектов
управления и на основе которой будут приниматься
решения, приобретает статус государственного ре-
сурса. Соответственно на первый план выводятся
вопросы обеспечения информационной безопаснос-
ти. В первую очередь для систем аэромониторинга –
это выполнение требований по характеристикам кате-
горий доступности и целостности [3]. При этом важ-
ное место занимают методы и технологии обработки
видеоданных на бортовых комплексах [4; 5]. Однако
возникают проблемные вопросы относительно обес-
печения безопасности видеоинформационных пото-
ков, которые формируются с использованием видео-
камер переднего обзора. Такая информация образует
динамический видеоинформационный ресурс (ДВИР).
Поэтому направление, связанное с обеспечением бе-
зопасности  ДВИР, является актуальной проблемати-
кой научно-прикладных исследований.

Эффективным подходом к решению сформулирован-
ной проблемы является использование обработки ви-
деопотоков без потери целостности на основе трех-
мерных структурных методов обработки [6]. В то же
время требуется дополнительно учитывать межкадро-
вую структурную избыточность в условиях меняю-
щегося семантического содержания для кадров в
видеопотоке. Здесь предлагается использовать метод
обработки, изложенный в статье [7]. Однако предло-
женный метод связан с дополнительными вычисли-
тельными затратами на обработку ДВИР. Данная осо-
бенность может привести к ограничению эффективно-
сти метода обработки в условиях использования бор-
товой вычислительной аппаратуры. В связи с этим
цель исследования заключается в разработке техно-
логии быстрого кодирования ДВИР в условиях меня-
ющегося семантического содержания кадров для бор-
товых комплексов аэромониторинга кризисных ситу-
аций.
2. Разработка конвейерной и параллельной
схем формирования кода-номера для ТДПЧ
По аналогии со схемой параллельного кодирования
ТПЧ получим выражения для расспараллеливания
процесса формирования кодов-номеров для ТДПЧ
[8].
Рассмотрим первый этап распараллеливания (рас-
параллеливание по столбцам). Для этого распишем
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где 
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1j,jR +  – попарно-укрупненный по j-му и j+1-
му столбцам разряд ТПЧ.
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Дальнейшего распараллеливания процесса трехмер-
ной полиадической нумерации можно добиться, если
разработать схему параллельного вычисления разря-

дов 
)cn,стрn(

jR .

Рассмотрим второй этап распараллеливания (рас-
параллеливание  по строкам). В этом случае отдель-

ные разряды ( )cn
jiR  в формуле (2) надо расписать по

формулам:
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По аналогии с предыдущим этапом обозначим сумму

в скобках как )cn(
1i,jiR + . Тогда выражение (3) на следу-

ющем шаге примет вид
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где )cn(
1i,jiR +  – попарно-укрупненный по i-й и i+1-й

строкам разряд ТПЧ.
Дополнительное распараллеливание процесса фор-
мирования кода-номера для параллепипедной струк-
туры организуется за счет параллельного вычисления

кодов-номеров ( )cn
jiR  ji-х вертикалей.

Рассмотрим третий этап распараллеливания (рас-
параллеливание  по сечениям). На этом этапе требует-
ся разработать схему параллельного вычисления ве-

личин ( )cn
jiR . Для этого необходимо представить

выражение в виде попарного укрупнения смежных
разрядов jizd . Для попарного укрупнения (вычисле-
ние диполиадических чисел для вертикалей) разрядов

jizd  ТПЧ примет вид
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По аналогии с предыдущими этапами распараллели-
вания на следующем шаге формула (5) преобразуется
к виду
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где 1z,jizd +  – диполиадическое число, полученное за
счет укрупнения разрядов jizd  для z-го и z+1-го
сечений.
Обобщенная для трех этапов (по трем направлениям)
схема формирования кода-номера νR  выводится на
основе выражения

∑∑ ∑
= = =

∆=δ=
сn

1z

стрn
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стбn

1j

max),z(
ij

)z(
ij

)z(
ij
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где  )z(
ij

δ  – накопленное произведение оснований )z(
ji

s
(основание укрупненного разряда межплоскостного
трехмерного дифференциального полиадического
числа, образованного для 1z − -го сечения по

стpстб nn ×  разрядов, jnстб −  разрядов i-й строки
и inстp −  строк по стбn разрядов).

В этом случае расспараллеливание достигается за
счет одновременного попарного укрупнения разря-
дов jizd  ТПЧ по всем вертикалям.

Таким образом, получены системы выражений, обес-
печивающих распараллеливание процесса трехмер-
ного дифференциального полиадического кодирова-
ния данных на следующих этапах.
3. Оценка характеристик процесса сжатия
данных разработанным методом
Основными характеристиками процесса сжатия явля-
ются количество операций на кодирование, коэффи-
циент сжатия и величина показателя погрешности
сжатия. Поскольку для разработанного метода по-
грешности отсутствуют, то рассмотрим первые две
характеристики.
Оценка коэффициента сжатия для разработанно-
го метода кодирования.
В соответствии с формулой (2) максимальное количе-

ство разрядов )3(
max,dW , отводимых на представление

кода-номера νR  параллелепипедной структуры дан-
ных, равно
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Тогда минимальное значение )3(
min,dk  коэффициента

сжатия для разработанного метода относительно ис-
ходного представления находится по формуле

1)1s(og

bnnn
k

стбn

1j

стрn

1i

cn

1z
jiz2

cстрстб)3(
min,d

+−

=

∏ ∏ ∏
= = =



,          (8)

где b  – количество разрядов, затрачиваемых на пред-

ставление одного элемента jizd  параллелепипедной
структуры.

С учетом формулы (8) дополнительное значение dk
коэффициента сжатия за счет перехода от ТПЧ к
ТДПЧ равно
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Из анализа выражения (9) следует, что значение dk
будет тем больше, чем меньше основания ТДПЧ
относительно оснований ТПЧ:

jizjizs ψ< .                      (10)

При этом дополнительное повышение величины dk
достигается за счет выбора минимума из двух значе-
ний νν max,min, R,R .

4. Выводы
1. Разработана технология трехмерной обработки
ДВИР, базирующаяся на системе выражений, обеспе-
чивающих распараллеливание процесса трехмерного
дифференциального структурного кодирования дан-
ных на следующих этапах:

– параллельное вычисление кодового значения νR  за
счет последовательного попарного укрупнения (по-
лучение диполиадических чисел по столбцам) разря-

дов 
)cn,стрn(

jR  по столбцам;

– параллельное вычисление кодового значения
)cn,стрn(

jR  для j-й строки за счет последовательного

попарного укрупнения (получение диполиадических

чисел по строкам) разрядов )cn(
jiR  по строкам;

– распараллеливание для формирования кодового зна-

чения )cn(
jiR  вертикалей на основе параллельного

попарного укрупнения разрядов jizd  ТДПЧ;

– расспараллеливание за счет одновременного по-

парного укрупнения разрядов jizd  ТДПЧ по всем
вертикалям.
2. Экспериментальная оценка степени компактного
представления изображений на основе разработанно-
го метода показала, что значения коэффициентов ин-
формационной плотности в среднем изменяются в
пределах от 3 до 10 раз в зависимости от степени
насыщенности их мелкими деталями и от величины
изменения семантического содержания между кадра-
ми в последовательности.
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СИСТЕМЫ И
ПРОЦЕССЫ
УПРАВЛЕНИЯ
УДК 519.85

PHI-ФУНКЦИИ ДЛЯ ЭЛЛИПСОВ,
АППРОКСИМИРОВАННЫХ ДУГАМИ
ОКРУЖНОСТЕЙ

ПАНКРАТОВ А.В.

Рассматривается задача оптимальной упаковки аппрок-
симированных дунами окружностей эллипсов, допуска-
ющих непрерывные вращения. Для аналитического опи-
сания основных ограничений размещения предлагаются
свободные от радикалов phi-функции, имеющие суще-
ственно более простую форму записи и меньшую вычис-
лительную сложность, чем известные аналоги.

Ключевые слова: раскрой и упаковка, эллипсы, аппрок-
симация, phi-функция.

Key words: cutting and packing, ellipses, approximation,   phi-
function.

Введение
Задачи упаковки и раскроя, называемые также за-
дачами оптимального размещения [1–2],  относятся
к классу NP-сложных задач [3] и являются частью
теории исследования операций и вычислительной
геометрии. Задачи размещения имеют широкий
спектр научных и практических применений, в том
числе в современной биологии, минералогии, ме-
дицине, материаловедении, нанотехнологии, робо-
тотехнике, системах распознавания образов, в хи-
мической промышленности, машиностроении, стро-
ительстве и т.д.
Предметом данного исследования является задача
упаковки набора эллипсов iE


, ni {1,2,...,n} I∈ =  в

прямоугольник 2{(x, y) R : 0 x l,0 y w}Ω = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤  с
переменными длиной l  и шириной w. Каждый эл-

липс iE


 задан  парой чисел ia  и ib  – длиной

большой и малой полуосей ia  и ib . Полагаем, что

начало собственной системы координат эллипса iE


совпадает с его центром симметрии.  Положение
эллипса iE


 характеризуется вектором трансляции

i i(x , y )  и углом поворота иi.

Задача упаковки эллипсов. Необходимо разместить
множество эллипсов i i i iE (x , y , )θ


, ni I∈ , в контейне-

ре Ω  так, чтобы площадь F l w= ⋅  была минималь-
ной.

1. Исследование состояния проблемы
Обзор публикаций [4–5] по этой тематике дает возмож-
ность сделать вывод о том, что только в работе  [6]
излагается метод решения задачи упаковки истинных
эллипсов (без аппроксимаций), допускающих враще-
ния, с использованием современных NLP solvers, дос-
тупных в GAMS. В этой статье приводится  подробный
обзор литературы, посвященный задачам упаковки эл-
липсов. Для построения условия непересечения неори-
ентированных эллипсов авторы используют идею разде-
ляющей прямой,  предложенную ранее в работе [7] для
моделирования отношений непересечения кругов и вы-
пуклых многоугольников. В [6] получено глобальное
решение для небольшого числа эллипсов (n≤ 4). Одна-
ко при n>14 авторам не удалось получить допустимого
решения. В этой связи авторы предложили эвристичес-
кий polylithic-алгоритм для размещения большего числа
эллипсов ( n 100≤ ) в прямоугольной области.

Подход, основанный на описании отношений непере-
сечения между эллипсами при помощи свободных от
радикалов квази-phi-функций, предложен в [8] и ре-
ализован в [9]. В результате удалось представить
задачу оптимальной упаковки эллипсов в виде задачи
нелинейного программирования и получить локаль-
но-оптимальные решения при n 120≤ , улучшив ре-
зультаты по времени и значению функции цели для
многих примеров ( 5 n 100≤ ≤ ), приведенных в [6].
Однако подходы, предложенные в [6] и [9], являются
довольно ресурсоемкими, причем время решения
растет экспоненциально с ростом числа размещае-
мых эллипсов.
В работах [10, 11] предложено использовать свобод-
ные от радикалов phi-функции, приведенные в  [12],
при моделировании отношений для эллипсов, аппрок-
симированных дугами окружностей. Проведенные
вычислительные эксперименты показали, что прибли-
женное решение  получается за значительно меньшее
количество времени, чем требуется для получения
точного решения, и при этом незначительно отличает-
ся в худшую сторону от точного решения по значению
функции цели. Помимо того, что полученное за ра-
зумное время достаточно хорошее приближенное ре-
шение задачи упаковки эллипсов представляет само-
стоятельный практический интерес, оно может быть
также использовано в качестве допустимой стартовой
точки для локальной оптимизации. Комбинированный
подход позволяет получать локально-оптимальные ре-
шения за меньшее количество времени, чем примене-
ние «чистых» методов локальной оптимизации [13].
Для решения задачи упаковки эллипсов в [13] ис-
пользована универсальная методология, предложен-
ная для задач оптимального размещения двумерных
геометрических объектов. В соответствии с указан-
ной методологией размещаемые объекты представля-
ются в виде объединения объектов четырех видов  из
класса ℑ  базовых объектов. Всего в класс ℑ  входят
объекты четырех типов – выпуклый многоугольник K ,
сегмент круга D , «шапочка» H  и «рог» V . В [10]
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доказано, что произвольный ограниченный объект,
граница которого сформирована отрезками прямых и
дугами окружностей, может быть представлен в виде
объединения базовых объектов. Для удобства исполь-
зуются также вспомогательный объект круг C  (кото-
рый может быть представлен в виде объединения двух
сегментов). Для моделирования неограниченных объек-
тов используется также полуплоскость P . Геометри-
ческие отношения между каждой парой объектов опи-
сываются посредством зависящей от параметров раз-
мещения phi-функции, которая представляет собой
минимум phi-функций для всех пар базовых объектов,
формирующих исходные.
Разработанный на основе теории phi-функций генера-
тор пространства решений задачи позволяет свести
решение произвольной задачи размещения двумерных
геометрических объектов к решению последователь-
ности задач нелинейного программирования.
Изложенный универсальный подход прекрасно себя за-
рекомендовал на решении ряда тестовых задач. Однако
платой за универсальность является повышенный расход
вычислительных ресурсов. В этой связи остается актуаль-
ной разработка специализированных phi-функций для
имеющих особую практическую значимость классов
объектов в целях снижения вычислительных затрат. Раз-
работке phi-функций для одного из таких классов объек-
тов, эллипсов и посвящена данная работа.
2. Phi-функции для аппроксимированных дугами
окружностей эллипсов

Пусть имеется эллипс E
 , заданный большой полуосью

a  и малой полуосью b  с переменными параметрами
размещения u (x, y, )= θ . Построим на границе эллипса
точки 1v , 2v , 3v  и 4v  (рис. 1,а) с координатами

 1v ( b r d,a r),′ ′= − −  2v (b r d,a r),′ ′= +

3v ( b r d, a r),′ ′= − − −  4v (b r d, a r),′ ′= + −

где r a d= − , 
2 2(a b)(a b a b )d

2a
− + + +

= ,

 2 2

aa
a b

′ =
+

, 2 2

bb
a b

′ =
+

.

Построим внешнюю аппроксимацию эллипса E
  объек-

том минимальной площади, ограниченным дугами ок-
ружностей с вершинами в точках 1v , 2v , 3v , 4v  [13].

При этом меньшие дуги принадлежат  окружностям 1C

и 2C  радиуса r a d= −  с центрами в точках ( t,0) , а

большие – окружностям 3C  и 4C  радиуса  
aR b d
b

= +

с центрами в точках 
a(0, d)
b

  (рис. 1,б).

В соответствии с реализованным универсальным под-
ходом к решению задач размещения  аппроксимиро-

ванный объект E  представляется в виде объединения
пяти базовых объектов (рис. 1,в):

1 2 1 2E C C D D K=     .                   (1)

а

б

в

Рис. 1. Функции для аппроксимированных эллипсов: а–
эллипс со вспомогательными точками на границе; б –

аппроксимация эллипса дугами; в – представление
аппроксимированного эллипса в виде объединения

базовых объектов
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С учетом (1) phi-функция для объекта E  и полуплос-
кости P  имеет вид

{ }1 2 1 2C P C P D P D PEP K Pmin , , , , .Φ = Φ Φ Φ Φ Φ          (2)

Функция, используемая для формализации условия
принадлежности аппроксимированного эллипса пря-
моугольному контейнеру, описывается минимумом
из четырех функций вида (2).

Для эллипсов iE  и jE  приближенная phi-функция
определяется в виде

{ }i j i j i j i ji j i j
1 2 1 2C E C E D E D EE E K Emin , , , , ,Φ = Φ Φ Φ Φ Φ     (3)

где { }j j j jj j
1 2 1 2TC TC TD TDTE TKmin , , , ,Φ = Φ Φ Φ Φ Φ ,

i i i i i
1 2 1 2T {C ,C ,D ,D ,K }∈ℑ = .

Для дальнейшего использования выражения (2) и (3)
необходимо преобразовать к эквивалентному виду

i
i ijj 1,...,ni 1,...,m i 1,...,m

max f max min f
== =

Φ = = .               (4)

Из исследования построенных в настоящее время phi-
функций и полученных в [11] оценок числа вершин
дерева решения задачи размещения следует, что для
выражения (2), преобразованного к форме представ-
ления (4), m 4= , минимальное из in  равно 8, макси-
мальное – 12, а в выражении вида (4), эквивалентного
выражению (3), m 3.6926650668859E17≈ , минималь-
ное из in  равно 62, а максимальное – 124. При этом
следует отметить, что большинство из неравенств

if 0≥  из выражения (4) описывает пустые множества.

Предлагается phi-функция объекта E  и полуплоскос-
ти P  в виде максимума трех функций

 3 4C P C PEP LPmax{ , , }Φ = Φ Φ Φ ,               (5)

где 1 2 EPC P C P C PLP min{ , , }Φ = Φ Φ Φ , 1 2 EPL C C C=   ,
E L⊂ , 1C , 2C , 3C  и 4C  – круги, содержащие дуги,

EPC  – круг радиуса

pr r b d′= +                              (6)

с центром в точке O  (рис. 2).

а б   в

Рис. 2. Варианты взаимного размещения плоскости и

эллипса: а – LP 0Φ ≥ ; б – 3C P 0Φ ≥ ; в – 4C P 0Φ ≥

Круг EPC  по способу построения содержит большие
дуги и может касаться линии, ограничивающей полу-
плоскость Р одновременно с одной из точек 1v , 2v ,

3v  или 4v .

Построенная функция (5) имеет вид (4), для нее m 3= ,

ii 1,2,3
min n 1
=

= , ii 1,2,3
max n 3
=

= .

Phi-функция объекта E  и круга C  радиуса R   стро-
ится подобным образом (рис. 3):

3 4C C C CEC MCmax{ , , }Φ = Φ Φ Φ ,              (7)

где

EC1 2 C CC C C CMC min{ , , }Φ = Φ Φ Φ ,             (8)

1 2 CPM C C C=   , E M⊂ , 1C , 2C , 3C  и 4C  – круги,
содержащие дуги (см. рис 1,б), ECC  – круг радиуса

2
R 1 p 1r (R+r )(R+2r -r )+d R= −  с центром в точке O

(см. рис. 3), где величина pr  определяется выражени-

ем (6). Круг ECC  по способу построения содержит
большие дуги и может касаться окружности C   одно-
временно с одной из точек 1v , 2v , 3v  или 4v . Полу-
ченная функция имеет вид (4), при этом m 3= ,

ii 1,2,3
min n 1
=

= , ii 1,2,3
max n 3
=

= .

а б      в

Рис. 3. Варианты взаимного размещения круга и
эллипса: а – MC 0Φ ≥ ; б – 3C C 0Φ ≥ ; в – 4C C 0Φ ≥

Phi-функцию двух аппроксимированных эллипсов
iE  и jE  предлагается строить как максимум из пяти

функций (рис. 4):
ji ji i j i ji j i j
3 34 4E C E C C M C ME E N Nmax{ , , , , f }Φ = Φ Φ Φ Φ ,     (9)

где 
ji ji
3 4E C E C,Φ Φ  – функции вида (7); 

i j i j
3 4C M C M,Φ Φ  –

функции вида (8),
j ji ij i j ii j

1 2 1 2M C M CM C M CN N ijf min{ , , , , f }= Φ Φ Φ Φ ,     (10)
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j ji ij i j i
1 2 1 2M C M CM C M C, , ,Φ Φ Φ Φ  – функции вида (8), построен-

ные для объектов i jM (M )  и кругов j j
1 2C ,C , i i

1 2(C ,C ) ,

( ) ( )2 2ij
i i j j i i i j j jd a d a d r b d r b d′ ′ ′ ′= − + + + + .

      а     б              в

            г д

Рис. 4. Варианты взаимного размещения двух эллипсов:

а –
ji
3E C 0Φ ≥ ; б – 

ji
4E C 0Φ ≥ ; в – 

ji
3E C 0Φ ≥ ; г – 

ji
4E C 0Φ ≥ ,

д – 
i jN Nf 0≥

Функция (10) может быть оптимизирована и перепи-
сана как

j j j j j j ji i i i i i ii j
1 1 2 2 1 2 EcEc Ec1 2 1 2 1

j i
Ec2

C C C C C C C C C C C C C CN N

C C ij

f min{ , , , , , , ,

, f }.

= Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

Φ

Функция (9) после преобразования к виду (4) записы-
вается следующим образом:

j ji ij ji i i ji j
3 43 43 3 34 4

j i j ii j i j
34 4

C C C CC C C C C ME E

C M C MC M N N

max{ , , , , ,

, , ,f }

Φ = Φ Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ
    (11)

Соответственно, m 3= , ii 1,2,3
min n 1
=

= , ii 1,2,3
max n 9
=

= , причем

максимальное значение достигается для единствен-

ной функции 
i jN Nf , для остальных функций количе-

ство неравенств под знаком минимума не превышает
трех.

Выводы
Предложенный вариант phi-функций для эллипсов,
аппроксимированных дугами окружностей, имеет
намного более простую форму записи и требует мень-
ших вычислительных затрат, чем вариант phi-функ-
ций, формируемый в рамках универсального подхо-
да.
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УДК 517.977.56

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО
УПРАВЛЕНИЯ НАГРЕВОМ
ОДНОРОДНОЙ ПЛАСТИНЫ

ГИБКИНА Н.В., МАРТЫНЕНКО М.С.,
СИДОРОВ М.В.

Рассматривается одна из возможных постановок задач
оптимального управления нагревом однородной пласти-
ны. Под оптимальным управлением понимается такой
режим нагрева сторон пластины, при котором в конеч-
ный момент времени в пластине устанавливается темпе-
ратурный режим, наиболее близкий (в смысле средне-
квадратической метрики) к желаемому распределению
температур.

Введение
Актуальность исследования. Математическое моде-
лирование процессов распространения тепла и диф-
фузии является одной из важнейших задач при описа-
нии многих технических и производственных процес-
сов, а также при изучении целого ряда естественнона-
учных проблем. Формально эти процессы могут быть
описаны дифференциальными уравнениями с частны-
ми производными параболического типа, т.е. так на-
зываемыми уравнениями теплопроводности. С помо-
щью математических моделей теплопроводности мо-
гут быть исследованы процессы нагрева материалов
во время их обработки, процессы диффузии, связан-
ные с набуханием, увлажнением, экстрагированием,
а также процессы сушки, адсорбции, кристаллизации
и комбинированной термической и тепло-диффузион-
ной обработки, в частности обработки полимеров,
вулканизации резинотехнических изделий и др. [1,
14]. Эффективная организация технологических про-
цессов, при реализации которых происходит распро-
странение тепла, непосредственно связана с опреде-
лением наилучших  режимов протекания этих процес-
сов. Решение данной задачи направлено на улучше-
ние организации процесса производства, снижение
уровня энергетических и материальных затрат, повы-
шение качества выпускаемой продукции. Математи-
чески принятие решения о том, какое из возможных
управлений является наилучшим, определяется зна-
чением функционала специального вида, структура
которого зависит от целей управления. В большинстве
случаев для описания процессов теплопроводности
приходится использовать многомерные модели, что
объясняется сложностью и разнообразием реальных
объектов и рассматриваемых технологических про-
цессов.
Таким образом, формальное представление разнооб-
разных способов управления процессами распрост-
ранения тепла, дальнейшее исследование и усовер-
шенствование существующих методов оптимального
управления данными процессами, а также разработка
новых методов решения этой задачи является актуаль-

ной научной проблемой. Результаты данной работы
распространяются на двумерный случай [12].
Задачи оптимального управления процессами рас-
пространения тепла решаются в основном с использо-
ванием сеточных методов в сочетании с методами
оптимизации (например, методы проекции градиента
и условного градиента) [3, 4, 8], а также методов,
основанных на разложении в ряды Фурье [1, 2, 6].
Обоснование задач оптимального управления, в кото-
рых модель системы описывается начально-краевой
задачей для параболического уравнения, проведено в
[5, 11].
Одной из основных трудностей, связанных с решени-
ем задач оптимального управления, является слож-
ность как самой математической модели, так и реали-
зации соответствующих математических методов, что,
в свою очередь, приводит к невозможности получе-
ния результатов, удобных для дальнейшего практи-
ческого использования. Глубокие исследования за-
дач оптимального управления процессами теплопере-
носа в настоящее время стали возможными во мно-
гом благодаря применению ЭВМ, которые позволяют
численно решать задачи оптимизации и находить при-
ближенные выражения для оптимальных управлений.
Цель и задачи исследования. Целью настоящего ис-
следования является разработка математических ме-
тодов оптимального управления нагревом сторон од-
нородной пластины для установления в конечный
момент времени в ней такого температурного режима,
который будет как можно более близким к желаемо-
му распределению температур.
Для достижения поставленной цели необходимо ре-
шить следующие задачи:
– сформулировать задачу оптимального управле-
ния процессом теплопроводности в однородной
пластине;
– используя метод Фурье, получить решение задачи
теплопроводности в однородной пластине (без внут-
ренних источников тепла) при заданных краевых и
начальном условиях;
– выбрать управляющие воздействия в виде отрезка
двойного ряда Фурье;
– провести вычислительные эксперименты для раз-
ных параметров процесса оптимального управления
нагревом нижней стороны однородной пластины в
целях установления в конечный момент времени в
этой пластине такой температуры, которая будет как
можно более близкой к желаемому распределению
температур.
1. Постановка задачи

Рассмотрим однородную пластину 0 x a≤ ≤ , 0 y b≤ ≤
(внутренние источники тепла отсутствуют) с задан-
ным температурным режимом на ее сторонах. Через
u u(x, y, t)=  обозначим температуру пластины в точке
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(x, y)  в момент времени t . Пусть (x, y)ϕ , 0 x a≤ ≤ ,

0 y b≤ ≤  – распределение температуры в пластине в
начальный момент времени t 0= . Требуется так уп-
равлять температурой на сторонах пластины при
t [0,T)∈ , чтобы к некоторому моменту времени T 0>
распределение температуры в пластине стало как мож-
но более близким к заданному распределению темпе-
ратур z(x, y) , 0 x a≤ ≤ , 0 y b≤ ≤ .

Процесс распространения тепла в однородной пласти-
не [0,a] [0,b]Ω = ×  описывается двумерным уравне-
нием теплопроводности:

     
2 2

2
2 2

u u uk
t x y

 ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 

, (x, y)∈Ω ,  t 0> (1)

при начальном

              t 0
u (x, y)

=
= ϕ , (x, y)∈Ω (2)

и краевых условиях:

      1x 0
u (y, t)

=
= ν , 2x a

u (y, t)
=
= ν , t 0≥ , (3)

      1y 0
u (x, t)

=
= µ , 2y b

u (x, t)
=
= µ , t 0≥ , (4)

где 2k , a , b  – заданные положительные константы;
(x, y)ϕ  – заданная функция из 2L ( )Ω .

Предполагаем, что выполнено условие согласования:

1(y,0) (0, y)ν = ϕ , 2 (y,0) (a, y)ν = ϕ ,

1(x,0) (x,0)µ = ϕ , 2 (x,0) (x,b)µ = ϕ .

Известно [10], что при выполнении этих условий
существует единственное классическое решение за-
дачи (1)-(4).
Формальная постановка задачи оптимального управ-
ления нагревом однородной пластины в целях выве-
дения её температуры в конечный момент времени на
заданный температурный режим  заключается в сле-
дующем: необходимо минимизировать функционал

2

2

L ( )
J( , ) u(x, y,T; , ) z(x, y)

Ω
= − =μ μν ν

( )2u(x, y,T; , ) z(x,y) dxdy
Ω

= −∫∫ μν (5)

при условии, что u u(x, y, t) u(x, y, t; , )= = μν  является
решением начально-краевой задачи (1)-(4).

Предполагается, что 1 2( (y, t), (y, t))= ν νν ,

1 2( (x, t), (x, t))= µ µμ  – управления, принадлежащие
множеству

y y x x
2 T 2 T 2 T 2 T{ L (Q ) L (Q ), L (Q ) L (Q ),Μ = ∈ × ∈ ×μν

min max
1 1 1(y, t)ν ≤ ν ≤ ν , min max

2 2 2(y, t)ν ≤ ν ≤ ν

почти всюду на y
TQ ,

min max
1 1 1(x, t)µ ≤ µ ≤ µ , min max

2 2 2(x, t)µ ≤ µ ≤ µ

почти всюду на x
TQ } , (6)

где
x
TQ (0,a) (0,T)= × , y

TQ (0, b) (0,T)= × ;

min max
1 1ν < ν , min max

2 2ν < ν , min max
1 1µ < µ , min max

2 2µ < µ .

На управления ν , μ  можно накладывать и другие
ограничения, аналогичные рассмотренным в [1, 11]
для одномерного случая.
Исследование разрешимости задачи (1)-(6) прово-
дится аналогично одномерному случаю, рассмотрен-
ному в [4].
2. Построение оптимального управления
На первом этапе необходимо получить решение зада-
чи (1)-(4) методом Фурье. Для этого сделаем замену

u(x, y, t) w(x, y, t) v(x, y, t)= + , (7)

где v(x, y, t)  – новая неизвестная функция, а

w(x, y, t) =

1
(a x)(b y)x xy(b y) xy(a x) (a x)(b y)y

= ×
− − + − + − + − −

[ 1 2(a x)(b y)x (x, t) xy(b y) (y, t)× − − µ + − ν +

]2 1xy(a x) (x, t) (a x)(b y)y (y, t)+ − µ + − − ν . (8)

Функция w(x, y, t)  выбрана так, чтобы удовлетворять
неоднородным краевым условиям (3), (4).

Тогда функция v(x, y, t)  будет решением начально-
краевой задачи с однородными краевыми условиями:

2 2
2

2 2

v v vk f (x, y, t)
t x y

 ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ 

, (x, y)∈Ω , t 0> ,(9)

t 0
v (x, y)

=
= ψ , (x, y)∈Ω ,                (10)

x 0
v 0

=
= , x a

v 0
=
= , t 0≥ ,               (11)

y 0
v 0

=
= , y b

v 0
=
= , t 0≥ ,               (12)

где

2 2
2

2 2

w w wf (x, y, t) k
tx y

 ∂ ∂ ∂
= + −  ∂∂ ∂ 

,               (13)

(x, y) (x, y) w(x, y,0)ψ = ϕ − .                (14)
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Собственные значения задачи (9)-(12) есть [7]
2 2

2
nm

n m
a b

    λ = π +    
     

, n, m 1, 2, ...= , а соответству-

ющие им собственные функции nm (x)Φ  имеют вид
[7]:

nm
nx my(x, y) sin sin
a b
π π

Φ = , n, m 1, 2, ...= .

Заметим, что 
2

2
nm L ( )

ab
4Ω

Φ = .

Решение задачи (9)-(12) будем искать в виде ряда:

nn nm
n,m 1

v(x, y, t) T (t) (x, y)
∞

=

= Φ∑ . (15)

Подставив ряд (15) в уравнение (9) и начальное
условие (10), получим, что функции nmT (t) ,
n, m 1, 2, ...= , являются решением задач Коши

2
nm nm nm nmT (t) k T (t) f (t)′ + λ = ,

nm nmT (0) = ψ ,

где

( )
2

2

nm L ( )
nm 2

nm L ( )

,
Ω

Ω

ψ Φ
ψ =

Φ , (16)

( )
2

2

nm L ( )
nm 2

nm L ( )

f ,
f (t) Ω

Ω

Φ
=

Φ , (17)

и имеют вид:

2 2
nm nm

t
k t k (t )

nm nm nm
0

T (t) e f ( )e d−λ −λ −τ= ψ + τ τ∫ , (18)

где n, m 1, 2, ...=

С учетом (7), (15) и (18) решение задачи (1)-(4) имеет
вид:

2
nmk t

nm nm
n,m 1

u(x, y, t) w(x, y, t) e (x, y)
∞

−λ

=

= + ψ Φ +∑

2
nm

t
k ( t )

nm nm
n,m 1 0

f ( ) e d (x, y)
∞

−λ −τ

=

+ τ τ ⋅Φ∑ ∫ . (19)

Для упрощения дальнейших выкладок положим, что

1(y, t) 0ν = , 2 (y, t) 0ν = , 2 (x, t) 0µ = . Тогда процесс
нагрева сторон пластины сводится к нагреву только
одной из ее сторон (а именно, нижней стороны). При
этом функцию w(x, y, t)  можно взять в виде:

1w(x, y, t) g(x, y) (x, t)= µ ,

где (a x)(b y)xg(x, y)
y (a x)(b y)x

− −
=

+ − −
.

Будем считать, что функция z(x, y)  удовлетворяет
условиям:

z(0, y) z(a, y) z(x,b) 0= = = .

Аппроксимацию функции 1(x, t)µ  будем искать в
виде

r

1 j j
j 1

(x, t) q Q (x, t)
=

µ = ∑ , (20)

где j{Q }  – система базисных функций в x
2 TL (Q ) .

При этом
r

j j
j 1

(x, y) (x, y) q g(x, y)Q (x,0)
=

ψ = ϕ −∑ ,

f (x, y, t) =

( )
r

j2
j j

j 1

Q (x, t)
q k g(x, y) Q (x, t) g(x, y)

t=

∂ 
= ∆ ⋅ − = ∂ 
∑

2r
j j j2

j j 2
j 1

Q Q Qgq k Q g g 2 g
x x tx=

  ∂ ∂ ∂∂
= ∆ + + −   ∂ ∂ ∂∂   
∑ .

Тогда с учетом (16), (17) получим

r
( j)

nm nm j nm
j 1

q
=

ψ = ϕ − Ψ∑ , n, m 1, 2, ...= , (21)

r
( j)

nm j nm
j 1

f (t) q F (t)
=

= ∑ , n, m 1, 2, ...= , (22)

где

nm nm
4 (x, y) (x, y)dxdy
ab Ω

ϕ = ϕ Φ∫∫ ,

( j)
nm j nmg(x, y)Q (x,0) (x, y)dxdy

Ω

Ψ = Φ∫∫ ,

( j)
nmF (t) =

22
j j

j nm2

Q Q4k gQ g g 2 (x, y)dxdy
ab x xxΩ

 ∂ ∂∂
= ∆ + + Φ −  ∂ ∂∂ 

∫∫

j
nm

Q4 g (x, y)dxdy
ab tΩ

∂
− Φ

∂∫∫ .

Подставив (21)-(22) в (19), получим

2
nmk t

nm nm
n,m 1

u(x, y, t) e (x, y)
∞

−λ

=

= ϕ Φ +∑
r

j j
j 1

q g(x, y)Q (x, t)
=

+ +∑ (23)

2 2
nm nm

t
k k t( j) ( j)

nm nm nm
n,m 1 0

F ( )e d e (x, y)
∞

λ τ −λ

=

 
+ τ τ −Ψ Φ  

  
∑ ∫ .
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При t T=  выражение (23) принимает вид:

r

j j
j 1

u(x, y,T) A(x, y) q B (x, y)
=

= +∑ , (24)

где

2
nmk T

nm nm
n,m 1

A(x, y) e (x, y)
∞

−λ

=

= ϕ Φ∑ ,

j jB (x, y) g(x, y)Q (x,T)= +

2 2
nm nm

T
k k T( j) ( j)

nm nm nm
n,m 1 0

F ( )e d e (x, y)
∞

λ τ −λ

=

 
+ τ τ −Ψ Φ 

 
∑ ∫ .

С учетом выражения (24) задача (5)-(6) оптимального
управления нагревом однородной пластины в целях
установления в ней в конечный момент времени тем-
пературы, как можно более близкой к заданному
температурному режиму z(x, y) , сводится к задаче
оптимизации:

2
r

j j
j 1

J( , ) A(x, y) q B (x, y) z(x,y) dxdy
=Ω

 
= + − = 

 
∑∫∫μν

j

r r r r
2
j j j i ji j j q , j 1,rj 1 j 1 i j 1 j 1

q q q q min
== = = + =

= δ + γ + σ +η→∑ ∑∑ ∑ , (25)

где

2
j jB dxdy

Ω

δ = ∫∫ , j 1, r= ,

ji j i2 B B dxdy
Ω

γ = ∫∫ , j 1, r= , i j 1, r= + ,

j j2 (A(x, y) z(x, y))B dxdy
Ω

σ = −∫∫ , j 1, r= ,

2(A(x, y) z(x, y)) dxdy
Ω

η = −∫∫ .

Задачу оптимизации (25) нужно дополнить ограниче-
ниями на управление (6) или другими [1, 11].
3. Вычислительный эксперимент
Будем считать, что начальное распределение темпера-
тур в пластине (x, y) 0ϕ = .

Управление 1(x, t)µ  будем искать в виде отрезка
двойного ряда Фурье:

L
(1)

1 ij
i j 0

ix jt(x, t) q cos cos
a T+ =

π πµ = +


∑

(2) (3)
ij ij

ix jt ix jtq sin cos q cos sin
a T a T
π π π π

+ + +

(4)
ij

ix jtq sin sin
a T
π π + 


.

На управление 1(x, t)µ  накладываются следующие
ограничения:

1(0, t) 0µ = , 1(a, t) 0µ = ,

1(x,0) 0µ =  почти всюду на [0, a] ,

10 (x, t) 30≤ µ ≤ , t (0,a) (0,T]∈ × .

Вычислительный эксперимент в задаче оптимального
управления (5)-(6) был проведен при следующих
значениях параметров: 1a = , b 1= , 1T = , k 1= .

Выражение 1(x, t)µ  аппроксимировалось отрезками
двойного ряда Фурье при L 1= , L 2= , L 3= . При
L 1=  функция нагрева 1(x, t)µ  строилась в виде:

1(x, t)µ = (26)

(1) (1) (3) (1) (2)
00 01 01 10 10q q cos t q sin t q cos x q sin x= + π + π + π + π ,

при L 2=  – в виде:

1(x, t)µ = (27)

(1) (1) (3) (1) (2)
00 01 01 10 10q q cos t q sin t q cos x q sin x= + π + π + π + π +

(1) (3) (1) (2)
02 02 20 20q cos 2 t q sin 2 t q cos 2 x q sin 2 x+ π + π + π + π +

(1) (2)
11 11q cos x cos t q sin x cos t+ π π + π π +

(3) (4)
11 11q cos x sin t q sin x sin t+ π π + π π ,

а при L 3=  – в виде:

1(x, t)µ = (28)

(1) (1) (3) (1) (2)
00 01 01 10 10cos t sinq q q q qt cos x sin xπ π= + + + +π π +

(1) (3) (1) (2)
02 02 20 20cos 2 t sin 2 t cos 2 x sq q q q in 2 x+ + +π + π π π +

(1) (3) (1) (2)
03 03 30 30q q sin 3 t q cos3 x q sincos3 3 xt+ + π + π + ππ +

(1) (
1

2)
1 11q cos x cos t sin x cos tq+ +π π π π +

(3) (4)
11 11q cos x sin t q sin x sin t+ π π + π π +

(1) (2)
12 12q cos x cos 2 t q sin x cos 2 t+ π π + π π +

(3) (4)
12 12q cos x sin 2 t q sin x sin 2 t+ π π + π π +

(1) (2)
21 21q cos 2 x cos t q sin 2 x cos t+ π π + π π +

(3) (4)
21 21q cos 2 x sin t q sin 2 x sin t+ π π + π π .

Случай 1. Желаемое распределение температур в конеч-
ный момент времени T 1=  имеет вид:
z(x, y) xy(1 x)(1 y)= − − . График функции z(x, y)  приве-
ден на рис. 1. Для оптимальной функции нагрева в виде
(26) качество оптимизации оценивается значениями
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1
C( )

u(x,T) y(x) 10 0,62
Ω

−⋅− = ,

2

1
L ( )

u(x,T) y(x)  0,33 10−
Ω

− = ⋅ ,

в виде (27) – значениями
2

C( )
u(x,T) y(x) 10 0,51

Ω
−⋅− = ,

2L ( )
2u(x, 0T) y(x ,27 0)  1 −

Ω
⋅− = ,

а в виде (28) – значениями
2

C( )
u(x,T) y(x) 10 0,16

Ω
−⋅− = ,

2L ( )
3u(x, 0T) y(x ,89 0)  1 −

Ω
⋅− = .

Результат сравнения желаемой и фактической темпе-
ратур в пластине в конечный момент времени T 1=
для случая, когда оптимальное управление ищется в
виде (27), приведен на рис. 2.

Рис. 1. График функции z(x, y) xy(1 x)(1 y)= − −

Рис. 2. График разности u(x, y,T) z(x, y)−

На рис. 3 приведен график оптимального выражения
для функции 1(x, t)µ  нагрева нижней стороны пласти-
ны вида (27) при t [0,1]∈ . Графики этой функции при
разных фиксированных значениях t  из отрезка [0,1]
приведены на рис. 4.

Рис. 3. График функции 1(x, t)µ  оптимального
управления нагревом нижней стороны пластины вида

(27)

Рис. 4. Графики функций 1 k(x, t )µ  вида (27) в разные

моменты времени kt [0,1]∈

Случай 2. Желаемое распределение температур в ко-
нечный момент времени T 1=  имеет вид:
z(x, y) x(1 x)(1 y)= − − . График функции z(x, y)  при-
веден на рис. 5. Для оптимальной функции нагрева в
виде (26) качество оптимизации оценивается значени-
ями

1
C( )

u(x,T) y(x) 10 0,79
Ω

−⋅− = ,

2

1
L ( )

u(x,T) y(x)  0,42 10−
Ω

− = ⋅ ,

а в виде (27) – значениями
2

C( )
u(x,T) y(x) 10 0,87

Ω
−⋅− = ,

2L ( )
2u(x, 0T) y(x ,58 0)  1 −

Ω
⋅− = ,

а в виде (28) – значениями
2

C( )
u(x,T) y(x) 10 0,17

Ω
−⋅− = ,

2L ( )
2u(x, 0T) y(x ,49 0)  1 −

Ω
⋅− = .
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Результат сравнения желаемой и фактической темпе-
ратур в пластине в конечный момент времени T 1=
для случая, когда оптимальное управление ищется в
виде (27), приведен на рис. 6.

Рис. 5. График функции z(x, y) x(1 x)(1 y)= − −

Рис. 6. График разности u(x, y,T) z(x, y)−

На рис. 7 приведен график оптимального выражения
для функции 1(x, t)µ  нагрева нижней стороны пласти-
ны вида (27) при t [0,1]∈ . Графики этой функции при
разных фиксированных значениях t  из отрезка [0,1]
приведены на рис. 8.

Рис. 7. График функции 1(x, t)µ  оптимального
управления нагревом нижней стороны пластины вида

(27)

Рис. 8. Графики функций 1 k(x, t )µ  вида (27) в разные

моменты времени kt [0,1]∈

Выводы
Предложен метод оптимального управления нагревом
сторон однородной пластины в целях установления в
конечный момент времени в ней такого температурно-
го режима, который будет как можно более близким
к желаемому распределению температур. В качестве
управляющего воздействия рассмотрена температура
нижней грани пластины. Управляющую функцию
предложено аппроксимировать отрезком двойного
ряда Фурье. Проведены вычислительные эксперимен-
ты для различных температурных режимов z(x, y)  в
конечный момент времени T . Результаты вычисли-
тельного эксперимента показали, что с увеличением
числа слагаемых в аппроксимирующем выражении
погрешность уменьшается. Выбор аппроксимирую-
щего выражения для управляющего воздействия оп-
ределяется техническими возможностями производ-
ственного процесса.
Преимуществом предложенного метода оптимально-
го управления является то, что начально-краевая зада-
ча теплопроводности решается аналитически и опти-
мальное управление также ищется в аналитическом
виде. Полученные в работе результаты могут быть
использованы при расчете оптимальных программ
управления температурным режимом в производствен-
ных технических процессах, например, [13]. Это и
определяет научную новизну и практическую значи-
мость полученных результатов.
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УДК 519.713

ПРО ПОБУДОВУ ДВОСТОРОННІХ
НАБЛИЖЕНЬ ДО ДОДАТНОГО
РОЗВ’ЯЗКУ ЕЛІПТИЧНОЇ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧІ З ЕКСПОНЕНЦІАЛЬНОЮ
МАЖОРАНТОЮ

ЛУХАНІН В.С.

Розглядаються питання існування, єдиності та побудови
двосторонніх наближень до додатного розв’язку однієї
еліптичної крайової задачі з експоненціальною не-
лінійністю. Описуються умови, яким мають задовольня-
ти параметри, що входять до нелінійності, щоб двосто-
ронні наближення можна було побудувати.

Ключові слова: двосторонні наближення, інваріантний
конусний відрізок, додатний розв’язок.

Key words: two-sided approximations, invariant cone
segment, positive solution.

Вступ
Разом із зростанням можливостей обчислювальної
техніки сьогодні  збільшується зацікавленість до про-
цесів, які відбуваються у нелінійних середовищах.
Математичними моделями процесів у таких середо-
вищах є нелінійні крайові задачі математичної фізики,
оскільки лінійні не зовсім адекватно описують фізич-
ну реальність. Досить часто такі моделі мають вигляд

( )u,fu x=∆−  mRx ⊂Ω∈∀ , 0u > , 0u =Ω∂ .

Метод двосторонніх наближень належить до ітерацій-
них методів та дозволяє отримати верхню та нижню
оцінку розв’язку на кожній ітерації. Ще однією з
переваг цього методу у порівнянні з іншими є віднос-
на простота реалізації алгоритму, який в свою чергу
вимагає менше обчислювальних ресурсів.

1. Постановка задачі та побудова двосторонніх
наближень
Дослідимо можливість побудови двосторонніх на-
ближень до додатного розв’язку еліптичної крайової
задачі [1]

( )uu eeu γ+λ=∆−  в mRx ⊂Ω∈∀ , (1)

0u =Ω∂ , 0>λ , 0>γ  ( const, −γλ ). (2)

Відомо [2], що задача (1), (2) у класі неперервних
функцій еквівалентна інтегральному рівнянню

( ) ( ) ( ) ( )( )∫
Ω

γ+λ= ssxx ss dee,Gu uu
,

де ( )sx,G  – функція Гріна оператора Лапласа для
першої крайової задачі в області Ω , ( )m1 x,...,x=x ,

( )m1 s,...,s=s .

На конусі K невід’ємних в ( )ΩC  функцій введемо в
розгляд нелінійне операторне рівняння

Tuu = ,

де

( ) ( ) ( )( )∫
Ω

γ+λ= ssx ss dee,GTu uu
. (3)

Відомо, що конус невід’ємних в ( )ΩC  функцій є
нормальним, крім того, оскільки

( ) ( ) ( )( )xxx uu eeu,f γ+λ= (4)

неперервна за u, оператор T, відображаючи простір
( )ΩC  в себе, цілком неперервний [2, 3].

Розглянемо деякі властивості оператора T вигляду
(3).
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1) Оператор T монотонний, тобто з 21 uu ≤  випливає,
що 21 TuTu ≤ . Дійсно,

( ) ( ) ( )( ) −+λ=− ∫
Ω

γ ssx ss dee,GTuTu 11 uu
21

( ) ( ) ( )( ) =+λ− ∫
Ω

γ ssx ss dee,G 22 uu

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0deeee,G 2121 uuuu ≤−+−λ= ∫
Ω

γγ ssx ssss
.

2) Для побудови конусного відрізку 00 w,v ,

00 wuv ≤≤ , інваріантного для оператора T, в (3)
покладемо 0vu 0 ==  та складемо елемент

( ) ( )∫
Ω

γ+λ== ssx dee,GTvv 00 vv
01 =

( ) 0vd,G2 0 =≥λ= ∫
Ω

ssx .

Тоді будуємо елемент

( ) ( ) 1
vv

2 vdee,Gv 11 ≥+λ= ∫
Ω

γ ssx

і так далі.

Тепер в (3) покладемо β== 0wu , 0const ≥=β  –
визначиться в майбутньому, маємо

( ) ( ) ( ) ( ) =+λ=+λ= ∫∫
Ω

βγβ

Ω

γ ssxssx dee,Gdee,Gw 00 ww
1

( ) ( )∫
Ω

βγβ +λ= ssx d,Gee .

Підбираємо параметри λ , β  та γ  так, щоб 01 ww ≤ .
Ця вимога приводить нас до умови

( ) ( )βγβ
ΩΩ∈ +λ

β
≤∫ ee

d,Gmax ssx
x . (5)

При цьому

( ) ( ) ≤+λ= ∫
Ω

γ ssx dee,Gw 11 ww
2

( ) ( ) 1wdee,G =+λ≤ ∫
Ω

βγβ ssx .

Таким чином, маємо 0110 wwvv ≤≤≤ , отже, конус-

ний відрізок 00 w,v , 0v0 = , β=0w , є інваріантним
для оператора T вигляду (3).

3) Дослідимо оператор T на угнутість на 00 w,v . Для
цього має виконуватися умова ( ) tTutuT ≥  [ ]1,0t∈∀ ,

00 w,vu∈ . Складаємо

( ) =− tTutuT

( ) ( )∫
Ω

γγ −−+λ= ssx detetee,G uuutut , [ ]1,0t∈ . (6)

Щоб (6) була невід’ємною, треба вимагати виконання
умови

0etetee uuutut ≥−−+ γγ . (7)

Нехай 0vu 0 == , тоді (7) стає умовою 0t1 ≥− , яка
виконується [ ]1,0t∈∀ .

Якщо β== 0wu , (7) приймає вигляд

0etetee tt ≥−−+ βγββγβ . (8)

4) Дослідимо оператор T вигляду (3) на 0u -угнутість,
де

( )∫
Ω

= ssx d,Gu0 .

Угнутий оператор T називається 0u -угнутим на

00 w,v , якщо для кожного ( )1,0t0 ∈  можна вказати

таке ( ) 0t,u 0 >η=η , що ( ) ( ) Tut1utT 00 η+≥  на відрізку,
сумірному з 0u  [2] (будь-який елемент вигляду

000 w,uuconst ∈⋅  сумірний з 0u  за визначенням).

В [2, с. 283] для перевірки оператора T на 0u -
угнутість пропонується простіша умова

( ) ( ) 0u,fu,f >τ−τ xx  ( )1,0∈τ∀ , 0u > , Ω∈x ,

функція ( )u,f x  визначається виразом (4).

Складаємо

  ( ) ( ) ( )uuuu eeeeu,fu,f γτγτ τ−τ−+λ=τ−τ xx .        (9)

Щоб (9) була додатною, вимагаємо виконання не-

рівності 0eeee uuuu >τ−τ−+ γτγτ  ( )1,0∈τ∀ ,

00 w,vu∈∀ , звідки маємо умову

            0eeee >τ−τ−+ βγββτγβτ .                (10)

Якщо виконується (10), то і (8) буде мати місце. Тому
зв’язок між параметрами λ , β  і γ  визначається
умовами (5) і (10).
Із виконання властивостей 1) – 4) випливає існування
та єдиність додатного розв’язку у задачі (1), (2).
Ітераційний процес для задачі (1), (2) будуємо за
схемою

( ) ( ) ( ) ( )( )∫
Ω

γ −− +λ= ssxx ss dee,Gv 1n1n vv
n , ,2,1n = ,
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( ) ( ) ( ) ( )( )∫
Ω

γ −− +λ= ssxx ss dee,Gw 1n1n ww
n , ,2,1n = ,

де 0v0 = , β=0w . За умови виконання вимог (5) та
(10) маємо рівномірну збіжність до єдиного невід’ємно-
го розв’язку 00 w,vu ∈∗ . При цьому

 ≤≤≤≤≤≤= *
n10 uvvv0

β=≤≤≤≤ 01n www  .

2. Результати обчислювального експерименту
Обчислювальний експеримент проведено в області

( ){ }1xx|x,x 2
2

2
121 <+=Ω

при значеннях 1=β , 5,0=λ , 5,0=γ . Такі значення
параметрів задовольняють умовам (5) та (10).

В таблиці наведено значення для наближень ( )x6v  та
( )x6w  в точках області Ω  з полярними координатами

( )ji ,ϕρ , де i2,0i =ρ , 
10

j
j

π
=ϕ , 4,1i = , 5,1j = .

ϕ  
ρ  

0,2 0,4 0,6 0,8 

10
π

 
6w  0,282310 0,246222 0,185364 0,101914 

6v  0,282278 0,246195 0,185346 0,101905 

5
π  

6w  0,282312 0,246063 0,184971 0,101535 

6v  0,282279 0,246036 0,184953 0,101526 

10
3π

 
6w  0,282314 0,245890 0,184644 0,101131 

6v  0,282282 0,245863 0,184626 0,101122 

5
2π  

6w  0,282318 0,245961 0,184798 0,101268 

6v  0,282286 0,245934 0,184780 0,101259 

2
π  

6w  0,282332 0,246972 0,186959 0,103654 

6v  0,282299 0,246945 0,186940 0,103645 
 
На рис. 1 та 2 представлені поверхні та лінії рівня для
наближення ( )x6v  відповідно.

Рис. 1. Поверхня для наближення ( )x6v

Рис. 2. Лінії рівня для наближення ( )x6v

Висновки
Досліджено можливість побудови двосторонніх на-
ближень до додатного розв’язку задачі (1), (2) та
отримано умови (5), (10), які гарантують збіжність
ітераційного процесу.
Результати роботи можуть бути застосовані при
розв’язанні прикладних задач, які описуються моде-
лями у вигляді нелінійних крайових задач із нелінійністю
вигляду (4).
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КОМПЬЮТЕРНАЯ
ИНЖЕНЕРИЯ И
ТЕХНИЧЕСКАЯ
ДИАГНОСТИКА
УДК 681.326

ПОИСК ОШИБОК ПРОЕКТИРОВАНИЯ
В ПОВЕДЕНЧЕСКИХ HDL-МОДЕЛЯХ
МЕТОДОМ ОБРАТНОГО
ПРОСЛЕЖИВАНИЯ

ШКИЛЬ А.С.

Предлагается метод поиска ошибок проектирования в
HDL-моделях цифровых устройств поведенческого стиля
описания. В качестве ошибок проектирования рассмат-
ривается замена операндов в арифметических или логи-
ческих выражениях. Для повышения глубины поиска
ошибок проектирования применяется метод обратного
прослеживания в эквивалентных схемах функционально-
блочного уровня с использованием кубического исчис-
ления. Приводится пример реализации метода для фраг-
мента VHDL-модели арифметико-логического устрой-
ства.

1. Введение и постановка задачи
Основными задачами развития рынка современной
микроэлектроники являются снижение стоимости и
сокращение времени проектирования, что достигает-
ся совершенствованием технического, информаци-
онного и программного обеспечения систем автома-
тизированного проектирования радиоэлектронной ап-
паратуры (САПР РЭА). Наиболее сложным и затрат-
ным этапом в современном цикле проектирования
цифровых устройств (ЦУ) является функциональная
верификация – процесс обнаружения, локализации и
устранения ошибок в системной модели относительно
спецификации, на что затрачивается до 70% общего
времени проектирования. Основной формой описа-
ния проектов цифровых устройств в САПР РЭА явля-
ются языки описания аппаратуры – Hardware
Description Language (HDL), поэтому объектом вери-
фикации есть HDL-код модели ЦУ, написанной на
языке описания аппаратуры. Особенный вес приобре-
тает верификация HDL-моделей на ранних стадиях
проектирования, что позволяет сократить время про-
ектирования и снизить расходы на создание цифрово-
го изделия в целом. Важной составной частью процес-
са верификации HDL-моделей является поиск и ис-
правление ошибок проектирования при фиксации не-
соответствия между результатами моделирования HDL-
кода и спецификации на проектируемое устройство,
что обусловлено как неточностью спецификации, так
и человеческим фактором при написании HDL-кода.

Структура HDL-модели ЦУ зависит от формы и выб-
ранного стиля языкового описания модели. На осно-
вании спецификации строится HDL-код модели и для
него составляется список ошибок проектирования.
Под ошибкой проектирования понимается ошибка в
HDL-операторе, не относящаяся к классу синтакси-
ческих и нарушающая алгоритм функционирования
модели устройства, заданный спецификацией. Далее
рассматриваются типы ошибок проектирования: «за-
мена оператора» (логического или арифметического)
и «замена операнда» (в операторах назначения или в
условных операторах).
Одной из главных задач при поиске ошибок проекти-
рования в HDL-моделях ЦУ является отсутствие эта-
лонной модели. При диагностировании аппаратной
реализации ЦУ всегда присутствует схемная или ана-
литическая (табличная) модель устройства, по кото-
рой можно вычислить эталонные реакции в любой
точке схемы, или  имеется в наличии идеальное рабо-
тоспособное устройство, эталонные реакции для ко-
торого можно получить в ходе физического экспери-
мента. При диагностировании HDL-модели, как пра-
вило, имеется только код, правильность которого
должна быть проверена в ходе диагностического эк-
сперимента (ДЭ), и спецификация, по которой данный
код составлялся. Проблема получения эталонов при
функциональной верификации состоит в том, что спе-
цификация обычно неформальная (нет однозначного
соответствия между входными воздействиями и вы-
ходными реакциями), является неполной (не все ре-
жимы, реализованные HDL-коде, описаны), что часто
не позволяет получить эталонные реакции в явном
виде.
Модели на языках описания аппаратуры обладают
свойством двойственности. С одной стороны, они
формально выглядят и ведут себя как коды на языках
программирования (наличие формальных языковых
конструкций и специализированных сред разработ-
ки), с другой – обладают рядом кардинальных отли-
чий, присущих аппаратуре (сигналы, параллелизм,
синтезируемость). Отсюда невозможно тестировать и
диагностировать такие модели исключительно мето-
дами верификации программного обеспечения (ПО)
или методами диагностирования аппаратуры. С точки
зрения уменьшения размерности задачи диагностиро-
вания целесообразно подойти к HDL-коду, как к
аппаратуре, и в соответствии с этим строить тесты и
проводить ДЭ с использованием процедур аппарат-
ной тестовой диагностики.
В качестве модели объекта диагностирования предла-
гается использовать графовое представление описа-
ния устройства на HDL, которое задается в виде двух
графов. Информационный I-граф описывает преобра-
зование данных (подобно операционному автомату в
классической композиционной модели с микропрог-
раммным управлением) без учета условных ветвей. I-
граф содержит два типа вершин: операнды и функции.
Типы операндов: целые числа и беззнаковые векторы.
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Типы функций ограничены синтезируемым подмно-
жеством HDL или конструкциями, которые имеют
физические эквиваленты в системах синтеза и имп-
лементации в САПР. Управляющий С-граф  соответ-
ствует цепочке условий, соответствующих рассмат-
риваемому оператору. С-граф содержит условные
конструкции (например, case, if...then..., with …
select), взятые из исходного описания ЦУ. С-граф –
это структура с двумя типами вершин: условиями и
метками. Вершины условий содержат вычисляемые
операторы. Вершины меток – конечные, не имеющие
входной дуги и содержащие имя метки. Результат
моделирования С-графа – набор меток, по которым
осуществляются переходы в I-графе. В такой интер-
претации С-граф соответствует управляющему авто-
мату [1].
Для декомпозиции исходного I-графа используются
контрольные точки (КТ), аналогично наблюдаемым
линиям при генерации тестов, которые позволяли
«разбить» путь активизации и определить границы
подграфов. При этом ошибка проектирования транс-
портируется на внешний выход каждого подграфа.
Особенностью диагностирования HDL-модели явля-
ется отсутствие эталонного HDL-кода или полной
спецификации, поэтому вычислить эталонные значе-
ния сигналов во всех КТ без привлечения внешних
способов невозможно. Исходя из этого, определя-
ются два типа наблюдаемых точек, используемых
при поиске места возникновения ошибки в HDL-
коде. КТ первого рода – сигналы (переменные)
модели, которые наблюдаются, где эталонные значе-
ния известны из спецификации. КТ второго рода –
сигналы (переменные) модели, значения в которых
наблюдаемы, но до начала ДЭ эти значения неизве-
стны.
Учитывая, что HDL-операторы, выбранные в каче-
стве функциональных примитивных элементов (ПЭ),
не содержат внутри себя ошибок, очевидно, что
подача на ПЭ тестов проверки исправности является
нецелесообразной. Поэтому смысл тестирования ПЭ
состоит не в проверке правильности функциониро-
вания, а в идентификации его типа. Таким образом,
на примитив необходимо подавать такие тестовые
наборы, чтобы после анализа реакций на них можно
идентифицировать тип (функцию) примитива и отли-
чить его от других ПЭ. Такие различающие последо-
вательности (РПС) позволяют найти ошибки, связан-
ные с заменой операторов в HDL-коде. Ошибки в
выражениях, как правило, связаны з заменой опе-
рандов в арифметических, логических или услов-
ных операторах [2].
Целью данного исследования является существен-
ное уменьшение времени проектирования цифровых
изделий путем разработки углубленного метода по-
иска ошибок проектирования в HDL-моделях пове-
денческого уровня описания в условиях неполной
спецификации.

2. Общая стратегия поиска ошибок
проектирования в HDL-моделях
Процесс проведения алгоритма диагностирования
называют, как правило, диагностическим экспери-
ментом. Диагностический эксперимент над HDL-ко-
дом осуществляется в два этапа. На первом проводит-
ся безусловный эксперимент путем подачи на входы
модели теста и сравнение последовательностей на
внешних выходах с эталонными значениями. Если
результат хотя бы на одном выходе не совпадает с
эталоном, выполняется второй этап ДЭ – локализация
ошибок проектирования.
По результатам проведения первого этапа диагности-
ческого эксперимента (подачи теста для определения
ошибки проектирования в описании) формируется
вектор экспериментальной проверки (ВЭП):

)mv..,2v,1v(V = ,  где m – количество контрольных
точек первого рода.
ВЭП указывает, на какие выходы влияет модельная
или реальная ошибка проектирования. Координаты
ВЭП вычисляются :








≠

=
=

,экс
iSэт

iS   если  1

;экс
iSэт

iS   если  0
iv

где эт
iS  и экс

iS  – результаты эталонной и эксперимен-

тальной реакции соответственно в i-й КТ первого
рода.
Общую методику диагностирования HDL-модели
можно определить такой последовательностью шагов
[2] :
1) структурная декомпозиция HDL-модели, состав-
ление графовой модели на основе I-графа и С-графа,
псевдоразрыв обратных связей;
2) определение класса ошибок проектирования, со-
ставление РПС для них, тестирование модели на осно-
ве подачи РПС и сравнение с имеющимися эталонами;
3) для небольших фрагментов HDL-кода применение
функционального метода поиска ошибок проектиро-
вания с применением словарей неисправностей на
основе таблиц функций неисправностей;
4) сужение области подозреваемых дефектов на ос-
нове структурного метода минимизации пространства
неисправностей заданного класса для многовыходо-
вых моделей;
5)  применение структурного метода поиска для под-
графов с контрольными точками первого рода;
6)  применение структурно-функционального метода
обратного прослеживания для уточнения диагноза в
подграфах, ограниченных контрольными точками пер-
вого рода.

,

,
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В спецификациях HDL-моделей реальных цифровых
устройств контрольных точек первого рода, в кото-
рых известны значения эталонных сигналов до нача-
ла верификации HDL-кода, как правило, немного.
Поэтому локализация до подграфа с выходной КТ
первого рода является недостаточной. Желательно
локализацию ошибочных операторов проводить до
КТ второго рода, но эталоны, как правило, отсут-
ствуют. Выходом из этого положения является при-
менение в подграфе, где выходом есть КТ первого
рода, метода обратного прослеживания, который
первоначально был ориентирован на поиск констан-
тных неисправностей в цифровых схемах в условиях
отсутствия эталонов во внутренних точках. Класси-
ческий метод обратного прослеживания, который
схемотехники называют методом уточнения диагно-
за, основан на использовании следующих компо-
нентов и условий:
1. Структурно-функциональное модель-устройство
с доступными для наблюдения внутренними линия-
ми.
2. Существенность каждого элемента.
3. Тест, который активизирует все пути в схеме.
4. Эталонные реакции на внешнем выходе модели.
5. Наличие в схеме одиночной константной неисп-
равности.
Суть метода состоит в следующем: подается тест на
схему с подозреваемой неисправностью и фиксиру-
ется реакция на внешнем выходе схемы. Если на
внешнем выходе схемы реальное значение не совпа-
дает с эталонным, то выполняется импликация назад
с использованием условий существенности до тех
пор, пока не исчезнет различие между реальными
значениями и эталонными. Последняя из линий схе-
мы, на которой наблюдается несовпадение, призна-
ется неисправной. Метод применяется для одновы-
ходовых схем в предположении о наличии в них
одиночных неисправностей.
Для использования данного метода при уточнении
диагноза в классе эквивалентных ошибок проекти-
рования HDL-кода необходима модификация мето-
да. Введем понятие эквивалентной цифровой схемы
функционально-блочного уровня, результаты моде-
лирования которой совпадают с результатами моде-
лирования HDL-кода на входных воздействиях из
спецификации. Эквивалентная схема в общем слу-
чае может быть результатом функционального син-
теза, но может и отличаться, поскольку многие син-
тезаторы значительно оптимизируют HDL-код.
Исходя из этого, принимаются следующие ограни-
чения и предположения.
1. Модель фрагмента HDL-кода есть структурно-
функциональная модель эквивалентной схемы, при-
митивами которой являются предопределенные опе-
раторы или логические условия HDL-кода.

2. Класс неисправностей (ошибок проектирования) –
замена функционального элемента или изменение
логического условия.
3. Все операнды HDL-модели (переменные и сигна-
лы) считаются исправными (правильными). Замена
операндов не рассматривается.
4. В качестве тестов используются те, которые пост-
роены на основе РПС для каждого функционального
элемента и транспортированы до КТ первого рода
(внешних выходов схемы).
5. Для HDL-моделей, синтезируемых в последова-
тельностные структуры, цепи сброса и синхронизации
считаются исправными. Это достигается путем пред-
варительного инспектирования указанных сигналов и
переменных в HDL-коде.
6. Неисправным (ошибочным) признается функцио-
нальный элемент, на входах которого при обратном
прослеживании наблюдается последнее несовпаде-
ние с эталоном.
7. Если несовпадение с эталоном распространяется
до внешнего входа, то неисправный элемент лежит на
пути обратного прослеживания.
Алгоритм уточнения диагноза имеет следующие пун-
кты.
1. Выполняется моделирование РПС-теста на реаль-
ной HDL-модели до внешнего выхода (КТ первого
рода).
2. Если на выходе обнаружено несовпадение с этало-
ном из спецификации, то осуществляется процедура
обратного прослеживания.
3. Обратное прослеживание выполняется путем пере-
сечения текущего вектора с условиями существенно-
сти обрабатываемого ФЭ до тех пор, пока результат не
станет равным  ∅, или не будут достигнуты внешние
входы.
4. Из непустых результатов пересечений формирует-
ся подмножество подозреваемых элементов. Если у
какого-то из вариантов обратное прослеживание дос-
тигло внешних входов, то необходимо провести инс-
пекцию HDL-кода вдоль данного пути обратного про-
слеживания, начиная от внешних входов в процессе
уточнения диагноза. Под инспекцией кода понимается
визуальный анализ перечня подозреваемых HDL-опе-
раторов в целях обнаружения (искомых) ошибок
проектирования (для которых строились РПС-тесты).
Пример применения метода обратного прослежива-
ния в HDL-моделях стиля «поток данных» приведен в
[3].
3. Метод обратного прослеживания в
поведенческих HDL-моделях
Рассмотрим проведение ДЭ над моделью цифрового
устройства на языке VHDL, в результате которого
локализован фрагмент VHDL-кода поведенческого
стиля описания, внутри которого нет контрольных
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точек первого рода, иначе говоря, эталонные значения
для внутренних сигналов (переменных) фрагмента
кода из спецификации неизвестны. Задан перечень
ошибок проектирования (ограничения на перечень),
которые могут присутствовать в данном фрагменте
кода. Предполагается, что в VHDL-коде присутствует
одиночная ошибка проектирования типа «замена опе-
ранда в условном выражении» (ошибочная ветвь в
условном операторе). Необходимо повысить глубину
диагностирования для обнаружения ошибок проекти-
рования в VHDL-коде с точностью до оператора HDL
(группы эквивалентных операторов).
Метод уточнения диагноза использует в качестве мо-
делей элементов табличные описания, поэтому при
рассмотрении логических операторов внутри процес-
сов в VHDL–коде возникает проблема представления
(if, case) в табличном виде. Предлагается при обрат-
ном прослеживании указанные операторы представ-
лять не в виде элементов управляющего графа, а в
виде табличных представлений мультиплексоров и
АЛУ–подобных элементов, независимо от того, как
указанные операторы будут синтезироваться.
Для представления внутреннего поведения компонен-
тов в сложных VHDL-моделях служит конструкция
process( ), которая определяет поведенческий стиль
описания модели. Данная конструкция дает возмож-
ность использовать условные конструкции и последо-
вательный характер выполнения операторов, что свой-
ственно традиционным языкам программирования.
Кроме операторов параллельного назначения сигна-
лов (ПНС) в VHDL-коде поведенческого стиля при-
сутствуют последовательные и условные операторы
(if, case), которые представляют особый интерес при
выполнении процедуры обратного прослеживания,
поскольку в рассматриваемой графовой модели они
находятся на стыке I- и С-графов.
Рассмотрим форму и способ построения покрытий
существенности условных операторов. Первоначаль-
но рассмотрим оператор if :

If((X1 and X2) or (X3 and X4)) Y<=D1;
  else Y<=D2;

Оператор if(С), реализующий двухвыходовую услов-
ную вершину, состоит из логического условия С и
двух выполняемых операторов ПНС или присваива-
ния значений переменных. Логическое условие С в
операторе if(С) представляет собой уравнение, реше-
ние которого в кубической форме представлено на
рис.1.

X4X3VX2X1C ⋅⋅=     

111XX
1XX11
00X0X
0X00X
00XX0
0X0X0
CX4X3X2X1

Рис. 1. Решение уравнения по логическому условию

Таким образом, оператор if(С) может быть представ-
лен моделью мультиплексора с двумя информацион-
ными входами, группой управляющих входов и од-
ним (двумя) выходом (два выхода будет в случае,
если назначение выполняется для различных сигна-
лов). Эквивалентная схема мультиплексора и покры-
тие существенности оператора if(С) относительно ин-
формационных входов представлены на рис.2.

ZXZ11XX
ZXZXX11
ZZX0X0X
ZZXX00X
ZZX0XX0
ZZXX0X0
YD2D1X4X3X2X1

Рис. 2. Модель оператора if( )и его покрытие суще-
ственности

Кроме оператора if( ) к условным операторам можно
отнести и оператор case( ), который реализует много-
выходовую условную вершину. Фрагмент VHDL-
кода с оператором case( ) представлен на рис. 3.
process( )
variable xxx : in std_logic_vector(2 downto 0);
begin
 case xxx is

 when “000”=> Y<=D1;
 when “001”=> Y<=D2;
 when “010”=> Y<=D3;
 when “011”=> Y<=D4;
 when “100”=> Y<=D5;
 when “101”=> Y<=D6;
 when “110”=> Y<=D7;
 when “111”=> Y<=D8;

end case; end process;
Рис. 3. Фрагмент VHDL-кода с оператором case( )

Модель оператора case( ) в форме мультиплексора и
его покрытие существенности представлены на рис.4.
Покажем пример применения изложенного метода.
Рассмотрим фрагмент поведенческого описания АЛУ,
спецификация на который представлена в табл. 1, а
VHDL-модель показана на рис. 5.
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Z111ZXXXXXXX
Z011XZXXXXXX
Z101XXZXXXXX
Z001XXXZXXXX
Z110XXXXZXXX
Z010XXXXXZXX
Z100XXXXXXZX
Z000XXXXXXXZ
YX3X2X187654321

Рис. 4. Модель оператора case( ) и его покрытие
существенности

Entity SCH2 is
Port (R,C,A,B : in bit; Y : out bit);
End;
Architecture BEH2 of SCH2 is
begin
process(R,C,A,B)
begin
  if(R = ’0’)then Y <= ’1’;
   elsif(C = ’0’) then Y <=A and B;
   else Y <=A or B;
  end if;
end process; End;
Рис. 5. VHDL-модель фрагмента АЛУ поведенческого

стиля описания

Эквивалентная структурно-функциональная модель
приведена на рис. 6, что соответствует результатам
синтеза рассматриваемого фрагмента VHDL-кода, а
покрытие существенности оператора if( )-else( ) в виде
мультиплексора 2 на 1 представлено на рис. 7.

Проверка условных конструкций VHDL-кода состоит
в построении РПС-тестов для всех ветвей условных
операторов. В табл. 2 приведены РПС-тесты и эталон-
ные реакции для трех ветвей комплексного условного
оператора if()-elsif()-else() из VHDL-модели АЛУ на
рис. 5. Эталонные реакции получены из специфика-
ции (см. табл. 1).

Рис. 6. Эквивалентная схема фрагмента АЛУ
для РПС-теста (10010001)

  
Z1ZX
Z0XZ
YCD1D0

Рис. 7. Покрытие существенности оператора if( )-else( )

Рассмотрим ошибку проектирования в операторе ПНС
логического выражения:

if(R = ’0’)then Y<=’1’;
а именно         if(R =’0’)then Y<=’0’.
Результаты моделирования ошибочного VHDL-кода
приведены для входного набора РПС-теста 10010 на
рис. 8, а, а для набора РПС-теста 10011 – на рис. 8, б.
На входном наборе 10010 наблюдается несовпадение
с эталоном (в спецификации Y=1, а в результате
моделирования получено Y=0).
Результаты обратного прослеживания для теста 10010
приведены в табл. 3.

Таблица 3

1 вход Внешнийz0000100z
zx0z
zz1x

сущ9Линияz
1  Эталон000001001

987654321

∅≠∩
∅→

Reset Y=A & B,  Y=A v B  
 1   2   3   4   5   6   7   8   9 
 1   0   0   1   0   0   0   0   1 
 1   0   0   1   1   0   0   0   0  

 1   2   3   4   5   6   7   8   9 
 1   0   1   0   1   0   1   0   0 
 1   0   1   1   1   0   1   1   1 

 

Таблица 2
Reset (R) Control (C) Output (Y) 

0 X 1 
1 0 Y=A & B 
1 1 Y=A v B 

 

Таблица 1
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а

б

Рис.8. Результат моделирования VHDL-модели с
ошибкой  if(R=’0’)then Y<=’0’

Последняя существенная линия 1 является входом
оператора  if(R =’0’) then Y <= ’0’;, что означает –
данный оператор и является ошибочным.
Рассмотрим другую ошибку проектирования  в ус-
ловном операторе:
elsif(C = ’0’) then Y <=A and B; else Y <=A or B;, а
именно замену ’0’ на ’1’ в логическом условии :
elsif(C = ’1’) then Y <=A and B;
Результаты моделирования ошибочного VHDL-кода
приведены для входного набора РПС-теста 10101 на
рис. 9, а, а для набора РПС-теста 10111 – на рис. 9,б.
На входном наборе 10101 наблюдается несовпадение
с эталоном (в спецификации Y=0, а в результате
моделирования получено Y=1).

а

б

Рис.9. Результат моделирования VHDL-модели с
ошибкой elsif(C = ’1’) then Y <=A and B

Результаты обратного прослеживания для теста 10101
приведены в табл. 4.
Несовпадение с эталоном наблюдается вдоль пути 2 –
6 – 8 – 9. Таким образом, подозреваемым является
оператор  elsif(C = ’1’) then Y <=A and B; а именно,
существует наличие ошибки в логическом условии
(C = ’1’) или в операторе ПНС Y<=A and B;. Инспек-
ция кода подтверждает ошибку в логическом условии
указанного оператора.

Таблица 4

2 вход Внешнийzz1z101z1
zz1
z1z

сущ6Линияzz1z10101
zzx1
zxz0

сущ8Линияz1010101
zz1x
zx0z

сущ9Линияz
0  Эталон111010101

987654321

∅→
∅≠∩

∅→
∅≠∩

∅≠∩
∅→

z

4. Выводы
Научная новизна. Впервые разработан метод «обрат-
ного прослеживания», повышающий глубину поиска
ошибок проектирования в поведенческих HDL-моде-
лях цифровых устройств, представленных на языке
описания аппаратуры VHDL в условиях неполной
спецификации путем реализации обратного просле-
живания на структурно-функциональной модели фраг-
мента HDL-кода функционально-блочного уровня с
использованием операций кубического исчисления, а
также методов логического моделирования.
Практическая значимость. Разработанный метод со-
вместно с [3] позволяет осуществлять локализацию
места возникновения ошибки проектирования в VHDL-
моделях разных стилей описания до неверного опера-
тора или операнда внутри подграфа, ограниченного
контрольными точками первого рода. Данные методы
поиска ошибок проектирования в VHDL-коде интег-
рированы в систему автоматизированного проектиро-
вания Active-HDL, что позволяет сократить времен-
ные затраты на поиск ошибок проектирования при
функциональной верификации проектов ЦУ.
Литература: 1.Шкиль А.С. Структурное и функциональ-
ное диагностирование HDL-моделей цифровых устройств
в САПР РЭА /А.С. Шкиль, Е.Е. Сыревич, С. Альмадхоун,
Г.П. Фастовец // Інформаційно-керуючі системи на зал-
ізничному транспорті. 2013. № 2. C. 75-82. 2.Шкиль А.С.
Поиск ошибок проектирования в HDL-моделях цифро-
вых устройств / А.С. Шкиль, Е.Е. Сыревич, С. Альмадхоун
// Інформаційні технології та комп’ютерна інженерія:
міжнародна науково-практична конф., Вінниця, 19-21трав-
ня 2010. Вінниця, ВНТУ, 2010. C. 377-378. 3.Шкиль А.С.
Метод обратного прослеживания для поиска ошибок
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КИБЕРФИЗИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ ДЛЯ
АНАЛИЗА БОЛЬШИХ ДАННЫХ

ХАХАНОВ В.И., ЛИТВИНОВА Е.И.,
ЗАЙЧЕНКО С.А., ГУРЕЕВ Б.Н., ШЛЯХТУН М.М.

Предлагается инфраструктура обеспечения параллельно-
го анализа big data для поиска, распознавания и принятия
решений на основе использования булеановой метрики
измерения киберпространства. Она характеризуется нали-
чием единственной логической xor-операции для опреде-
ления кибер-расстояния путем циклического замыкания
не менее одного объекта, что дает возможность на порядок
повысить быстродействие анализа больших данных. Разра-
батывается новая структурная модель анализа big data,
которая характеризуется использованием облачных сер-
висов, киберфизических и поисковых систем, параллель-
ных виртуальных мультипроцессоров с минимальным на-
бором векторно-логических операций для точного поиска
информации на основе предложенной булеановой метри-
ки и нечисленных критериев качества. Это дает возмож-
ность создавать семантическую инфраструктуру «чисто-
го» киберпространства путем компетентностной класси-
фикации и метрического упорядочения big data в масшта-
бах киберэкосистемы планеты.

1. Введение
Киберфизическая система призвана сделать активной
концепцию big data, рассматривая большие данные во
взаимодействии с киберсистемами (облаками) уп-
равления, ориентированными на поиск, распознава-
ние и принятие решений. Структурное содержание
CPS (рис. 1) – совокупность коммуникационно свя-
занных реальных и виртуальных компонентов с выра-
женными функциями адекватного физического циф-

рового мониторинга и оптимального облачного ком-
пьютерного киберуправления для обеспечения каче-
ства жизни, продукции, процессов или сервисов в
заданных условиях ограничений на время и ресурсы.
CPS включает компоненты: Cyber Control, Internet of
Things или Cloud, Security, Intelligence, Big Data and
Services, Digital Monitoring, Cyber Managing, Physical
Smart Everything, Nature, Social and Tech World. Регу-
ляторные отношения (Relationship) между компонен-
тами CPS формируются законами, уставами предпри-
ятий и организаций, морально-этическими правилами
поведения внутри социальной группы. Направление
движения RoadMap – Harmony of Human, Nature and
Tech киберфизической системы человечества можно
определить как достижение такого интегрального уров-
ня развития киберфизических компонентов, который
обеспечит гармонию жизни человека с природой и
техникой (созданным миром – Created World).
Big data – технологическая культура киберпростран-
ства, направленная на формирование динамически
развивающейся инфраструктуры киберфизической
экосистемы планеты путем метрико-семантической
структуризации больших потоков (объемов) гетеро-
генных данных на основе использования интеллекту-
альных быстродействующих специализированных
облачных фильтров параллельного мониторинга и
метрического анализа извлекаемой информации для
online управления физическими и виртуальными про-
цессами.
Рыночно-привлекательные глобальные проекты се-
годня выполняются под эгидой объединения физичес-
кого и виртуального пространства в единое целое.
Киберфизическое пространство (Cyber Physical Space)

Рис. 1. Киберфизическая система управления неприродными процессами

проектирования в HDL-коде / А.С. Шкиль, Е.Е. Сыревич,
Д.Е. Кучеренко, С. Альмадхоун // Радиоэлектроника. Ин-
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– метрика телекоммуникационного взаимодействия
физических, биологических и социальных объектов,
процессов и явлений с виртуальными или облачными
(компьютерными) технологиями мониторинга и уп-
равления на основе использования Internet of Things
& Smart Everything для достижения социально значи-
мых целей. Оно призвано интегрировать наиболее
перспективные киберфизические технологические
решения: 1) Встроенный интерфейс непосредственной
связи мозга человека с компьютером и/или киберпро-
странством путем замены последовательных языко-
вых интерфейсов на параллельные образные отноше-
ния. 2) Создание искусственного интеллекта для са-
мообучения и самосовершенствования киберфизи-
ческих структур, программ и процессов. 3) Нановы-
ращивание компьютера путем аддитивного структу-
рирования атомов. 4) Самое интересное решение свя-
зано с неотвратимостью естественного отказа челове-
чества от функций управления биологическими, со-
циальными и техническими объектами и процессами
в пользу беспристрастных киберфизических систем!
Девять технических лидеров IEEE Computer Society
[1] объединили усилия для прогнозирования будуще-
го планеты, в которое включены 23 компьютерные
технологии 2022 года. Сформирована кибермода на
ближайшие 8 лет: 3D printing, big data and analytics,
open intellectual property movement, massively online
open courses, security cross-cutting issues, universal
memory, 3D integrated circuits, photonics, cloud
computing, computational biology and bioinformatics,
device and nanotechnology, sustainability, high-
performance computing, internet of things, life sciences,
machine learning and intelligent systems, natural user
interfaces, computer vision and pattern recognition,
networking and interconnectivity, quantum computing,
software-defined networks, multicore, and robotics for
medical care.
2. Основное содержание
Предлагается big data driven киберфизическая систе-
ма (рис. 2) online управления физическими и/или
виртуальными процессами, инвариантными по отно-
шению к сферам человеческой деятельности.

Рис. 2. Киберфизическая система управления процес-
сами

Представленная big data driven киберфизическая сис-
тема управления физическими процессами имеет ин-
новационные отличия от существующих решений: 1)
матричное представление цели, процесса, маршрута
движения, компетенций объектов и субъектов; 2)
online исполнение всех процессов; 3) использование
нецифровой булеан-метрики для структурного и ска-
лярного оценивания процессов и явлений; 4) исполь-
зование метрического дискретного булевого про-
странства для идентификации процессов и явлений,
применение big data технологической культуры для
организации и активного управления киберфизичес-
кими процессами; 5) киберсистемное управление
процессами на основе жесткого взаимодействия ис-
полнительного и управляющего механизмов, сенсо-
ров и актюаторов.
Взаимодействие интеллектуальных средств (фильт-
ров) управления и big data в рамках киберфизической
системы фильтров поиска полезной информации по-
добно процессу добычи золота из песка с помощью
драги, настроенной на выделение тяжелого металла,
когда легкие фракции вымываются водой. Следует
заметить, что баланс экосистемы не нарушается, а
добытое золото остается на планете, только в строго
определенном месте. Аналогичные процессы проте-
кают и в киберэкосистеме планеты, когда из хаоса
киберпространства тяжелым трудом умных фильтров
добывается полезная информация, чтобы ее затем
положить в ячейку уже структурированной части
киберпространства, которая становится reusable и
может быть легко доступна всем желающим. Челове-
чество стремится к порядку и структуризации, но оно
также ответственно за мусор и хаос в киберпростран-
стве, объемы которого еще в большей степени подчи-
няются закону Мура. Каждые 2 года информация
удваивается, а к 2020 году ее объем составит 40
зеттабайт. Поэтому процесс упорядочения информа-
ции всегда будет отставать от мусоризации киберпро-
странства. Сегодня человечество фильтрует и исполь-
зует порядка 0,4 процента уже полезной информации.
Дальше не будет больше. Это означает, что в ближай-
шие 100 лет актуальность технологической культуры
big data для создания «правильной» инфраструктуры
киберпространства будет только возрастать. Прогно-
зируется, что финансовые и кадровые инвестиции для
создания инфраструктуры киберэкосистемы до 2020
года вырастут на 40%. Инвестиции в хранение и
защиту информации, Big Data и Cloud Computing
будут расти значительно быстрее [2].
Сегодня более 60% компаний делают инвестиции в
технологии Big Data, Cloud Services и аналитические
продукты, чтобы иметь big data-driven киберуправле-
ние кадровыми и материальными ресурсами. Порядка
60% компаний в мире, по оценкам журнала «Форбс»,
готовы купить программные системы управления ре-
сурсами. Компании замотивированы семью аргумен-
тами: продукты взрослеют и умнеют, их становится
легко купить, появился удобный пользовательский
интерфейс, системы способны интегрировать много-
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численные программные средства компании, big data
реально позволяет управлять кадрами – путем playing
“Moneyball” with their people data, облачные техноло-
гии позволяют легко переключаться на новые серви-
сы управления кадрами, а талант стал навсегда стра-
тегическим товаром и главным вопросом каждого
руководителя. Человеческий капитал, по оценке жур-
нала «Форбс», имеет индекс важности для решения
проблем компании, организации, государства – 2,44;
управление и выполнение операций 2,10; инновации
1,99; остальные 7 имеют индексы: отношения с потре-
бителями 1,72; глобальная политика 1,68; правитель-
ственное регулирование 1,55; глобальная экспансия
1,31; корпоративный бренд и репутация 0,92; устойчи-
вость 0,82 и вера в бизнес 0,46. Дуализм управления
на основе Big Data и Cloud Services включает: 1)
детерминизм – технологии (правильные данные) уп-
равляют нами и 2) волюнтаризм – мы управляем
технологиями. Оба варианта в своем комплексном
развитии приводят рынок облачных технологий уп-
равления к детерминизму на основе использования
концепции киберфизических систем, где фигурируют
огромные массивы данных, не всегда достоверной
информации. Но умная аналитика движков по big data
пространствам должна научиться формировать пра-
вильное решение. Leon Trotsky: “Tell me anyway –
maybe I can find the truth by comparing the lies” (Скажи
мне, что ты думаешь, в любой форме, а я сумею найти
правду сравнением даже ложных высказываний). По
данным журнала “Форбс” технология big data сгене-
рирует в 2015 году 3,7 триллиона прибыли в продук-
тах и сервисах, что означает появление на рынке 4,4
миллиона новых рабочих мест. Если учесть, что во
всех компаниях мира заработная плата составляет
40% доходов, то управление персоналом и ресурсами
сегодня есть самая важная проблема бизнеса. Глав-
ный вывод из сказанного – человечество настолько
гениально и одновременно несовершенно, что оно не
может объективно управлять самим собой! Человек
гениален в творчестве и бездарен в самоуправлении.
Таким образом, мировой рынок безальтернативно
приходит к необходимости использования кибероб-
лачного управления ресурсами и кадрами без участия
человека, но на основе извлечения правильных дан-
ных из киберинформационного «мусора».
Цель рыночного бренда big data – выращивание в
киберпространстве культурного слоя инфраструкту-
ры метрико-семантически упорядоченной легко дос-
тупной полезной reusable информации за счет разра-
ботки виртуальных облачных сервисов на основе
параллельных мультипроцессоров, выполняющих роль
быстродействующих интеллектуальных фильтров при
поиске, распознавании и принятии решений.
Задачи технологической культуры big data:
1) Хранение неструктурированной разнородной ин-
формации в надежных распределенных системах,
обслуживаемых Hadoop-сервисами.

2) Анализ big data в реальном времени с помощью
низкоуровневых параллельных интеллектуальных
быстродействующих процессоров среды Map-Reduce,
помещенных в облачные сервисы.
3) Создание новых метрик измерения расстояний
между процессами и явлениями в киберпространстве
для построения быстродействующих метрико-семан-
тических фильтров поиска полезной информации.
4) Разработка инфраструктурных решений для кибер-
пространства в целях компактного хранения и быст-
рого семантико-метрического извлечения полезной
классифицированной информации с помощью облач-
ных сервисов и специализированных процессоров.
5) Создание типового шаблона киберфизической си-
стемы управления big data analytics, использующей
структуры облачных фильтров для извлечения полез-
ной информации из больших объемов неструктуриро-
ванных данных в целях получения прибыли путем big
data driven управления физическими и виртуальными
процессами.
6) Построение масштабируемой киберинформацион-
ной системы массовой метрико-семантической пере-
работки в реальном масштабе времени больших объе-
мов данных в полезную структурированную инфор-
мацию, используемую для управления физическим
миром.
7) Разработка big data-driven аналитической киберфи-
зической системы прогнозирования (планирования) и
управления неприродными (социальными) процесса-
ми и явлениями (катаклизмами) путем точного и
исчерпывающего мониторинга общественного мне-
ния для выработки регуляторных информационных
управляющих воздействий в целях обеспечения каче-
ства жизни социальных групп и устранения конфлик-
тов. Например, при желании власть имущих можно
без финансовых и временных затрат устранить все
конфликты в Украине путем законодательного учета
интересов всех слоев населения во времени и про-
странстве на основе толерантного объединения исто-
рических, языковых и национальных культур. Курс
любой системы власти на пересечение интересов со-
циальных групп, очевидно всем и не только знающим
математику, непременно приводит к нарушению цело-
стности и/или гибели государственных образований.
Структура киберинформационной системы (рис. 3) с
сигналами мониторинга и управления включает ком-
поненты: 1) «Big data – good data», которые должны
стремиться к процентному соотношению 90:10. 2)
Облачные сервисы-фильтры, предназначенные для
формирования 10 процентов структурированной, лег-
ко доступной, полезной и многократно востребован-
ной информации. 3) Материальные и временные ре-
сурсы для трансформирования киберпространства в
семантико-метрическую инфраструктуру правильных
данных. 4) Метрики классификации и оценивания
информационных объектов, необходимые для созда-
ния фильтров, анализа big data и синтеза структур
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правильных данных. 5) Вектор состояния киберпрос-
транства, определяющий фактическое соотношение
между «big data и good data» в реальном времени. 6)
Цель – достижение высокого уровня правильных
данных (Good Data = PureData [5-7]) по отношению к
«информационному мусору» – big data и последую-
щее использование уже метрико-семантически-струк-
турированных данных для оптимального управления
киберфизическими процессами планеты.
По оценке журнала «Форбс» сегодня 36 процентов
компаний вкладывают ресурсы в технологическую
культуру big data. Однако только 13 процентов из них
занимаются прогнозированием бизнеса в своем сег-
менте рынка. Тем не менее, уже 16 процентов компа-
ний пытаются использовать добытые из big data пра-
вильные данные для управления киберфизическими
процессами.
Таким образом, можно сделать вывод, что взамен
статистическому анализу данных по частичной пред-
ставительной выборке приходит точный и полный
анализ больших данных по наперед заданной темати-
ке, где экспертная формулировка проблемы есть ис-
кусство попадания в цель.
3. Выводы
Существующие программные продукты и публика-
ции не предлагают ассоциативно-логических техно-
логий поиска, распознавания и принятия решений в
дискретном информационном пространстве [4], со-
стоящем из big data. Практически все они используют
универсальную систему команд современного доро-
гостоящего процессора с математическим сопроцес-
сором. В то же время, аппаратные специализирован-
ные средства логического анализа, являющиеся их
прототипами [3], как правило, ориентированы на по-
битовую или невекторную обработку информации.
1.Новая киберинформационная модель анализа big
data, использующая средства облачных сервисов,
киберфизические системы, параллельные виртуаль-
ные мультипроцессоры с минимальным набором век-
торно-логических операций для точного поиска ин-
формации на основе предложенной булеановой мет-
рики и векторно-логических критериев качества,  дает
возможность постепенной классификации и упорядо-

чения хаотических данных big data в масштабах кибе-
рэкосистемы планеты.
2. Практическая значимость предложенных моделей
заключается в необходимости реструктуризации ки-
берпространства путем замены концепции аморфных
big data на семантически классифицируемую инфор-
мационную инфраструктуру полезных данных, пред-
назначенных для управления киберфизическими про-
цессами. В связи с этим предложены направления
формирования технологической культуры big data для
постепенного повышения уровня полезной информа-
ции от 0,4 до 10% путем компетентностной инфра-
структуризации киберпространства больших данных.
3. Направления будущих исследований - проектиро-
вание big data driven cyber physical systems, которые
ориентированы на постоянную метрико-семантичес-
кую реструктуризацию киберпространства в целях
удобного извлечения знаний, 2) также на преобразо-
вание социальных отношений неприродного мира
путем передачи управления от человека к облачным
сервисам.
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МЕТОДЫ И ТЕХНОЛОГИИ
ИНТЕГРАЦИИ ИНФОРМАЦИОННЫХ
СИСТЕМ И РАСПРЕДЕЛЕННЫХ БАЗ
ДАННЫХ

БОЖИНСКИЙ И.А.

Интеграция информационных ресурсов на уровне еди-
ного информационного пространства (ЕИП) - стратеги-
ческое направление в области управления информаци-
ей. Показывается, что современное состояние интегра-
ционных технологий, моделей и методов решения по-
ставленной проблемы в настоящее время не позволяет
эффективно решать множество практических задач из-за
функциональной ограниченности существующих под-
ходов.

Ключевые слова: информационная система, интеграция
данных, модель данных, предметная область, формаль-
ные системы.

Введение
Разработка и внедрение независимых систем авто-
матизации деятельности организации приводят к не-
согласованности и семантической неоднородности
данных в различных подсистемах. Для эффективно-
го управления современной организацией требуется
интегрированная информационная система (ИС), по-
зволяющая работать со всем объемом накопленной
в организации информацией.
Задачу интеграции корпоративных приложений
(Enterprise Application Integration – EAI) можно раз-
делить на два класса: интеграция данных и интегра-
ция приложений. Интеграция на уровне данных явля-
ется предпочтительным способом построения ИС,
она не  достаточна в тех случаях, когда логика
приложения неотделима от самих данных. Приме-
ром такого подхода является система управления
предприятием R/3 производства фирмы SAP, кото-
рая использует базу данных как хранилище «двоич-
ных» объектов в собственном формате. Поскольку в
этом случае точная структура и содержимое таблиц
неизвестны, то интеграция на уровне системы управ-
ления базами данных (СУБД), даже в режиме «толь-
ко чтение», невозможна.
Архитектура интегрирующей среды должна поддер-
живать такие модели интеграции, при которых зави-
симость между подсистемами минимальна. В данном
случае под зависимостью понимается не только необ-
ходимость использования для интеграции структур

данных и технических решений, присущих какой-
либо конкретной подсистеме, но и сам факт их суще-
ствования (подсистема может получать необходимую
информацию, не зная ее источника).
Следует отметить, что выбор того или иного метода
интеграции существенно зависит от специфики интег-
рируемых приложений и доступных технических ре-
сурсов. Основными моделями интеграции являются:
передача сообщений, физическая интеграция данных
(хранилища данных, репликация данных), логическая
интеграция данных, мониторы транзакций и серверы
приложений, автоматизация производственных биз-
нес-процессов.
Выбор того или иного сценария интеграции, помимо
функциональных требований прикладной системы,
зависит от таких факторов: качество и актуальность
данных, доступность исходного кода прикладных
подсистем, качество технической документации,
интенсивность работы с подсистемой, особенности
сетевого доступа и другие технические характери-
стики.
Целью исследования является разработка методов и
моделей интеграции распределенных баз данных.
Концепции построения единого
информационного пространства
К настоящему времени вследствие ускоренного раз-
вития информационных технологий (ИТ) уже накоп-
лены и продолжают расти значительные объемы дан-
ных, манипулирование которыми в силу гетерогенно-
го характера и, зачастую, слабой структурированно-
сти, представляет собой существенную проблему. В
условиях общественно-экономической глобализации,
а также роста зависимости уровня развития общества
от степени совершенства ИТ для адекватного функци-
онирования информационных систем и комплексов
требуется разработка принципиально новых концеп-
туально-методологических подходов к их проектиро-
ванию и реализации.
В этой связи создание концептуально-методологичес-
ких основ, математических моделей и программных
средств, интегрирующих поддержку ИС на всем про-
тяжении их жизненного цикла, непосредственно свя-
зано с производственно-экономической эффективно-
стью современных информационно-программных ком-
плексов. Изложенные обстоятельства приводят к не-
обходимости построения комплексной концепции ин-
тегрированного проектирования, реализации и сопро-
вождения ИС, с динамическим обеспечением целос-
тности и оперативной реакции ИС в гетерогенной
среде вычислений [3].
Основные принципы формирования и применения
метаданных как средства определения семантики
изложены в ряде работ [4-6]. В частности, схема
Захмана для организации метаданных предусматрива-
ет формирование их состава по определенным прин-
ципам, таким как: субъект данных, временные показа-
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тели, местонахождение и применение данных, назна-
чение данных и способ их использования.
Под информационным пространством будем пони-
мать совокупность баз данных (БД), технологий их
сопровождения и поддержки, телекоммуникацион-
ных систем, обеспечивающих взаимодействие ло-
кальных ИС и удовлетворение их информационных
потребностей.
Доступ к такой информации усложнен в связи с
различиями в способах ее хранения, вплоть до того,
что каждая база данных Oracle, электронная табли-
ца Excel или Web-сайт требуют специальных про-
грамм для извлечения данных. Таким образом,
«границы» между источниками данных не только
сдерживают использование информации для анали-
за, но и увеличивают расходы, связанные с процес-
сом создания запросов и транзакций, пересекаю-
щих эти «границы».
Объединение данных становится высшим приорите-
том для ИТ менеджеров компании, так как процесс
принятия решений продолжает требовать доступ ко
все большим объемам новых данных. Большинство
этих данных поступает в неудобной и слабоструктури-
рованной форме: начиная с огромного количества
страниц Excel, заканчивая отчетами в файлах формата
PDF и Web-страницах. Количество информации, ко-
торую необходимо собрать, растет постоянно, так как
новые аспекты для анализа и новые данные о поступ-
лениях на рынок в некоторых отраслях появляются
каждую минуту.
Объединение ресурсов на основе информационно-
коммуникационного взаимодействия информацион-
ных систем выводит их на уровень корпоративных
информационных ресурсов, получивших название –
Единое Информационное Пространство (ЕИП). Реа-
лизация ЕИП масштаба региона, корпорации, пред-
приятия возможна при создании и последующем со-
блюдении стандарта на взаимодействие между собой
как информационных систем, так и отдельных прило-
жений.
ЕИП включает в себя понятие единого пространства
данных (ЕПД), которое реализует технологию досту-
па к удаленным БД, при этом ИС выступают в роли
клиента и сервера, взаимодействуя друг с другом по
сценарию.
В отличие от рассмотренных технологий взаимосвязи
компонент ИС, в концепции ЕИП предусматривается,
что в роли информационных ресурсов ИС выступают
не только данные, но и различные приложения. Тогда
в каждой из ИС часть методов обработки данных
реализуется в виде модулей в приложении, доступ-
ных из других ИС. Например, при взаимодействии
двух ИС первая пользуется сервисами, предоставля-
емыми второй, и как результат получает уже обрабо-
танные данные, которые могут быть подвергнуты даль-
нейшей обработке компонентами первой ИС. Такой
подход соответствует распределенной, одноранговой

архитектуре взаимодействия ИС. Согласно этой архи-
тектуре, любые приложения из различных ИС могут
выступать как в роли клиента, так и в роли сервера по
отношению друг к другу, совместно решая те или
иные задачи. Такой подход минимизирует дублирова-
ние приложений. Распределение приложений по раз-
личным информационным системам позволяет до-
биться оптимального баланса загрузки приложений и
аппаратных средств и, следовательно, приводит к
эффективному использованию информационных ре-
сурсов систем в целом. При этом необходимость
знания схемы БД необходимо только тому приложе-
нию, которое обрабатывает данные из этой БД [7].
Методологические основы интеграции данных
Одной из компонент любой ИС является система БД.
Технология БД относится к числу основных компью-
терных технологий и представляет собой совокуп-
ность методов и средств определения и манипулиро-
вания интегрированными в базу данными [8]. Важной
целью применения технологии БД является создание
разделяемого между функционально связанными при-
ложениями информационного ресурса с обеспечени-
ем независимости внешнего, логического представ-
ления БД от способов ее внутренней, физической
организации. Для достижения поставленной цели тех-
нология БД использует соответствующий набор тех-
нологических инструментов.
Современное представление технологии БД опреде-
ляется тем, что в ее основу положено применение
реляционной модели данных (РМД), базирующейся
на строгом аппарате реляционной алгебры и математи-
ческой логики. Технологические операции определе-
ния и манипулирования БД выполняются с использо-
ванием систем реляционного исчисления. Реляцион-
ный подход в целом рассматривается в качестве
идеологии создания баз данных и баз знаний [9].
С одной стороны, широкое применение РМД позво-
лило разрешить одну из серьезных проблем достиже-
ния модельной однородности БД, создаваемых в сре-
дах различных СУБД, поскольку практически все
современные СУБД используют модели, приводи-
мые к реляционной. С другой стороны, опора на
реляционную модель существенно ограничивает воз-
можности определения данных в БД и тем самым
предопределяет соответствующие границы примене-
ния всей технологии БД.
Такой подход, безусловно, оправдан при проектиро-
вании БД в тех случаях, когда администратор БД
владеет схемой соответствия множества данных в
РМД множеству данных о реальном мире. С другой
стороны, интеграционные тенденции, характерные для
современного этапа развития компьютеризированных
технологий, формируют проблему построения интег-
рированных распределенных баз данных (ИРБД), для
которых обеспечение схемной однородности на осно-
ве РМД в силу целого ряда причин оказывается
недостаточным. Это означает, что при определении и
построении ИРБД реляционный подход должен при-
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меняться с учетом классической схемы проектирова-
ния БД, согласно которой необходимо знать, каким
образом был выполнен полный цикл этапов модели-
рования заданной предметной областью (ПрО) в виде
реляционных схем, интегрируемых БД. Очевидно,
что расширение границ применения реляционного
подхода при этом позволит рассматривать схемы БД
с учетом возможности их будущей интеграции в
ИРБД.
В процессе разработки и эксплуатации ИС часто воз-
никает необходимость интеграции данных из различ-
ных источников. Сценарии интеграции могут быть
разными, но можно выделить такие типичные задачи:
– согласование метамоделей;
– интерпретация моделей данных;
– сопоставление классификаторов, справочников и
доменов;
– объединение информации.
Если согласование метамоделей в настоящее время,
как правило, не вызывает принципиальных трудно-
стей (используются реляционные), то решению ос-
тальных задач зачастую препятствуют такие пробле-
мы, как:
– концептуальные отличия моделей данных, исполь-
зуемых в разных источниках в пределах одной ПрО;
– частично или полностью перекрывающиеся по обла-
сти применения, но плохо совместимые классифика-
торы, справочники и домены.
Интеграцию с точки зрения программной поддержки
можно разделить на три вида:
– процедурный;
– декларативный;
– смешанный, или процедурно-декларативный.
Процедурный подход предполагает жесткое кодиро-
вание процедур интеграции, основанное на конкрет-
ных моделях данных. Среди достоинств такого подхо-
да можно выделить отсутствие ограничений по приме-
нению к БД различных структур и моделей.
Основные недостатки подхода можно сформулиро-
вать в следующем виде:
– для каждого сочетания источников данных необхо-
димо реализовать собственный программный модуль
интеграции, реализующий полный цикл операций;
– сложность сопровождения;
– недостаточная гибкость;
– неустойчивость программной базы к изменению
модели данных.
Процедурный подход интеграции целесообразно ис-
пользовать, если задачи интерпретации являются эпи-
зодическими, непредсказуемыми и повторное приме-
нение не планируется.

Декларативный подход соотносит модели данных
между собой на уровне описания, обрабатываемого
стандартным модулем объединения, не зависящим от
моделей данных
Преимущества такого подхода определяются следую-
щими пунктами:
– максимальная универсальность;
– устойчивость к изменению модели данных;
– минимальные средние накладные расходы на каж-
дый источник данных.
Недостатком является ограниченная область приме-
нимости, так как требуется использование соответ-
ствующей универсальной метамодели во всех источ-
никах данных.
Использование декларативного подхода эффективно,
если есть возможность предусмотреть необходимость
интеграции данных на этапе проектирования их источ-
ников.
Смешанный подход использует процедурный метод
для интерпретации данных каждого из источников в
целях перевода данных в универсальную метамодель
более высокого уровня, в которой модели данных
описываются однообразно.
Кроме программной поддержки интегрированных
систем необходимо рассматривать организацию дос-
тупа к данным с позиции их размещения в файлах БД.
Наиболее распространёнными методами являются :
– консолидация данных;
– распределение;
– федерализация.
Консолидация данных
При использовании метода консолидации данные со-
бираются из нескольких исходных БД и интегрируют-
ся в одно постоянное место хранения. При этом обыч-
но существует некоторая задержка между моментом
обновления информации в исходных БД и временем,
когда данные изменения появляются в конечном ме-
сте хранения.
Конечные места хранения, содержащие данные с боль-
шими временами отставания, создаются с помощью
пакетных приложений интеграции, которые извлека-
ют данные из исходных БД с определенными, заранее
заданными интервалами. Такой подход использует
запросы к данным, которые получают периодические
“мгновенные снимки” первичных данных. Хотя по-
добные запросы получают текущие данные, они не
отражают тех изменений, которые произошли между
двумя последовательными запросами.
Преимуществом консолидации данных является то,
что этот подход позволяет осуществлять трансформа-
цию значительных объемов данных в процессе их
передачи от исходных БД к конечному месту хране-
ния. При этом сложности, связанные с данным подхо-
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дом, - это значительные вычислительные ресурсы,
которые требуются для поддержки процесса консоли-
дации данных, а также существенные ресурсы памя-
ти, необходимые для поддержки конечного места
хранения.
Обобщая, можно отметить, что консолидация данных
– это основной подход, который используется прило-
жениями для построения и поддержки оперативных
складов данных и корпоративных хранилищ. В среде
хранилищ данных одной из самых распространенных
технологий поддержки консолидации является ETL
(извлечения, преобразования и загрузки - extract,
transform, and load). Еще одна распространенная тех-
нология консолидации данных - управление содержа-
нием корпорации ECM (enterprise content management).
Большинство решений ECM направлены на консоли-
дацию и управление неструктурированными данны-
ми, такими как документы, отчеты и Web-страницы.
Недостатками такого подхода являются задержка про-
изводительности и ограничение пропускной способ-
ности. При этом необходимо обеспечивать баланс
между удовлетворением незапланированных запро-
сов и поддержкой постоянно меняющихся справоч-
ных данных. Нужно, чтобы система обладала доста-
точно мощными вычислительными ресурсами для
обслуживания всех этих потребностей. И, наконец,
крупные монолитные системы требуют специальной
настройки. Это непростая задача, особенно когда
непрерывно поступают запросы, зачастую конфлик-
тующие друг с другом.
Распределение данных
Метод распределения данных осуществляет их копи-
рование из одного места в другое. Этот подход обыч-
но применяют  в оперативном режиме и производят
перемещение данных к местам назначения, т.е. зави-
сит от определенных событий. Обновления в исход-
ной БД могут передаваться в конечную БД синхронно
или асинхронно. Синхронная передача требует, чтобы
обновления в обеих БД происходили во время одной
и той же физической транзакции. Независимо от
используемого типа синхронизации, метод распрост-
ранения гарантирует доставку данных в систему на-
значения. Большинство технологий синхронного рас-
пространения данных поддерживают двусторонний
обмен данными между первичными и конечными
системами. Технологиями, поддерживающими рас-
пределение данных, являются интеграция корпоратив-
ных приложений EAI (Enterprise application integration)
и тиражирование корпоративных данных EDR
(Еnterprise data replication).
Основным преимуществом метода распределения
данных является то, что он может быть использован
для перемещения данных в режиме реального време-
ни или близком к нему. Также среди достоинств
можно выделить двустороннее распространение дан-
ных. Этот метод может использоваться для уравнове-
шивания рабочей нагрузки, создания резервных ко-

пий и восстановления данных, в том числе и в случае
чрезвычайных ситуаций.
Федерализация данных
Федерализация данных обеспечивает единую вирту-
альную картину одного или нескольких исходных
файлов данных. Если бизнес-приложение генерирует
запрос к этой виртуальной картине, то процессор
федерализации данных извлекает их  из соответству-
ющих исходных БД, интегрирует их таким образом,
чтобы они отвечали  виртуальной картине и требовани-
ям запроса, и отправляет результаты бизнес-приложе-
нию, от которого пришел запрос. Все необходимые
преобразования данных осуществляются при их из-
влечении из исходных файлов.
Один из ключевых элементов федеративной системы
– это метаданные, которые используются процессо-
ром федерализации данных для доступа к исходным
данным. В некоторых случаях эти метаданные могут
состоять исключительно из определений виртуаль-
ной картины, которые ставятся в соответствие ис-
ходным файлам. В других решениях метаданные
также могут содержать детальную информацию о
количестве данных, находящихся в первичных сис-
темах, а также о путях доступа к ним. Такая расши-
ренная информация может помочь федеративному
решению оптимизировать доступ к исходным систе-
мам. Некоторые федеративные решения могут обес-
печивать дополнительные метаданные, которые отра-
жают семантические связи между элементами дан-
ных в исходных системах.
Основное преимущество федеративного подхода –
это доступ к текущим данным, который избавляет от
необходимости консолидировать исходные данные в
новом складе данных. Следует отметить, что федера-
лизация данных не очень хорошо подходит для их
извлечения и согласования, где существуют серьез-
ные проблемы с качеством данных в исходных сис-
темах.
Федерализацию данных можно использовать в тех
случаях, когда стоимость их консолидации переве-
шивает преимущества, которые она предоставляет.
Также такой подход полезный в тех случаях, когда
политика безопасности  и лицензионные ограничения
запрещают копирование данных исходных систем.
Федеративная архитектура очень полезна для крупных
транснациональных корпораций и является удобным
подходом для поддержания баланса между необходи-
мостью автономии местных подразделений компании
и их гибкости, с одной стороны, и стандартизации и
централизованного контроля, которые осуществляет
центральная система, – с другой. При этом под феде-
ративным хранилищем можно иметь в виду как еди-
ное физическое федеративное хранилище, так и феде-
рацию более мелких специализированных хранилищ
данных.
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Если некоторая локальная система выходит из корпо-
рации, то не приходится доставать соответствующую
информацию из единого корпоративного хранилища,
а можно достаточно легко извлечь нужные данные
или просто передать содержимое локального храни-
лища. Поддержка единого хранилища данных не яв-
ляется невыполнимой задачей, использование феде-
рализации позволяет «разделить риски» благодаря
тому, что исчезает зависимость от одной технической
платформы.
Хранилища данных
Сегодня БД и хранилища данных многими авторами
рассматриваются как структурные или информаци-
онные, а также алгоритмические модели соответ-
ствующей ПрО. Успех построения моделей ПрО в
ИС существенным образом зависит от того, на-
сколько каждая из этих моделей удовлетворяет тре-
бованиям адекватности. Модель может быть адек-
ватной на структурном и информационном уровнях,
но не удовлетворять требованиям адекватности в
качестве алгоритмической модели. Как правило,
авторами не рассматривается адекватность моделей
ПрО по всем классам моделирования совместно. Во
всех роботах по этой теме приводится только содер-
жательный вид модели ПрО.
Кроме того, отсутствие целостной теории оценивания
степени адекватности моделей обусловило необходи-
мость развития приближенных и последовательно уточ-
няющих формализаций понятий «предметная область»
и «информационный объект». Невысокий уровень
оценки степени адекватности БД и хранилищ данных
объясняется следующими причинами:
– рассматриваемая ПрО на содержательном уровне
описывается на естественном языке;
– неоднозначность интерпретации высказываний ес-
тественного языка приводит к разному восприятию
содержательного представления даже специалистами
в данной области;
– как следствие, это приводит к ошибочному воспри-
ятию представления о структуре БД, которая форми-
руется в результате общения со специалистами в
данной ПрО.
Методы отображения логической структуры
предметной области в базу данных
На сегодняшний день разработанные методы и алго-
ритмы отображения логической структуры ПрО в БД,
а также теория описания и манипулирование инфор-
мационными объектами ПрО не имеют стандартизо-
ванной реализации. БД представляет собой, по одним
утверждениям, информационную модель,  по другим
утверждениям – структурную модель. Построение
теории таких классов моделей является достаточно
сложной математической задачей. Исследование в
области онтологического подхода к построению мо-
делей интеграции позволяет сделать вывод о необхо-
димости использования двух уровней моделирова-

ния:  концептуального и моделирования хранилищ
данных в целом.
Из сказанного выше следует, что модель ПрО являет-
ся важным компонентом ИС. Разработка конструк-
тивных методов построения ИС существенным обра-
зом зависит от выбора математического аппарата
описания ПрО. В свою очередь развитие формальной
теории описания ПрО существенно зависит от спосо-
бов их содержательного представления.
При анализе методов построения теории БД и храни-
лищ данных рассмотрим два подхода, оба они имеют
логический характер, но при этом принципиально
отличаются один от другого.
1) Теоретико-модельная точка зрения, в основе кото-
рой лежит естественный язык или его некоторое под-
множество. Этот подход соответствует сетевым и
иерархическим характеристикам при моделировании
ПрО.
2) Подход на основе развития теории исчисления
предикатов разных порядков и теории вычислимости
для абстрактных объектов сложной структуры. Он
позволяет интерпретировать БД и хранилища данных
как элементы ИС, где исчисление предикатов играет
особую роль при организации доступа к данным.
Как следствие, появилась возможность построить
теорию λ  – исчисления в виде универсальной алгеб-
раической системы. При этом можно подойти «с
середины», начиная с классов БД, до определения
моделируемых информационных объектов ПрО. Даже
при том, что получаемые информационные объекты
являются абстрактными, они в то же время представ-
ляются содержательными отображениями реальных
объектов предметной области. Возникающее при этом
множество «отображений» имеет геометрическую
структуру, а именно: структуру компактного тополо-
гического пространства, в котором справедлива ак-
сиома отделения [10].
Рассмотрим логическую схему моделирования пред-
метной области.
Пусть O – фиксированное множество, элементы кото-
рого будем называть информационный объект. Через
K(O) обозначим выделенное множество конечных
подмножеств O. При этом предполагается, что для
каждого информационного объекта ПрО существует
некоторая мера их информационной ценности. Ин-
формационной системой над O в математической
теории ИС принято называть подмножество бинарно-
го отношения K(O) × O, которое удовлетворяет сле-
дующим аксиомам:

IDS 1.{oi} ∈  K(O) для всех oi ∈  O (i =  n,1 ): означа-
ет, что любое свойство задано, т.е. значения oi принад-
лежат фиксированному множеству O, полученному в
результате решения множества индивидуальных за-
дач, или оценено экспертом, т.е. данные являются
совместными.
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IDS 2.Если O’∈O” и O’∈K(O), то O”∈K(O): означа-
ет, что совместным является любое подмножество
совместного множества информационных объектов.

IDS 3.Если O’∈K(O) и O’ ⇒ oi, то O’∪ {oi}∈K(O)
для каждого oi ∈  O: утверждает, что совместимость
множества информационных объектов сохранится,
если прибавить к нему любые объекты, выведенные (в
обозначении ⇒ ) из этого множества.

IDS 4.Если O’∈K(O) и oi⊆ O’, то O’ ⇒ oi: выражает
рефлексивность совместных информационных
объектов.
IDS 5. Если O’∈K(O),  O”∈K(O),
O’ ⇒ oi и O” ⇒ o*, где o* – любой элемент из O’, то

O” ⇒ oi: выражает транзитивность совместных ин-
формационных объектов.
Приведенная система аксиом содержательно опреде-
ляет тот факт, что элементы множества O представля-
ют сведения об объектах ПрО, которые можно рас-
сматривать как частичный унарный предикат на ин-
формационных объектах [11].
Предположим, что n-арная функция f(x1,…,xn) ото-
бражает множество O’ в OІ. Если область определе-
ния функции DEF(f(x1,…,xn)) ⊂  O’ и функция f ото-
бражает ее в OІ, то функция f называется частичной.
Предикат P(x1,…,xn), который принимает значение
«истина» на собственном подмножестве множества
O’, называется частичным предикатом. Если n = 1, то
функция f и предикат P называются унарными.
Элементом модели ПрО будем называть подмноже-
ство X ⊆ O, которое имеет такое свойство, что любое
конечное подмножество X∈K(O) и из того, что O’ ⇒ oi

и O’⊆ X, следует, что oi∈X. Это означает, что элемент
ИС представляет собой совместное множество ин-
формационных объектов, замкнутых относительно
отношения выводимости.
При предсталении модели ПрО, которая лежит в осно-
ве ИС, используется замкнутое многообразие преди-
катов, как унарных, так и  максимальной размернос-
ти, которая определяется верхней границей их вычис-
лительной сложности. Замкнутая система предикатов
получается из начального множества аксиом и правил
вывода. Один из вариантов системы правил логичес-
кого вывода имеет вид:
– замена переменных;
– соединение, разделение, перестановка;
– сокращение кратной ссылки в импликации и присо-
единение произвольной ссылки;
– конъюнкция и дизъюнкция;
 – объединение двух обратных импликаций в эквива-
лентность.

Наименьшее конечное количество аксиом, с помо-
щью которого можно вывести все тождественно ис-
тинные утверждения о ПрО при заданной (получен-
ной) совокупности информационных объектов, назы-
вают минимальной системой аксиом (или базисом),
если никакое его собственное подмножество таким
свойством не обладает. Аксиоматический подход к
описанию ПрО позволяет по-другому рассмотреть
массовую проблему. Она будет тождественно истин-
ной, если выведена из системы аксиом заданной ПрО.
Если же утверждение не выведено из системы акси-
ом, то область истинности утверждения называется
приближенным представлением свойства ПрО. Если
предикат тождественно ошибочный, то соответствую-
щее свойство, представленное данным предикатом,
не выполняется в этой ПрО [12].
Важным моментом, связанным с решением индиви-
дуальных и массовых проблем, является существова-
ние конкретных информационных объектов, которые
представляют множество параметров (x1,…,xn) таких,
чтобы индивидуальная задача P(x1,…,xn) имела со-
держательный смысл в заданной ПрО. Кроме этого,
должен существовать математический аппарат, кото-
рый позволяет определить, что, по крайней мере, одно
решение удовлетворяет условиям индивидуальной
задачи и при этом имеет содержательный смысл,
определяемый рассматриваемой ПрО.
Выводы
Интеграция информационных ресурсов на уровне ЕИП
- стратегическое направление в области управления
информацией. Однако современное состояние интег-
рационных технологий, моделей и методов решения
поставленной проблемы в настоящее время не позво-
ляет эффективно решать множество практических
задач из-за функциональной ограниченности суще-
ствующих подходов.
Для обеспечения взаимодействия ИС и распределен-
ных БД в рамках ЕИП целесообразно применять рас-
пределенные одноранговые архитектуры с промежу-
точным программным уровнем интеграции. Такой
подход позволит достичь требуемого уровня гибкос-
ти, открытости и производительности распределен-
ных ИС.
В статье показано, что важной проблемой является
разработка и исследование эффективной модели ПрО
как универсального средства, позволяющего перейти
к концепции информационно-активных структур хра-
нения данных и управления информацией.
В результате проведенных исследований можно сде-
лать следующий вывод: интеграционный подход, по-
строенный как федеративная система, при решении
специфических проблем обработки и управления рас-
пределенными информационными ресурсами имеет
преимущества перед другими технологиями (консо-
лидация данных), так как в основе содержит три
основных принципа:
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– принцип распределенной среды вычислений;
– принцип удаленных вычислений (Remote
Evaluation);
– преобразование, кодирование после выполнения
действия (Code On Demand);
– мобильность информационных объектов вычисли-
тельной среды  (Mobile agents).
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РОЗРОБКА ТЕХНОЛОГІЇ І АПАРАТУРИ
УПРАВЛІННЯ  КОРИГУВАННЯМ
ЛЕГУЮЧИХ ДОМІШОК ДЛЯ
РЕГУЛЮВАННЯ ХАРАКТЕРИСТИК
КОНТАКТУ З ОРГАНІЧНОГО
НАПІВПРОВІДНИКА РС СТРУКТУР AL/
РСAL/POR-SI/N-SI/ITO І CU/РССU/ POR-SI/
N-SІ/ITO

ЗУБКО Є.І., ШВЕЦЬ Є.Я.

Розробляється технологія і апаратура управління проце-
сами коригування легуючих домішок з метою регулюван-
ня характеристик додаткового контакту з РсСu, РсAl струк-
тур Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO, Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO, за
якою виявляється оборотне поглинання кисню зі зміною
характеру контакту від омічного до випрямляючого для
Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO. Для структур Al/РсAl/por-Si/n-
Si/ITO коригування характеристик РсAl здійснюють після
операцій плазмового травлення в суміші газів Сl2 і N2 в
плині 2 годин, внаслідок утворення тонкого запорного
шару Al2O3.

Ключові слова: кисень, повітря, фталоцианін міді,
фталоцианін алюмінію, оборотне поглинання.
Кey words: oxygen, air, phtalocianin copper, phtalocianin
aluminium, reversible absorption.
Вступ
Для виготовлення електронних приладів з субмікрон-
ними розмірами елементів повинні виконуватись тех-
нологічні умови високої роздільної здатності в умовах
відсутності деградуючого впливу на властивості і
розміри плівок, виготовлених з органічних напівпро-
відників. Також це стосується і їх електричних та
електрофізичних параметрів. Тому розвиток техно-
логії напівпровідникового виробництва потребує роз-
робки принципово нового технологічного обладнан-
ня, що дозволить врахувати особливості органічних
напівпровідників і виконувати промислові задачі з
виробництва ефективних кремнієвих монокристаліч-
них сонячних елементів на високому рівні.
Ефективність застосування фталоцианінів доведена при
використанні даного матеріалу як активного шару СD-
R дисків. Також органічний молекулярний напівпро-
відник застосовується в сонячній енергетиці, як про-
відник р-типу провідності, який має ККД 2,3 % за
інтенсивності 0,14 мВт/см2 за умов напруги холостого
ходу 0,34мВ і струму короткого замкнення 27 мА
[1,2]. Однак при збільшенні інтенсивності до 5,3 мВт/
см2 ККД падав до 1,1 %.
До переваг металфталоцианінів також слід віднести їх
властивості. Це, по-перше, рекордна ступінь очищен-
ня для органічного матеріалу порядку 1014 – 1016

атомів домішок в 1 см3. По – друге, їх існує досить

велика група, оскільки їх синтезовано 70 різних видів
похідних металфталоцианінів, а при заміщенні вугле-
водних груп очікується збільшення кількості цих ре-
човин. По-третє, в них відсутя екологічна небезпека,
тому ще деякі з них використовуються при фарбуванні
одягу. По-четверте, вони мають гарну термічну і хімічну
стійкість, адже більшість їх витримують без зміни
структури стійкі до температур 400 – 500  оС на повітрі,
а в вакуумі – до 900 оС та не взаємодіють з сильними
кислотами і основами. По-п‘яте, вони легко кристал-
ізуються, сублімуються і мають цікаві оптичні власти-
вості (полоси поглинання при 400 і 700 нм з коефіці-
єнтами поглинання в розчині 2•105)[3,4].
Окрім цих досягнень, металфталоцианін може бути
використаний в сонячних елементах як додаткові кон-
тактні системи на фронтальній поверхні мікропрофіль-
ованого пористого кремнію. Там він формує мереже-
вий контакт, що характеризується малою площею
затінення, простотою виготовлення, дешевизною вих-
ідних матеріалів і має прийнятні значення струму
розтікання [5].
Але серед багатьох позитивних сторін даного матері-
алу існують і мало визначені. До яких слід віднести
процеси легування таких матеріалів.
Як відомо з літературних джерел, ймовірність ад-
сорбції металфталоцианінів по величині тиску складає
10-4 мм  рт. ст., тобто при впровадженні в середовище
зразка тиску 10-5 мм рт. ст. для утворення моношару
газу на поверхні РсМ необхідно лише 4 хвилини.
Отже, в умовах високого вакууму поверхневі стани
залежать від газової атмосфери. Властивості напівпро-
відникових контактів визначаються наявністю повер-
хневих шарів матеріалу і їх поведінкою. Тому концен-
трації газів легуючих домішок значно впливають на
характеристики контакту з органічного напівпровід-
ника,якщо навіть такими газами виступають кисень
або повітря [1,3].
1. Постановка задачі
Фотопровідність металфталоцианінів безпосередньо
пов‘язували з характеристиками поглинання світла,
оскільки  фталоцианін міді РсСu є напівпровідником
р-типу провідності. Однак потім були отримані дані
про вплив кисню на фотоелектричні властивості фото-
струму.Це пояснювали тим, що фотопровідність МPc
коррелює з властивістю центрального іона металу
утворювати зв‘язки в аксиальних напрямках. При
цьому дана властивість знижується в ряду PcZn >
PcCu > PcNi [4].
Також були проведені дослідження монокристалів
PcPb з різною концентрацією легування киснем, для
яких були визначені характеристики фотопровідності.
За результатами даної роботи при нагріві до 250°С, за
умов різних тисків чистого кисню, фотострум збільшу-
вався майже в 100 разів. Аналогічні результати були
отримані на монокристалах і тонких плівках PcCu, де
збільшення фотоструму становило 40 разів. Однак
таке збільшення неможливо було пояснити поверхне-
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вими ефектами, тому ще модифікація кілець PcCu
незначно міняє отримані результати. Було зроблено
висновки, що молекули кисню знаходяться не тільки
на поверхні, а і в об‘ємі матеріалу [1]. Тому дослід-
ження впливу легуючих домішок є неповними і потре-
бують більшої інформації.
Однак  визначати електричні властивості молекуляр-
них напівпровідників треба по можливості на моно-
кристалічних зразках в умовах високого вакууму,
або виконувати всі процеси регламенту виготовлення
плівок в умовах об‘єму одного приладу, що необхід-
но для корректності і відтворюваності результатів
досліджень в промислових умовах (рис. 1). Таким
чином, процеси пульверизації з розчинів необхідно
сумістити з методами легування, відпалу і плазмового
травлення.
Для суттєвої зміни електричних властивостей молеку-
лярних напівпровідників металфталоцианінів достат-
ньо досить малої кількості домішок. Існує не так
багато фізико-хімічних методів, що дозволяють виз-
начати природу і кількість домішок. Так, шляхом
вимірювання струму структур з фталоцианінів можна
визначити концентрацію пасток і їх розподіл по енер-
гіях в забороненій зоні.
Як відомо, вплив легуючих домішок змінює енерге-
тичні рівні структури і характер контактів від омічного
до випрямляючого. Тому контроль вимірювань по-
требує цілої низки заходів по дослідженню пара-
метрів. Серед них треба розглянути вольт-амперні та
вольт-фарадні характеристики і розрахунки коефіціє-
нта випрямлення (див. рис. 1):
Вольт-амперні характеристики  дозволяють визначити
напругу, що відповідає переходу від омічної області
до області, в якій струм обмежений просторовим
зарядом.
Вольт-фарадні характеристики виявляють зако-
номірність дії напруги на частоті, що впливає на
емність за умов різних температур на плівках. Дані
результати можуть бути корисними при розрахунках

ширини бар‘єру просторового заряду і визначення
концентрації легуючих домішок за цих умов.
Розрахунки коефіцієнта випрямлення залежать від
частоти, величини перетвореної електричної енергії і
від температури навколишнього середовища, оскіль-
ки з підвищенням частоти частина струму відгалу-
жується через внутрішню ємність діода і коефіцієнт
випрямлення зменшується. Така ж дія виявляється і
при підвищенні температури навколишнього середо-
вища.
Метою дослідження є розробка технології і апаратури
управління процесами коригування легуючих домі-
шок кисню та повітря для змінювання характеристик
додаткового контакту, виготовленого з органічного
напівпровідника Рс, структур Al/РсAl/ПК/n-Si/ITO і
Cu/РсСu/ПК/n-Sі/ITO.
Для досягнення поставленої мети необхідно вирішити
такі завдання:
– розробити технологічний процес коригування легу-
вання характеристик додаткового контактного шару з
органічного напівпровідника PcCu, PcAl структур Al/
РсAl/por-Si/n-Si/ITO і Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO;
– створити технологічно-апаратурну схему автомати-
зованого управління процесами коригування легу-
вання характеристик додаткового контактного шару з
органічного напівпровідника PcCu, PcAl структур Al/
РсAl/por-Si/n-Si/ITO і Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO;
– дослідити  вплив легуючих домішок кисню і повітря
на характеристики контакту з органічного напівпров-
ідника PcCu, PcAl cтруктур Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO і
Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO.
2. Модернізація виробничої установки,
суміщеної з методами коригування легування
структур
Прилади, що застосовуються при легуванні методом
іонної імплантації шляхом ступінчатого впровадження
в декілька етапів з різною енергією і дозою легування,
є найбільш прийнятними за умов легування киснем і

Рис. 1. Технологічна блок – схема коригування легування
низькорозмірного контактного шару структури
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потребують оптимізації процесів. Це пов‘язано з особ-
ливостями формування низькорозмірних структур,
які необхідно формувати в одному об‘ємі для запоб-
ігання впливу сторонніх домішок.
Також відомо, що зміна характеру для структур Шот-
тки Au/PcN/Al булa здійсненa шляхом суміщення з
процесами термообробки опромінення іонами елект-
рично неактивних домішок (H, He, N, Ar і ін.) [6,7]. А
для вирішення проблеми коригування легування ме-
талфталоцианінів, що мають у своєму складі метали,
на яких утворюється запорний шар, наприклад, РсAl,
в технологічний процес треба ввести метод плазмово-
го травлення.
Тому всі процеси регламенту виготовлення плівок
суміщені в одному об‘ємі і на рис. 2 представлено
удосконалену комірку процесів пульверизації, що
включає методи легування, відпалу і плазмового трав-
лення. А на рис. 3 наведено схему автоматизованого
управління технологічними  процесами формування
структури додаткового контактного шару на основі
металфталоцианінів з коригуванням легування для
потреб сонячної енергетики.
При цьому для мікроструктур з субмікронними розм-
ірами, до яких відноситься додатковий контактний
шар з фталоцианіну міді або фталоцианіну алюмінію,
найбільш перспективними є іонно-плазмові процеси і
прилади, що застосовують резонансні явища в висо-
кочастотній плазмі. Вони мають назву «трансформа-
торно-пов‘язаної плазми» (Transformator Coupled
Plasma) або «індуктивно-пов‘язаної плазми»
(Inductively Coupled Plasma). Джерелом такої конст-
рукції стала розробка Matsushita Electric Industrial
Co., Ltd  на основі ТСР-розряду [7], в якій джерело

а б

Рис. 2. Удосконалена комірка процесу пульверизації, що включає методи легування,
відпалу і плазмового травлення додаткового контактного шару з органічних напівпровід-

ників (а); ТСР-джерело - розробка компанії Matsushita Electric Industrial Co., Ltd (б)

ізольовано від плазми діелектричним ізолятором. Така
пластина розташована на столику в нижній частині
камери під джерелом і кріпиться тримачем. Джерело
являє собою багатозаходну спіраль (рис. 2,б), яка в
камері утворює високочастотні магнітні поля, що на-
кладаються.
Слід зазначити, що в установках такого типу бомбар-
дування підкладки здійснюється низькоенергетични-
ми частками, що безпечно діють на монокристалічний
кремній і не порушують його структури.
3. Розробка автоматизованого комплексу
управління технологічними процесами
формування структури додаткового
контактного шару на основі РсМ з
коригуванням легування
На рис 3 зображена спрощена схема керування
автоматизованим комплексом управління технолог-
ічними процесами формування структури додатко-
вого контактного шару із коригуванням легування.
Використання SCADA систем на персональній елек-
тронній обчислювальній машині (ПЕОМ) дозволяє
вести контроль за системою пульверизації безпосе-
редньо з екрана монітора, встановлювати швидкість
осадження плівок, при цьому здійснювати всі дозу-
вання (газів – кисню, аргону, хлору, азоту). Також
існує можливість використовувати інші гази для
процесів відпалу і плазмохімічного травлення для
схеми керування автоматизованим комплексом уп-
равління технологічними процесами формування
структури додаткового контактного шару з коригу-
ванням легування.
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Відпал зразків здійснюється за умов термообробки
термопарою при напуску аргону. При цьому термопа-
ра з‘єднана з тригером, системою управління нагріва-
чем і контролером.
Основним вузлом системи керування є контролер
фірми SIEMENS S7-315 DP2. Контролер і електроав-
томатика розташовані в шафі керування. Система
керування забезпечує два режими роботи: автоматич-
ний; ручний (напівавтоматичний). Напівавтоматичний
режим (ручний) поєднує в собі ручне керування про-
цесами пульверизації і відпалу структури без участі
контролера і частково автоматичне керування пода-
чею кисню, легуючих домішок та домішок травлення.
Такі режими обрані з умов безпеки роботи автомати-
зованого комплексу управління технологічними про-
цесами формування структури додаткового контакт-
ного шару з коригуванням легування. В обладнанні є
також два режими керування: місцевий (з панелі
оператора); дистанційний (із центрального комп’юте-
ра ПЕОМ).
Для керування на автоматизованому комплексі уп-
равління технологічними процесами формування струк-
тури додаткового контактного шару з коригуванням
легування є панель оператора і пульт оператора.
Панель і пульт розташовані на лицьових дверцятах
шафи керування. На пульт винесені основні групи
кнопок керування:

Рис. 3. Схема автоматизованого управління технологічними  процесами формування структури додаткового
контактного шару на основі металфталоцианінів  з коригуванням легування для потреб сонячної енергетики

1. Процеси пульверизації:
- вибір режиму роботи пульверизації: швидкість нане-
сення плівки, тиск стисненого повітря;
- вибір режиму керування пульверизацією;
- аварійна зупинка процесів пульверизації.
2. Процеси легування:
- включення і вимикання кисню в ручному режимі;
- включення початку подачі кисню в автоматичному
режимі і змушена зупинка подачі;
- вибір режиму роботи легування;
- вибір режиму керування легуванням;
- аварійна зупинка процесів легування;
3. Процеси відпалу:
- включення і вимикання аргону в ручному режимі;
- включення початку подачі аргону в автоматичному
режимі і змушений останов подачі;
- вибір режиму роботи відпалу структури;
- вибір режиму керування відпалу структури;
- аварійна зупинка процесів відпалу;
4. Процеси плазмового травлення:
- включення і вимикання N2 або Сl2 в ручному режимі;
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– включення початку подачі N2 або Сl2 в автоматично-
му режимі і змушена зупинка подачі;
– вибір режиму роботи плазмового травлення струк-
тури;
– вибір режиму керування плазмового травлення;
– аварійна зупинка процесів плазмового травлення.
Переміщення верхнього люка комірки в автоматично-
му режимі відбувається при наявності команди вклю-
чення двигуна з контролера. За відстеженням поло-
ження люка стежить пов’язаний з контролером по
шині PROFIBUS DP датчик кутового переміщення
фірми TR-ELECTRONICS. При досягненні люком
заданого положення команда включення двигуна
знімається. Положення люка вводитися з панелі опе-
ратора. При виборі дистанційного керування поло-
ження люка можна задати на комп’ютері. У ручному
режимі при натисканні кнопок нагору/униз живлення
на двигун подається без участі контролера. Для обме-
ження області переміщення в крайніх зонах установ-
лені датчики кінцевого положення, які сигналізують
свій стан у контролер і блокують подальше пере-
міщення. Люк також має кілька фіксованих поло-
жень. При виникненні аварії під час роботи установки
він відходить у положення паркування. При ремонті
комірки її можна відвести в положення обслуговуван-
ня. Положення ремонту, паркування й роботи вста-
новлюються наладчиком. Однак оператор має мож-
ливість змінити положення роботи.
Схема має відмінність подачі кисню в ручному і
автоматичному режимі. Подача кисню в ручному
режимі задається процентним співвідношенням
відкриття клапана 1. Співвідношення встановлюється
наладчиком системи з панелі оператора або із цент-
рального комп’ютера та не може бути змінене опера-
тором. Оператор включає кисень натисканням кнопки
включення кисню в ручному режимі. Процес вклю-
чення такий. Відкривається клапан 1 у заданому про-
центному співвідношенні. Клапан деаерації закриваєть-
ся. Відкривається відсічний клапан 2. Перевіряється
його стан. Якщо він не пішов в аварію, то відкриваєть-
ся клапан 3 і також відслідковується його стан. Після
його вдалого відкриття йде подача кисню у вакуум-
камеру. Температуру, тиск, витрату кисню з відпові-
дних датчиків можна спостерігати з панелі оператора
або із центрального комп’ютера. Регульований клапан
1 перебуває постійно в одному стані. Відключення
подачі кисню спрацьовує при натисканні кнопки зу-
пинки подачі в ручному режимі.
Подача кисню в автоматичному режимі ускладнена.
Оператор на панелі або з комп’ютера вводить необх-
ідну витрату кисню і задає час продувки (відповідно
до технологічної карти формування контактного шару).
Витрата перелічується щодо поточного тиску і темпе-
ратури кисню із установлених датчиків. Перелічення
йде періодично в плині всього часу дозування. Про-
порційно переліченій витраті відкривається регульова-
ний клапан 1. Процес включення аналогічний ручно-

му режиму. Включення починається при натисканні
оператором кнопки дозування кисню в автоматично-
му режимі. Під час дозування контролер підтримує
витрату за допомогою ПІД регулювання клапана 1.
Температуру, тиск, витрату кисню з відповідних дат-
чиків можна спостерігати з панелі оператора або із
центрального комп’ютера. Відключення подачі кисню
спрацьовує по витіканню часу дозування або приму-
совою зупинкою дозування.
Важливими є контури подачі газів (N2 i Cl2) для
плазмохімічного травлення. Клапан N2 i Cl2 вклю-
чається тоді, коли потрібна операція плазмохімічного
травлення структури і очищення додаткового контак-
ту від домішок, газів і включень другої фази в процесі
пульверизації. Контролер відслідковує процес фор-
мування високочастотної плазми при включеній по-
дачі газів, тиск газів і їх витрату. Якщо дані параметри
не відповідають закладеним у проект, то система
плазмохімічного травлення переходить у режим ре-
монту. Подача газів здійснюватись не буде. Деякі
параметри також можуть перервати процес дозування
як у ручному, так і в автоматичному режимі.
За допомогою додаткового устаткування контролер
відслідковує стан роботи всіх механізмів і вчасно
реагує на аварійні режими. Частина аварійних ре-
жимів блокують подальшу роботу системи, частина
аварій виводиться з позначкою аварійної індикації.
При натисканні аварійного стопа всі клапани закрива-
ються, відключається живлення на всі датчики і керо-
вані механізми, контролер залишається включеним і
видає індикацію аварії. Програмне забезпечення кон-
тролера та панелі керування дозволяє вести протоко-
лювання аварій, їх видачу на рідкокристалічний екран,
перегляд їх за списком, зберігання, уведення діалогу
з оператором.
За даною схемою було досліджено вплив легуючих
домішок кисню на характеристики контакту з орган-
ічного напівпровідника PcCu або PcAl для cтруктур
Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO і Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO.
4. Дослідження впливу легуючих домішок
кисню і повітря на характеристики контакту з
органічного напівпровідника PcCu або PcAl для
cтруктур Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO і Cu/РсСu/por-
Si/n-Sі/ITO
Як відомо, власні електричні властивості металфтало-
цианінів (РсМ) реєструються досить рідко. І в області
власної провідності заборонена зона металфталоци-
анінів складає 2 еВ, а при легуванні їх енергії активації
зменшуються. Однак слід зазначити, що при темпера-
турах вище 140°С процес провідності РсСu і PcAl
визначається власними властивостями матеріалу за
умов відсутності навколишньої газової атмосфери. А
при більш низьких температурах на провідність впли-
ває домішковий електронний рівень, що розташова-
ний на 0,32 еВ нижче від краю зони провідності.
Гарним критерієм відсутності або наявності легуючих
домішок в РсМ виступає енергія активації ДE. Для її
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визначення потрібні вимірювання провідності у плівок
РсМ і розв‘язок рівняння експотенціальної темпера-

турної залежності провідності: )
kT2

Eexp(o
∆−

⋅σ=σ .

Як інжектуючий контакт для PсСu було обрано Cu,
для PcAl – Al. Даний вибір пов”язаний з появою
інжекційної складової з контактів у формі нанострук-
турованої мережі з міді або алюмінію, осадженої на ПК
з фронтальної сторони. До тильної сторони n-Si було
осаджено ITO покриття. Таким чином, були створені
два металевих електроди з різними роботами виходу
(ФCu =4,59 еВ; ФAl = 4,41 еВ; ФITO = 3,6 еВ). Потім
проводились вимірювання провідності плівок за різних
температур.
Результати розв‘язку рівняння і побудови графіка в
координатах lgу–1/Т (рис. 4) і ДE-1/Т (рис. 5) дозволи-
ли зробити такі висновки. В атмосфері кисню провідність
в температурному інтервалі від 40 до 180 °С домішкова,
що реєструється прямою лінією без перегибів для
зразків ITO/n-Si/por-Si/PcСu/Cu. Енергія активації ДE
нижча від енергії 1,62 еВ, що необхідно для визволення
носіїв заряду з кисневого комплексу.
При дослідженні композицій ITO/n-Si/por-Si/PcСu/
Cu в умовах повітря при 100°С виявили перегинання,
яке свідчить про перехід від власної провідності при
високих температурах. ДЕ за величиною 2,14 еВ
відповідає генерації власних носіїв заряду.
Таким чином, кисень призводить до переміщення
рівня Фермі, який наближається до валентної зони.
Слід зауважити, що при збільшенні його концентрації
підвищується щільність власних носіїв заряду.

Рис. 4. Залежність lg у від 1\T для композицій ITO/n-Si/
por-Si/PcСu/Cu (кисень (2), повітря (1))

Рис. 5. Залежність ДЕ від 1\T для композицій  ITO/n-Si/
por-Si/PcСu/Cu

В питаннях впливу легуючих домішок кисню і повітря
на енергетичні рівні структур треба вивчити характер
контактів. Композиції Al/РсAl/ por-Si/n-Si/ITO і Cu/
РсСu/por-Si/n-Sі/ITO отримані без порушення вакуу-
му на всіх стадіях виготовлення і вимірювання, тому
вони  мають омічний характер контактів. Величина
вакууму складала 10-7 – 10-8 мм рт. ст. Слід зауважи-
ти, що шари РсAl і РсСu не відпалені і мають полікри-
сталічну морфологію поверхні р-типу провідності.
ВАХ таких структур майже зовсім симетрична, хоча
металеві електроди мають різні роботи виходу. На
рис. 6 залежності lgI від lgU для зразків Al/РсAl/por-
Si/n-Si/ITO в області низьких напруг (± 2 В) мають
вид прямих ліній, нахил яких становить 1,2 – 1,5

( nUІ ≈ , n = 1,2 – 1,5). Тому структура утворює омічні
контакти і вони не обмежують провідність системи.
Струм, що проходить крізь структуру Al/РсAl/por-Si/
n-Si/ITO при більш високих напругах (|U| > 3 – 5 В),
обмежений просторовим зарядом. Але параметр n
збільшується до 3, хоча графік lgI від lgU лишається
лінійним. Це пояснюється утворенням ізолюючого
шару Al2O3 на поверхні контактної системи. Отже,
легування киснем коригує характер контакту з орган-
ічного напівпровідника.
Для приладової композиції Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO
рекомендується коригування характеристик РсAl, яке
здійснюють після операцій плазмового травлення в
суміші газів Сl2 і N2 протягом 2-х годин, внаслідок
утворення тонкого запорного шару Al2O3

Зовсім інша картина спостерігається для зразків Cu/
РсСu/por-Si/n-Sі/ITO. Як для позитивного зміщення,
так і для негативного електричні характеристики
незмінні.

Рис.6. ВАХ композицій Al/РсAl/ por-Si/n-Si/ITO, що не
відпалені і виготовлені в умовах вакууму

Коригування характеристик РсAl здійснюють після
операцій плазмового травлення в суміші газів Сl2 і N2
в плині 2 годин, внаслідок очищення поверхні від
забруднюючих домішок з розчинів пульверизації і
утворення тонкого запорного шару Al2O3. Далі за
умов відпалу зразків при температурах 100°С і 200°С,
а також дії кисню бачимо випрямляючий ефект. Легу-
вання киснем структури виконувалось шляхом вит-
римування плівок РсAl і PcCu протягом 2-х годин в
установці, що були осаджені методом пульверизації
на ПК. Таким чином, дія кисню на структурах Al/РсAl/
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por-Si/n-Si/ITO приводить до сильного випрямляючо-
го ефекту (rвипр. = 16000 при ± 1,6 В) у порівнянні з
відповідним значенням подібних структур, що не були
відпалені і виготовлені без порушення вакууму (rвипр.
= 1,2).
Результати ВАХ даних структур наведені на рис. 7.

Рис. 7. ВАХ композицій Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO за умов
відпалу зразків при температурах 100°С (в) і 250°С
(світлова ВАХ - а, темнова ВАХ -  б) та дії кисню

(протягом 2-х годин)

З даного зображення бачимо, що при фіксованій
напрузі темновий струм менший, ніж світловий за
прикладеною позитивною напругою до електрода, що
містить основний Al і додатковий контакт з РсAl
(світлова ВАХ і темнова ВАХ для зразків Al/РсAl/ por-
Si/n-Si/ITO, які були відпалені при 200°С). Це може
означати, що біля двох металевих електродів пастки
розподілені несиметрично. Отже, випрямляюча дія
структури пояснюється тим, що на поверхнях поділу
з двома металевими електродами виникає неоднакова
концентрація кисню.
Аналіз прямих гілок виявляє базовий опір шару ПК,
що є досить високим, і коефіцієнт неідеальності при
невеликих зміщеннях становить n = 2 – 3. Слід зазна-
чити, що світлова ВАХ має типово фотодіодний харак-
тер, оскільки  відношення струмів на світлі і в темноті
складає 2 – 3 порядки при декількох вольтах запорно-
го зміщення за величиною. Але фотострум наро-
щується досить повільно при збільшенні зворотного
зміщення. Знак напруги холостого ходу відповідає
збідненому вигину зон n-Si і складає 0,25 – 0,3 В.
При цьому зразок Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO, який був
відпалений при 100°С, має ознаки м’якого пробою
гетеропереходу, де за невеликою ділянкою насичення
випливає ділянка різкого збільшення струму.
Природа центрального атому металу досить суттєво
впливає на чутливість до дії кисню. Це особливо
стосується структур Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO. Були
проведені дослідження, в яких зразок Cu/РсСu/ПК/n-
Sі/ITO витримували в атмосфері чистого кисню при
150 °С протягом 5 годин.
Відповідно до класичної моделі область просторового
заряду утворюється за рахунок іонізованих домішок у
напівпровіднику поблизу одного з контактів.Область

просторового заряду приводить до появи випрямляю-
чого ефекту, який визначається з ВАХ. Тому для
зразків, які були виготовлені за даними умовами,
отримали ВАХ, що характеризуються випрямляючи-
ми властивостями контактів. Потім ту саму компози-
цію відпалювали в аргоні при 150 °С впродовж 30
хвилин. Були виміряні ВАХ, які показують омічний
ефект структури (рис. 8). Хоча опір тонкої плівки
понизився, але випрямляючої дії не реєструвалось. Ці
нові дані доказують те, що композиції властиве зво-
ротне поглинання кисню і його вивільнення. Таким
чином, з”явилась можливість регулювати і контролю-
вати дію легуючої домішки в композиції, що дозволяє
молекулярний органічний напівпровідник фталоци-
анін міді.
Але зворотне поглинання легуючої домішки – кисню
відсутнє для композицій Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO. Це
наслідки формування тонкого запорного шару Al2O3
на поверхні фталоцианінів алюмінію.

Рис. 8. Десорбція кисню з поверхні PcCu композиції
ITO/n-Si/por-Si/PcСu/Cu

Легування PcCu і PcAl можливе при застосуванні
галогенів. Бром і йод є сильнішими окиснювачами,
ніж кисень і повітря. Це пов”язано з відновлювальним
потенціалом по відношенню до нормального воднево-
го електрода, який дорівнює -0,56 В. Розгляд даного
питання важливий з точки зору використання брому в
процесах електролітичного анодування, тому що він
лишається на поверхні як продукт електролітичного
анодування і може впливати на термічне окислення
фталоцианінів.
Отже, по-перше, присутність кисню стабілізує об-
ласть просторового заряду. По-друге, шар просторо-
вого заряду в органічному матеріалі утворюється бе-
зумовно. Він формується після іонізації комплексів
РсМ, О2. Але заряди, що виникли при цьому, надійно
захоплені пастками. Однак ВАХ можуть відрізнятись
від контактів Шоттки. Вплив такого механізму треба
виключити. Для цього необхідно провести ємнісні
вимірювання.
Як відомо, ємність визначається осцілюючою напру-
гою на частоті вимірювань, що розподіляються до
контакту. А якщо носії заряду надійно захоплені пас-
тками, то  високочастотна напруга не діє на них. Таким
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чином, слід проводити вимірювання при низьких ча-
стотах (0,01 – 100 Гц).
Виявлено, що при температурі ~ -100°С в структурах
Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO при частоті зовнішнього поля
1 Гц ємність не залежить від напруги (рис. 9). Тільки
при температурі 20°С напруга починає діяти на ємність.
Отримані результати, за якими при цій температурі
ширина бар,єру для структур Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO
складає 80 – 200 Е, а концентрація іонізованих домі-
шок становить 2•1018 – 1019 см-3. Дана концентрація
відповідає одному акцептору на 102 – 103 молекул
РсAl. Також ємнісні вимірювання підтвердили, що
кисень бере участь в утворенні бар,єру Шоттки.

Рис. 9. Ємнісні вимірювання композиції Al/РсAl/por-Si/
n-Si/ITO

Таким чином, в структурах Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO
і Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO спостерігалось зниження
питомого опору поверхні плівок фталоцианінів на
декілька порядків, що було пов”язано з дією легую-
чої домішки. Також для всіх структур, що були
піддані дії кисню, спостерігався високий коефіцієнт
випрямлення 20 – 80 при напрузі ±0,5 В, що підтвер-
джується ВАХ і ВФХ. В той же час композиції, які
були виготовлені у вакуумі, мали омічні характери-
стики контактів.
Висновки
1. Доповнено наукові дані про коригування легую-
чими домішками характеристик контактів Cu/РсСu/
por-Si/n-Sі/ITO, Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO, сформова-
них методом пульверизації з металфталоцианінів.
Зокрема, виявлено зворотне поглинання кисню і
його вивільнення для структур ITO/n-Si/por-Si/PcСu/
Cu, що реєструвалось зміною форми світлової ВАХ
від омічного характеру до випрямляючого. Для струк-
тур Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO зворотне вивільнення
кисню не виявлено, що пояснюється утворенням
шару Al2О3 і утворенням області просторового заря-
ду 80 – 200 Е за концентрацією іонізованих домішок
2•1018 – 1019 см- що відповідає одному акцептору на
102 – 103 молекул РсAl.

2. Розроблено технологію коригування легуючою
домішкою кисню характеру додаткового контакту з
РсСu, РсAl для структур Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO, Al/
РсAl/por-Si/n-Si/ITO, за якою для приладової компо-
зиції Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO коригування характери-
стик РсAl здійснюють після операцій плазмового трав-
лення в суміші газів Сl2 і N2 протягом 2-х годин та
відпалу зразка при 200°С і дії кисню.
3. Удосконалено апаратуру управління процесами
легування киснем, яка відрізняється від існуючих тим,
що вона інтегрована в процес формування додаткових
низькорозмірних контактних систем СЕ і коригує
концентрацію кисню, використовуючи методи іонної
імплантації, відпалу і плазмового травлення, та
здійснює контроль вимірювання за алгоритмом.
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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ФАЗОВЫХ
ПРЕВРАЩЕНИЙ НА ПРИМЕРЕ
ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ СТЕФАНА

ПОДГОРНЫЙ А.Р., СИДОРОВ М.В.,
ЯЛОВЕГА И.Г.

Рассматривается задача расчета температурного поля
в стержне при наличии фазовых превращений (одно-
мерная задача Стефана). На основании метода Галер-
кина для нестационарных задач строится численный
метод решения задачи Стефана. Эффективность чис-
ленного метода иллюстрируется серией вычислитель-
ных экспериментов.
Ключевые слова: одномерная задача Стефана, точ-
ка фазового перехода, метод Галеркина.
Key words: one-dimensional Stefan problem, of phase
transitions point, the Galerkin method.
Введение
Актуальность исследования. Моделирование про-
цессов тепломассопереноса, которые сопровожда-
ются изменением агрегатного состояния среды (на-
пример, её плавлением или затвердеванием), вызыва-
ет необходимость решения задачи Стефана. Кроме
того, интерес к задаче Стефана возникает при модели-
ровании переходов «жидкая фаза – пар» во влажном
материале. В частности, решение задачи Стефана име-
ет большое значение для строительства, поскольку ею
описывается значительное количество процессов,
реально происходящих в конструкциях здания во
время его эксплуатации [1].
Особенностью данной задачи является переменный
размер области, в которой исследуется температур-
ное поле. Это следствие того, что имеется подвижная
граница раздела фаз. Изучение поведения границы
раздела с течением времени и составляет основную
цель решения задачи. Отметим также, что физические
свойства среды при переходе через границу фазовых
превращений (в нашем случае это теплопроводность)
изменяются скачкообразно. Таким образом, задача
Стефана характеризуется существенной геометричес-
кой и физической нелинейностями, что крайне затруд-
няет её решение. Общие аналитические решения этой
задачи при произвольной форме области и различных
температурных режимах на границе не известны. Из-
вестны лишь некоторые частные решения в одномер-
ной задаче [1, 2, 5, 6].
В связи с этим разработка новых методов математи-
ческого моделирования и численного анализа задачи
Стефана является актуальной научной проблемой.
В данной работе рассмотрена проблема математичес-
кого моделирования и численного анализа фазовых
превращений на примере одномерной задачи Стефа-
на. Для решения задачи предлагается приближенный

аналитический метод на основе метода Галёркина, с
помощью которого были получены численные значе-
ния температурного поля и приближенное уравнение
границы фазового перехода.
Цель и задачи исследования. Целью настоящего ис-
следования является разработка математических ме-
тодов решения задачи математического моделирова-
ния и численного анализа фазовых превращений на
примере одномерной задачи Стефана.
Для достижения поставленной цели необходимо ре-
шить следующие задачи:
- сформулировать задачу компьютерного моделиро-
вания и численного анализа процесса фазовых пре-
вращений;
- разработать метод решения задачи расчета темпера-
турного поля при фазовых превращениях;
- разработать программный продукт, автоматизирую-
щий решение расчета температурного поля при фазо-
вых превращениях;
- провести вычислительные эксперименты для раз-
личных параметров модели;
- провести анализ адекватности полученного реше-
ния.
1. Постановка задачи
Фазовыми превращениями называют переход веще-
ства из одной фазы в другую при изменении состоя-
ния системы. При этом фаза – совокупность телесных
объектов, имеющих определенный химический со-
став и термодинамические свойства, отделена от дру-
гих фаз поверхностью раздела [1, 5]. Основной ха-
рактеристикой фазовых превращений является темпе-
ратура, при которой фазы находятся в состоянии
термодинамического равновесия (точка фазового
перехода).
Имеется классификация фазовых переходов, соглас-
но которой для фазовых переходов первого рода
характерно, что в точке фазового перехода наблюда-
ется выделение или поглощение тепла и изменение
объема.
С точки зрения изменения термодинамических пара-
метров, к фазовым переходам первого рода относятся
те, которые характеризуются равенством удельных
энергий Гиббса (термодинамических потенциалов)
обеих фаз в точке фазового перехода, при том, что
первые производные энергии Гиббса по температуре
и давлению претерпевают скачкообразное изменение.
Стоит отметить, что в точке фазового перехода на
температурной зависимости энтропии удельного объе-
ма, а также энтальпии имеется разрыв. К таким про-
цессам относятся, например, превращение твердого
тела в жидкое (плавление) и обратный процесс (кри-
сталлизация), жидкого – в пар (испарение, кипение),
одной кристаллической модификации – в другую
(полиморфные превращения) и т.д. [5].
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К фазовым переходам второго рода относятся перехо-
ды, сопровождающиеся скачком вторых производ-
ных энергии Гиббса по функциям состояния в точке
превращения. К этому классу фазовых переходов
можем отнести процессы перехода нормального про-
водника в сверхпроводящее состояние, ферромагне-
тика – в парамагнетик т.д. [5].
Рассмотрим одномерную однофазную задачу Стефа-
на [1, 2, 5, 6].

Возьмем отрезок (0, L)Ω = , который точкой x (t)= ξ

(граница фазового перехода), (0) 0ξ >  разбивается на
две подобласти:

(t) {x | 0 x (t)}+Ω = < < ξ ,    (t) {x | (t) x L}−Ω = ξ < < .

Будем считать температуру фазового перехода равной
нулю ( u 0∗ = ), поэтому в твердой фазе, которая зани-

мает область −Ω , положим u(x, t) 0< , а в жидкой
(область +Ω ) – u(x, t) 0> . Для определения темпера-
туры в жидкой фазе рассмотрим уравнение теплопро-
водности (однородная среда)

2
1

2
u u 0
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂
, x (t)+∈Ω , 0 x (t)< < ξ ,     (1)

а для определения температуры в твердой фазе рас-
сматривается уравнение теплопроводности вида (од-
нородная среда)

2

2
u u 0
t x

∂ ∂
β − =
∂ ∂

, x (t)−∈Ω , (t) t Lξ < ≤ .    (2)

Дополним уравнение (1) начальным условием:

0t 0u u 0= = < ,                        (3)

Пусть левый и правый концы поддерживаются при
заданной температуре:

1 cx 0u u= = ,    2 0x Lu u= = .              (4)

На границе фазового перехода выполнены следую-
щие условия:

1 2x 0 x 0u u=ξ− =ξ+= ,                   (5)

2 1

x 0 x 0

u u d
x x dt=ξ+ =ξ−

∂ ∂ ξ
δ − = γ
∂ ∂ .            (6)

Постоянная γ  связана с энтальпией фазового перехо-
да [5].
В сформулированных предположениях о граничных и
начальных условиях в однофазной задаче Стефана (1)
– (6) скорость движения границы фазового перехода

( n
dv
dt
ξ

= ) положительна, т.е. область жидкой фазы

постепенно расширяется. Монотонное возрастание

функции (t)ξ  следует из принципа максимума для
параболических уравнений [5].
2. Применение метода Галёркина
Для решения задачи (1) – (6) применим метод Галёр-
кина [7].
Сделаем в задаче (1) – (6) замену

u(x, t) (x) v(x, t)= ϕ + ,                  (7)

где v(x, t)  – новая неизвестная функция, а (x)ϕ  –
функция, удовлетворяющая условиям

cx 0 u=ϕ = ,  0x L u=ϕ = .

Можно, например, взять

c 0
c

u u
(x) u x

L
−

ϕ = + .

При таком выборе функции (x)ϕ  получим, что v(x, t)
является решением задачи

2
1 1

2
v v
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
, t 0> , 0 x (t)< < ξ ,            (8)

2
2 2

2
v v
t x

∂ ∂
β =

∂ ∂
, t 0>   (t) x Lξ < < ,          (9)

1 x 0v 0= = ,  2 x lv 0= = ,                (10)

0t 0v u= = − ϕ ,                     (11)

1 2x 0 x 0v v=ξ− =ξ+= ,                 (12)

c 02 1

x 0 x 0

u uv v d ( 1)
x x dt L=ξ+ =ξ−

−∂ ∂ ξ
δ − = γ − δ −
∂ ∂ .(13)

Согласно методу Галеркина решение задачи (8) – (13)
будем искать в виде

n(n)
k k

k 1
v (x, t) c (t) (x)

=
= ϕ∑ ,               (14)

где kc (t) , k 1, ..., n=   , – неизвестные функции; k (x)ϕ ,
k 1, ..., n=   , – координатные функции.

В качестве координатных функций можно взять, на-
пример,

k k 1
2x(x) x(l x)P 1
l−

 ϕ = − − 
 

,  k 1, ..., n=   ,

где mP (z)  – полиномы Лежандра.

Подставив (14) в уравнения (8), (9), получим невязку

(n)
1 nR (x, t;c ,..., c ) =
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n n
k

k k k 2
k 1 k 1

n n
k

k k k 2
k 1 k 1

c (t) c (t) , 0 x (t);
x

c (t) c (t) , (t) x L.
x

= =

= =

 ∂ϕ
ϕ − < < ξ

∂= 
∂ϕβ ϕ − ξ < < ∂

∑ ∑

∑ ∑





  

  
  (15)

Функции 1 nc (t), ..., c (t)   найдем из условия ортого-
нальности невязки (15) функциям 1 n(x), ..., (x)ϕ ϕ  :

( )(n)
1 n j L (0, L)2

R (x, t; c , ..., c ), (x) 0ϕ =
 

      ,     (16)

j 1, ..., n=   .

После преобразований (16) примет вид

n n
k kj k kj

k 1 k 1
c (t)a (t) c (t)b 0

= =
+ =∑ ∑ ,         (17)

j 1, ..., n=   , где обозначено

(t) L
kj k j k j

0 (t)
a (t) dx dx

ξ

ξ
= ϕ ϕ +β ϕ ϕ∫ ∫ ,

2L
k

kj j2
0

b dx
x

∂ ϕ
= − ϕ

∂
∫ ,  k, j 1, ..., n=   .

Подставив (14) в начальное условие, получим невяз-
ку

( ) n(n) 0 0 0
1 n k k 0

k 1
r x; c , ..., c c (u )

=
= ϕ − −ϕ∑   .     (18)

Числа 0 0
1 nc , ..., c   найдем из условия ортогональности

невязки (18) функциям 1 n(x), ..., (x)ϕ ϕ  :

( )( )(n) 0 0
1 n j

L (0, )2
r x; c , ..., c , 0ϕ =

 L
     ,       (19)

j 1, ..., n=   .

Итак, начальные условия 0
k kc (0) c= , k 1, ..., n=   , для

(17) получим, решив систему линейных алгебраичес-
ких уравнений, которая получается из условий (19):

n 0
k kj j

k 1
c g h

=
=∑ , j 1, ..., n=   ,           (20)

где обозначено
L

kj k j
0

g dx= ϕ ϕ∫ ,

L
j 0 j

0
h (u ) dx= −ϕ ϕ∫ , k, j 1, ..., n=   .

Известно, что для задачи Стефана на полупрямой
фронт фазового перехода распространяется по закону

(t) tξ = α  [6]. В нашей задаче зависимость (t)ξ
будем искать именно в таком виде. Для нахождения
параметра α  была использована аппроксимация ме-
тодом наименьших квадратов на основании условий
(12), (13) и полученного приближенного по методу
Галёркина решения.
3. Вычислительный эксперимент
Вычислительный эксперимент был проведен на про-
межутке 0 x l< <  ( L 1= ), который, в свою очередь,
был разделен на две подобласти 0 x (t)< < ξ  и

(t) x lξ < <  границей фазового перехода.

Были выбраны следующие значения параметров в
задаче (1) – (6):

0,125β = ,  75,909γ = ,  4δ = ,  0u 1= − ,  cu 1= ,

что соответствует переходу воды из твердого состоя-
ния в жидкое.

На рисунке приведен график зависимости x (t)= ξ .
Было получено значение 0,0263α = . Отметим, что
точному решению задачи Стефана на полупрямой при
числовых данных эксперимента соответствует значе-
ние 0,0258α = .

Полученные результаты были доложены на XVIII и
XIX Международных молодежных форумах «Радио-
электроника и молодежь в XXІ веке» (Харьков, ХНУ-
РЭ, 14 – 16 апреля 2014 и 20 – 22 апреля 2015),
Международной научной конференции «XL Гагарин-
ские чтения» (Москва, «МАТИ» – РГТУ им. К.Э.
Циолковского, 7– 11 апреля 2014), а также на 18-й
Всеукраїнській (Тринадцятій Міжнародній) сту-
дентській науковій конференції з прикладної матема-
тики та інформатики „СНКПМI-2015” (Львів, ЛНУ ім.
І.Франка, 22 – 23 апреля 2015) [3, 4, 8, 9].
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Выводы
Впервые предложен метод расчета температурного
поля при фазовых превращениях, основанный на при-
менении численно-аналитического метода Галёрки-
на, что позволило получить приближенное решение
задачи в аналитическом виде. В ходе выполнения
исследований также был разработан программный
продукт в пакете Mathematica 10, с помощью которо-
го проведен ряд вычислительных экспериментов.
Результаты работы могут найти применение в научных
исследованиях по физике, химии, биологии, а также
в медицине (задача криохирургии). Это и определяет
научную новизну и практическую значимость полу-
ченных результатов.
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УДК 517.9:532.5

ПРИМЕНЕНИЕ ИТЕРАЦИОННЫХ
МЕТОДОВ К РАСЧЕТУ ОБТЕКАНИЯ
ТЕЛ СТАЦИОНАРНЫМ ПОТОКОМ
ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

ЛАМТЮГОВА С.Н.

Рассматривается и обосновывается применение методов
R-функций, последовательных приближений и Бубнова-
Галёркина к расчету стационарного обтекания тел вра-
щения и цилиндрических тел вязкой несжимаемой жид-
костью.

Ключевые слова: вязкая жидкость, функция тока, метод
R-функций, метод последовательных приближений, ме-
тод Бубнова-Галёркина.

Key words: viscous fluid, stream function, the R-functions
method, the method of successive approximations, the
Bubnov-Galerkin method.

Введение
Актуальность исследования. В последнее время ма-
тематическое моделирование и численный анализ все
активнее используются при изучении динамики вяз-
кой жидкости. Необходимость моделировать вязкие
течения возникает, например, в гидроаэродинамике,
теплоэнергетике, химической кинетике, биомедицине
и т.д. Описывающие их уравнения Навье-Стокса [1 –
3] имеют существенные особенности – нелинейность
и наличие малого параметра при старшей производ-
ной. Поэтому часто на предварительном этапе анализа
ограничиваются линейным приближением. Полное
пренебрежение нелинейными членами в системе урав-
нений Навье-Стокса приводит к системе уравнений
Стокса [4, 5]. Однако для задачи двумерного попе-
речного обтекания цилиндра потоком неограниченной
жидкости не существует решения уравнений Стокса
(парадокс Стокса) [5, 6]. В этом случае используют
линейную систему уравнений Озеена [5].
Если рассматриваемая задача обладает свойствами
симметрии и может быть сведена к двумерной, то
вместо компонент скоростей жидкости удобно ввести
функцию тока [4, 6, 7]. Методы решения внешних
задач для уравнения относительно функции тока раз-
работаны недостаточно, что объясняется высоким
порядком этого уравнения, его нелинейностью и нео-
граниченностью области, в которой уравнение рас-
сматривается. На наш взгляд привлекательным явля-
ется использование для решения этого класса задач
проекционных методов, поскольку они дают прибли-
женное решение в аналитическом виде, что облегчает
дальнейшее применение функции тока для нахожде-
ния различных характеристик течения. При этом точно
учесть геометрическую информацию, входящую в
постановку задачи, позволит использование конст-
руктивного аппарата теории R-функций акад. НАН
Украины В.Л. Рвачева [8].

Метод R-функций в задачах гидродинамики приме-
нялся в работах [9 – 13], но задачи внешнего обтека-
ния тел вязкой жидкостью с использованием метода
R-функций не рассматривались, хотя они составляют
важный класс прикладных задач. Поэтому разработка
новых, а также совершенствование существующих
методов математического моделирования и числен-
ного анализа стационарных задач обтекания тел вяз-
кой несжимаемой жидкостью методом R-функций
является актуальной научной проблемой.
Эта работа опирается на применение метода R-функций
к расчету стационарных задач обтекания тел идеаль-
ной жидкостью [14].
Цель и задачи исследования. Целью данной работы
является разработка и обоснование нового метода
численного анализа стационарных задач обтекания
тел вращения и цилиндрических тел вязкой несжима-
емой жидкостью. Этот метод основан на совместном
применении метода последовательных приближений,
структурного метода R-функций и проекционного
метода Бубнова-Галёркина.
Для достижения поставленной цели необходимо ре-
шить следующие задачи:
– построить на основании методов теории R-функций
полную структуру решения краевых задач для функ-
ции тока;
– применить метод Бубнова-Галёркина для аппрокси-
мации неопределенных компонент в структуре линей-
ных задач;
– применить метод последовательных приближений и
метод Бубнова-Галёркина для аппроксимации нео-
пределенных компонент в структуре нелинейных за-
дач;
– исследовать вопросы сходимости предложенных
методов.
1. Описание области течения
Основная сложность при построении численного ме-
тода анализа в задачах обтекания связана с бесконеч-
ностью области, в которой рассматривается течение.
Для построения вычислительного алгоритма, кото-
рый бы позволил вести расчеты в конечной области,
нам понадобится функция [14]

M

Mx1 exp , 0 x M;
f (x) x M

1, x M (M const 0).

 − ≤ <= −
 ≥ = >

Легко проверить, что она удовлетворяет следующим
условиям:

а) Mf (0) 0= ; б) Mf (0) 1′ = ;

в) Mf (x) 0 x 0′ ≥ ∀ ≥ ; г) Mf (x) 1 x M≡ ∀ ≥ .

Кроме того, Mf (x) C [0, )∞∈ +∞ .
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Пусть Ω  – область течения, а ∂Ω  – граница обтекае-
мого тела. Если с помощью конструктивного аппара-
та теории R-функций построена достаточно гладкая
функция ω  такая, что 0ω =  – нормализованное урав-
нение ∂Ω , то функция M Mf ( )ω = ω  такова, что:

1) M 0ω >  в Ω ; 2) M 0∂Ωω = ;

3) 1
∂Ω

∂ω
= −

∂n , где n  – внешняя нормаль к ∂Ω ;

4) M 1ω ≡ , если M Mω ≥ .

Обобщенные решения рассмотренных далее задач
будем искать в классе F  функций v , которые имеют
обобщенные производные до второго порядка вклю-
чительно и квадратично суммируемы вместе с произ-
водными по 1Ω , где 1Ω  – любая конечная часть Ω ; на
границе ∂Ω  они удовлетворяют однородным краевым
условиям соответствующих задач [15].
2. Метод численного анализа задачи расчета
обтекания цилиндрического тела
Рассмотрим стационарное обтекание цилиндрическо-
го тела потоком вязкой несжимаемой жидкости в
цилиндрической системе координат (r, , z)ϕ  [3, 4]. В
этом случае вектор скорости можно искать в виде

r
1v
r
∂ψ

=
∂ϕ , v

rϕ
∂ψ

= −
∂

, zv 0= ,

где (r, )ψ = ψ ϕ  – функция тока.

В линейном приближении (линеаризация Озеена) те-
чение описывается следующей задачей для ψ :

( )2 U A 0∞ν∆ ψ + ∆ψ =  в Ω ,               (1)

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
,                      (2)

1
r
lim r U sin−

∞
→+∞

ψ ⋅ = ϕ ,                     (3)

здесь ν  – коэффициент вязкости; ∆  – оператор

Лапласа; sinA cos
r r x

∂ζ ϕ ∂ζ ∂ζ
ζ = − ϕ + = −

∂ ∂ϕ ∂
; U∞  – не-

возмущенная скорость жидкости на бесконечности.
В задаче (1) – (3) сделаем замену

2
M 0 uψ = ω ψ + ,

где 2 1
0 U (r R r )sin−

∞ψ = − ϕ  – решение задачи об об-
текании идеальной жидкостью кругового цилиндра
радиуса R ; u  – новая неизвестная функция.

Выбор такой замены обусловлен тем, что функция
2
M 0ω ψ  удовлетворяет краевым условиям (2) и усло-

вию на бесконечности (3).
Тогда функция u  является решением задачи

2u U A( u) f∞ν ∆ + ∆ =   в Ω ,               (4)

u 0∂Ω = , u 0
∂Ω

∂
=

∂n
,                      (5)

1
r
lim r u 0−

→+∞
= ,                           (6)

где 2 2 2
M 0 M 0f ( ) U A( ( ))∞= −ν ∆ ω ψ − ∆ ω ψ    . Заметим,

что f 0≡  в области { (r, ) M}ω ϕ ≥ .

Обобщенным решением задачи (4) – (6) назовем
функцию u F∈ , удовлетворяющую для любой v F∈
интегральному тождеству

2
M 0u v U u Av ( ) v∞

Ω
ν ∆ ⋅∆ − ∆ ⋅ + ν ∆ ω ψ ⋅∆ −∫ (    

2
M 0U ( ) Av)d 0∞− ∆ ω ψ ⋅ Ω = .

Обобщенное решение u  найдем как предел при n →∞
решений nu  уравнения (4), рассматриваемого в

n n{(x, y) 0 (x, y) M }Ω = ∈Ω < ω < ⊂ Ω . Здесь n{M }  –
любая возрастающая неограниченная сверху после-
довательность. Таким образом, последовательность
областей n{ }Ω  является монотонным исчерпыванием
бесконечной области Ω .

В областях nΩ  рассмотрим краевые задачи

2
n nu U A( u ) f∞ν ∆ + ∆ =   в nΩ ,               (7)

nu 0∂Ω = , nu 0
∂Ω

∂
=

∂n
,                   (8)

причем nu , следуя О.А. Ладыженской [16], продол-
жены нулем вне nΩ .

Для решения задач (7) – (8) применим метод Бубнова-
Галёркина [17]. Оператор этих краевых задач пред-

ставим в виде 0B A U K∞= ν + , где 2
0A = ∆ ,

K A( )= ∆ . Оператор 0A  будем рассматривать на мно-

жестве 0 2 nD L ( )⊂ Ω  функций 4 1
n nu C ( ) C ( )∈ Ω Ω ,

удовлетворяющих краевым условиям (8). На 0D

введем скалярное произведение [u, v] u v d
Ω

= ∆ ∆ Ω∫ .

Пополнив 0D  в метрике, порожденной этим скаляр-
ным произведением, получим энергетическое про-
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странство 0H  с нормой 2 2
0

n

u ( u) d
Ω

= ∆ Ω∫ . Как сле-

дует из результатов работы [17] оператор 0A  является
симметричным, положительно-определенным.

Выберем координатную систему k{ }ϕ , подчинив ее
следующим условиям:

1) k 0{ } Hϕ ∈ ;

2) N∀  элементы 1 N,...,ϕ ϕ  – линейно независимы;

3) координатная система k{ }ϕ  полна в 0H .

Приближенное решение задач (7) – (8) согласно
методу Бубнова-Галёркина будем искать в виде

N
n,N n, j j

j 1
u c

=
= ϕ∑ ,                        (9)

где n, jc , j 1,..., N= , – решение СЛАУ

N
n, j j i j i i

j 1
c { [ , ] U (K , )} (f , )∞

=
ν ϕ ϕ + ϕ ϕ = ϕ∑ ,      (10)

2
i M 0 i

n

(f , ) ( ) d
Ω

ϕ = −ν ∆ ω ψ ⋅∆ϕ Ω+∫

2
M 0 i

n

U ( ) A d∞
Ω

+ ⋅ ∆ ω ψ ⋅ ϕ Ω∫ ,   i 1, N= .

В работе [17] было доказано, что оператор 0A  имеет

дискретный спектр, а оператор 1
0A−  вполне непреры-

вен в пространстве 2 nL ( )Ω . Тогда из результатов

статьи С.Г. Михлина [18] следует, что оператор 1
0A K−

вполне непрерывен в 0H . Таким образом, справедли-
ва

Теорема 1. Галеркинские приближения n, Nu  вида
(9) при N →∞  сходятся к обобщенному решению
задач (7) – (8), которое определяется интегральным
тождеством

( 2
n n M 0

n

u v U u Av ( ) v∞
Ω

ν ∆ ⋅∆ − ∆ ⋅ + ν ∆ ω ψ ⋅∆ −∫    

)2
M 0U ( ) Av d 0∞− ∆ ω ψ ⋅ Ω = .              (11)

Оценим решение задач (7) – (8) в норме 0⋅ .

Умножив (7) в 2 nL ( )Ω  на nu , получим

2
n n n L ( ) n L ( )0 2 n 2 nu U ( ( u ), u ) (f , u )∞ Ω Ων = − Α ∆ + .

Применив первую формулу Грина, формулу Остро-
градского-Гаусса и учитывая краевые условия, полу-
чим, что n n L ( )2 n(A( u ), u ) 0Ω∆ = . Тогда

2
n n L ( )0 2 nu (f , u ) Ων = .

Применив неравенство Коши-Буняковского, нера-
венство [16]

( ) ( )2 1 1W L 0n 2 n2
u c u c uΩ Ω≤ ∆ =          (12)

и неравенство Юнга, получим оценку

1
n 0 L ( )2 n

cu f Ω≤
ν

.

Для построения координатной последовательности
воспользуемся полной системой частных решений
уравнения 2u 0∆ =  [19] и структурным методом
R-функций [8].
Теорема 2 [20, 21]. При любом выборе достаточно

гладких функций 1Φ  и 2Φ  ( 1
1 r 0−Φ ⋅ → при r → +∞ )

краевым условиям (5) и условию на бесконечности
(6) точно удовлетворяет функция вида

2 2
M 1 M M 2u (1 )= ω Φ +ω −ω Φ .                (13)

Аппроксимации неопределенных компонент 1Φ  и 2Φ
структуры (13) будем искать в виде

 
m1m1

1 k k1
k 1=

Φ ≈ Φ = α ⋅ϕ∑ , 
m2m2

2 j j2
j 1=

Φ ≈ Φ = β ⋅ τ∑ ,

где

k k
k{ (r, )} {r cos k , r sin k ;k 1,2,...;− −ϕ ϕ = ϕ ϕ =

2 k 2 kr cos k , r sin k , k 3,4,...}− −ϕ ϕ = ,

j j
j{ (r, )} {cos 2 ,sin 2 , r cos j , r sin j ,τ ϕ = ϕ ϕ ϕ ϕ

j 2 j 2r cos j , r sin j , j 1, 2,...}+ +ϕ ϕ = .

Зададимся полной относительно всей плоскости пос-
ледовательностью функций

{ } 2
i M k(r, ) { (r, ) (r, ),ϕ ϕ = ω ϕ ϕ ϕ

2
M M j(r, ) (1 (r, )) (r, )}ω ϕ −ω ϕ τ ϕ .        (14)

Значения коэффициентов kα  1(k 1, 2,..., m )=  и jβ

2( j 1, 2,...,m )=  в соответствии с методом Бубнова-
Галёркина найдем из условия ортогональности невяз-
ки первым N  ( 1 2N m m= + ) элементам последова-
тельности (14). Это приводит к СЛАУ вида (10).
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Последовательность n{u } является слабокомпактной
в 0H , значит, из неё можно выделить сходящуюся к

некоторой 0u H∗ ∈  подпоследовательность. Переходя
по этой подпоследовательности к пределу в интег-

ральном тождестве (11), получим, что u∗  является
обобщенным решением задачи (4) – (6). Кроме того,
из результатов работы [16] следует единственность
решения линейной задачи (4) – (6), а значит, вся

последовательность n{u } сходится к u∗ .

Теорема 3. Функции nu  при nM →∞  сходятся к
единственному обобщенному решению задачи (4) –
(6).
Рассмотрим теперь общую (нелинейную) задачу для
ψ  [7]:

2 J( , )ν∆ ψ = ∆ψ ψ  в Ω ,              (15)

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
,                (16)

1
r
lim r U sin−

∞
→+∞

ψ ⋅ = ϕ ,               (17)

где J( , )∆ψ ψ  – якобиан функций ∆ψ  и ψ .

Для решения поставленной задачи воспользуемся
методами последовательных приближений,  R-функций
и Бубнова-Галёркина.

В задаче (15) – (17) сделаем замену 0u uψ = + , где u

– новая неизвестная функция, а 0u  – решение задачи:

2
0 0u U ( u ) 0∞ν∆ + Α ∆ =  в Ω ,             (18)

0u 0∂Ω = , 0u
0

∂Ω

∂
=

∂n
,                   (19)

1
0

r
lim r u U sin−

∞
→+∞

= ϕ  .                  (20)

Задача (18) – (20) может быть решена с помощью
метода, описанного выше.
Тогда для функции u  получим краевую задачу с
однородными краевыми условиями

2
0 0 0u J( (u u),u u) U ( u )∞ν∆ = ∆ + + + Α ∆  в Ω ,  (21)

u 0∂Ω = , u 0
∂Ω

∂
=

∂n
,                     (22)

1
r
lim r u 0−

→+∞
= .                         (23)

Обобщенным решением задачи (21) – (23) назовём
функцию u F∈ , удовлетворяющую для любой v F∈
интегральному тождеству

0 0u v d J(u u, v) (u u) d
Ω Ω

ν ∆ ∆ Ω = + ∆ + Ω+∫ ∫

0U Au vd∞
Ω

+ ∆ Ω∫ .                      (24)

Обобщенное решение u  задачи (21) – (23) найдем как
предел при n →∞  решений nu  уравнения (21), рас-
сматриваемого в последовательности областей n{ }Ω ,
которая является монотонным исчерпыванием беско-
нечной области Ω .

Для решения задачи (21) – (23) в области nΩ  постро-
им итерационный процесс последовательных прибли-
жений по нелинейности. Пусть начальное приближе-
ние (0)

nu  задано. Если k -е приближение (k)
nu  постро-

ено, то новое (k 1)+ -е приближение (k 1)
nu +  находим

как решение линейной задачи

2 (k 1) (k) (k)
n 0 n 0 nu J( (u u ),u u )+ν∆ = ∆ + + +

0U ( u )∞+ Α ∆  в nΩ ,                    (25)

(k 1)
nu 0+

∂Ω
= , 

(k 1)
nu 0
+

∂Ω

∂
=

∂n ,              (26)

продолженное нулем вне nΩ .

Умножив уравнение (25) скалярно в 2 nL ( )Ω  на (k 1)
nu + ,

используя свойство якобиана [22]: для любых

2
2u, v W ( )∈ Ω , 1

2w W ( )∈ Ω


( ) ( )J u, v wdxdy J v, w udxdy
Ω Ω

=∫ ∫ ,           (27)

вторую формулу Грина для последнего слагаемого,
получим:

( )2(k 1) (k) (k 1) (k)
n 0 n n 0 n0 L ( )2 n

u J(u u ,u ), (u u )+ +
Ω

ν = + ∆ + +

(k 1)
0 n L ( )2 nU ( u , u )+

∞ Ω+ Α ∆  .             (28)

Для оценки первого слагаемого в правой части (28)
используем неравенство [22]

( )L2 n
(J(u, v), u) Ω∆ ≤

( ) ( ) ( )2W L Ln 2 n 2 n2
c v u uΩ Ω Ω≤ ∇ ∆ ,

2
2 nu, v W ( )∈ Ω


,

неравенство (12) и неравенство Юнга, второе слага-
емое справа оценим, используя неравенство Коши-
Буняковского и неравенство Юнга. В результате по-
лучим оценку
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2 4 2 22 44 2(k 1) (k)1 1
n 0 n 00 02 20 0

8c c 4U c
u u u u+ ∞ ≤ + + 

 ν ν
.

Пусть 0 00u L≤ , (k)
n 0

u L≤ , тогда

2 4 2 22(k 1) 4 4 21 1
n 0 02 20

8c c 4U cu (L L ) L+ ∞≤ + +
ν ν

.

Значит, условие ограниченности (k 1)
n 0

u L+ ≤  будет

выполнено, если 
2 4 2 2

4 4 2 21 1
0 02 2

8c c 4U c(L L ) L L∞+ + ≤
ν ν

, от-

куда

2 2 4 4 2 2
1 1 0 0

1 L

2c 2c c (L L ) U L∞

≤
ν + + .          (29)

Таким образом, при соответствующем выборе на-

чального приближения (0)
nu  и при выполнении усло-

вия (29) решение (k 1)
nu +  на каждом шаге итерационно-

го процесса (25) – (26) ограничено в норме 0⋅ .

Для доказательства сходимости последовательности
(k)
nu , k 0, 1, 2, ...= , рассмотрим разности

(k 1) (k 1) (k)
n n nu u u+ +δ = − . Они удовлетворяют уравнению

2 (k 1) (k) (k)
n 0 n 0 nu J( (u u ), u u )+ν∆ δ = ∆ + + −

(k 1) (k 1)
0 n 0 nJ( (u u ),u u )− −− ∆ + +  в nΩ ,

и краевым условиям

(k 1)
nu 0+

∂Ω
δ = , 

(k 1)
nu 0
+

∂Ω

∂δ
=

∂n
.

Для оценки (k 1)
nu +δ  по норме 0⋅  было использовано

равенство

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 1 2 2J u , v J u , v J u , v v J u u , v− = − + − ,

свойство (27), неравенство [22]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0L L L L2 2 2 2
(J u, v , w) c u v wΩ Ω Ω Ω≤ ∆ ∆ ,

2
2u, v W ( )∈ Ω


, 2w L ( )∈ Ω

и неравенство Юнга. Получено, что

(k 1) (k)0
n 0 n0

2c
u (L L) u+δ ≤ + δ

ν
.

Пусть 
( )0 02c L L

1
+

≤ α <
ν

, т.е.

0 0

1
2c (L L)

α
≤

ν + .                      (30)

Тогда (k 1) (k) k (1)
n n n0 0 0

u u ... u+δ ≤ α δ ≤ ≤ α δ  и

k
(k p) (k)
n n 0

u u
1

+ α
− < γ

−α
,                 (31)

где (1)
n 0

uγ = δ . Поскольку 1α < , то

(k p) (k)
n n 0

u u 0+ − →  при k →∞ , т.е. последователь-

ность (k)
n{u }  является фундаментальной. В силу пол-

ноты пространства 2
2 nW ( )Ω


 это означает, что после-

довательность (k)
n{u }  сходится (с геометрической

скоростью), т.е. существует функция 2
n 2 nu W ( )∗ ∈ Ω



такая, что (k)
n n

k
lim u u∗
→∞

= .

Устремив в неравенстве (31) p  к ∞ , получим оценку
для k -го приближения:

                 
k

(k)
n n 0

u u
1

∗ α
− ≤ γ

−α
.                (32)

Предельная функция nu∗  является единственным обоб-
щенным решением задачи (21) – (23) в ограниченной
области nΩ , имеет место равенство

( )2
n 0 n n 0 n0 L ( )2 n

u J(u u ,u ), (u u )∗ ∗ ∗ ∗
Ω

ν = + ∆ + +

0 n L ( )2 nU ( u , u )∗∞ Ω+ Α ∆ 

и оценка

2 4 2 22 4 4 21 1
n 0 02 20

8c c 4U c
u (L L ) L∗ ∞≤ + +

ν ν
.        (33)

Объединив условия (29) и (30) для 1/ Reν  , получим
оценку

1/ ν <

2 2 4 4 2 2 0 01 1 0 0

Lmin ,
2c (L L)2c 2c c (L L ) U L∞

 α <  
+ + + 

.(34)

Таким образом, имеет место
Теорема 4. Последовательные приближения, фор-
мируемые по схеме (25) – (26), сходятся при малых
числах Рейнольдса к единственному обобщенному
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решению nu F∗ ∈  задачи (21) – (23), рассматривае-

мой в ограниченной области nΩ , причем для k -го
приближения оценка погрешности имеет вид (32).
Условие малости формулируется в виде неравен-
ства (34).
Структура решения краевой задачи (21) – (23) имеет
вид (13). Неопределенные компоненты структуры ап-
проксимируем как и в линейной задаче. Итак, на
каждой итерации в области nΩ  приближенное реше-
ние задачи (25) – (26) будем искать в виде

N(k 1) (k 1)
jn,N n, j

j 1
u c+ +

=
= ϕ∑ ,

где (k 1)
n, jc + , j 1,..., N= , являются решением СЛАУ:

N (k 1) (k 1)
j i in, j

j 1
c [ , ] (f , )+ +

=
ν ϕ ϕ = ϕ∑ , i 1, N= ,      (35)

здесь

(k 1)
i(f , )+ ϕ =

(k) (k)
0 n i 0 n 0 i

n

[J(u u , ) (u u ) U Au ]d∞
Ω

= + ϕ ∆ + + ∆ϕ Ω∫ .

Отметим, что матрица системы (35) не изменяется от
итерации к итерации, вычисляется лишь один раз на
первой итерации, а затем на каждой итерации пересчи-
тывается лишь правая часть (k 1)

i(f , )+ ϕ .

Из теорем сходимости метода Бубнова-Галёркина
[17] и результатов для линейной задачи следует, что

при N →∞  последовательность (k)
n,Nu  сходится к

(k)
nu , а (k)

nu  при числах Рейнольдса, удовлетворяю-

щих (34), сходится к *
nu , причем функция *

nu  удов-
летворяет интегральному тождеству (24), записанно-
му для nΩ , и имеет место оценка (33).

Следуя работам О.А. Ладыженской [15, 16], из пос-

ледовательности n{u }∗  можно выделить сходящуюся

подпоследовательность n j{u }∗ . Переходя к пределу

при jn →∞  в интегральном тождестве, определяю-

щем решение n ju∗ , получим, что предельная функция

u∗  удовлетворяет тождеству (24) при любой v F∈ ,
т.е. является обобщенным решением задачи (21) –
(23).

Теорема 5. Функции nu  при nM →∞  сходятся к
обобщенному решению задачи (21) – (23).

Вычислительный эксперимент [20] показал, что в
задачах обтекания кругового и эллиптического ци-
линдров последовательные приближения сходятся при
Re 10≤ . При реализации метода последовательных

приближений в качестве (0)
nu  выбирались решения

линейных задач, полученные в [20].
3. Метод численного анализа задачи расчета
обтекания тел вращения
Рассмотрим теперь стационарное обтекание тела вра-
щения потоком вязкой несжимаемой жидкости в сфе-
рической системе координат (r, , )θ ϕ  [3, 4]. В этом
случае вектор скорости можно искать в виде

r 2
1v

r sin
∂ψ

=
∂θθ

, 
1v

r sin rθ
∂ψ

= −
θ ∂

, v 0ϕ = ,

где (r, )ψ = ψ θ  – функция тока.

В линейном приближении (линеаризация Стокса) те-
чение описывается следующей задачей для ψ  [3, 4]:

2E 0ψ =  в Ω ,                         (36)

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
,                    (37)

2 2
r

1lim r U sin
2

−
∞

→+∞
ψ ⋅ = θ ,                (38)

а общая (нелинейная) задача для ψ  имеет вид [5 – 7]

2E Bν ψ = ψ  в Ω ,                      (39)

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
,                    (40)

2 2
r

1lim r U sin
2

−
∞

→+∞
ψ ⋅ = θ .                 (41)

Здесь ν  – коэффициент вязкости, U∞  – невозмущен-
ная скорость жидкости на бесконечности,

2

2 2
sin 1E

sinr r
∂ ψ θ ∂ ∂ψ ψ ≡ +  ∂θ θ ∂θ ∂

,

2
1 E EB

r rr sin
∂ψ ∂ ψ ∂ψ ∂ ψ ψ = − + ∂θ ∂ ∂ ∂θ θ

   

2
1 22 ctg E

r rr sin
∂ψ ∂ψ + θ − ψ ∂ ∂θ θ

     .

Исследование разрешимости задач (36) – (38) и (39)
– (41), а также исследование применимости методов
R-функций, последовательных приближений и Буб-
нова-Галёркина проводится по аналогичным п. 2 схе-
мам.
В линейной задаче (36) – (38) делаем замену
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2
M 0 uψ = ω ψ + ,

где 2 1 2
0 0, 25U (r R) (2 Rr )sin−

∞ψ = − + θ  – решение
Стокса для задачи про обтекание сферы радиуса R , u
– новая неизвестная функция.

Тогда линейная задача в ограниченной области nΩ
имеет вид:

2
nE u f=  в nΩ ,                     (42)

nu 0∂Ω = , nu 0
∂Ω

∂
=

∂n
,               (43)

где 2 2
M 0f E ( )= − ω ψ , nu  продолжены нулем вне nΩ .

Для решения задачи (42) – (43) также имеет место
теорема о сходимости галёркинских приближений и
справедлива оценка

                         n 10 L ( )2 n
u c f Ω≤ .

Для нелинейной задачи (39) – (41) делаем замену

0u uψ = + , где u  – новая неизвестная функция, а 0u
– решение задачи:

2
0E u 0=  в Ω ,

0u 0∂Ω = , 
0u

0
∂Ω

∂
=

∂n ,

2 2
0

r

1lim r u U sin
2

−
∞

→+∞
= θ .

Тогда получим нелинейную задачу в ограниченной
области

2
0E u B(u u)ν = +  в nΩ ,            (44)

u 0∂Ω = , 
u 0
∂Ω

∂
=

∂n .              (45)

Итерационный процесс решения задачи (44), (45)
строится аналогично схеме (25), (26). Имеет место
теорема о сходимости последовательных приближе-
ний при малых числах Рейнольдса в конечной области

nΩ . Условие малости числа Рейнольдса имеет вид

2 2 4 2 2
0 3 1 2 1 0

1 Lmin ,
2 c 4c c (1 c c )(L L )


< 

ν  + + +

2 2 4
2 1 0 0 3 14(1 c c )(L L) c 2c c

α 

+ + + 

.

Структура решения задач (36) – (38) и (39) – (41)
также дается формулой (13). Неопределенные компо-
ненты аппроксимируются функциями, построенными

на основании полной системы частных решений урав-
нения 2E u 0=  [4, 23].

Вычислительный эксперимент показал, что в задачах
обтекания сферы и эллипсоида вращения последова-
тельные приближения сходятся при Re 10< . При реа-
лизации метода последовательных приближений в

качестве (0)
nu  выбирались решения линейных задач,

полученные в [23].
Выводы
Впервые предложен и обоснован численный метод
расчета стационарного обтекания тел вращения и ци-
линдрических тел вязкой несжимаемой жидкостью,
основанный на совместном применении методов пос-
ледовательных приближений, R-функций и Галёрки-
на. Он отличается от известных методов универсаль-
ностью (алгоритм не изменяется при изменении гео-
метрии области) и тем, что структура решения точно
учитывает все краевые условия задачи, в том числе и
условие на бесконечности. Разработанный метод по-
зволяет проводить математическое моделирование
разных технологических и физико-механических про-
цессов. Следует также отметить, что благодаря ис-
пользованию структуры (13) получаемые приближен-
ные решения nu  определены и вне nΩ , причем на
бесконечности выходят на асимптотику, которая вхо-
дит в постановку задачи.
Сказанное выше определяет научную новизну и прак-
тическую значимость полученных результатов.
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ПОХИБКА ТРИВИМІРНОЇ
РЕКОНСТРУКЦІЇ ПОВЕРХНІ  ТРІЩИНИ
ЗА ТРІАДОЮ ЗОБРАЖЕНЬ

ГРАБОВСЬКА Н.Р., РУСИН Б.П., ІВАНЮК В.Г.,
КАПШІЙ О.В.

Розглядається метод тривимірної реконструкції поверхні
за тріадою двомірних зображень, які отримані під різними
напрямками освітлення. Оцінка похибки реконструкції
похідних поверхні  проводиться  для двох бокових на-
прямків освітлення. Результати розрахунку демонстру-
ються на прикладі тестового зображення тріщини.

1. Вступ
В неруйнівному контролі конструкцій, уражених  ко-
розією, для прогнозування ресурсу їх безаварійної
роботи важливе значення  має встановлення  форми та
глибини пітингів або тріщин, які утворилися на по-
верхні конструкцій в процесі експлуатації[1,2].
Останнім часом для опису та відновлення форми
дефекту використовують методи тривимірної рекон-
струкції [3-10]. Одним з методів отримання тривимір-
ної форми предмета на основі аналізу його зображень
є класична стереореконструкція [11]. Проте даний
метод тривимірної реконструкції має ряд обмежень,
які виникають під час застосування і впливають на
точність отримання кінцевого результату. Обмеження
методу викликає присутність на одному  з зображень
стереопари значної за розмірами  зони загороджених
пікселів, що звужує інформацію в цій зоні до одного
зображення, а отже  блокує ефективну тривимірну
реконструкцію. Все це призводить до зниження якості
реконструкції.
В роботі використовується  запропонований в [12, 13]
метод 3D реконструкції за тріадою зображень, отри-
маних зі змінним положенням джерела світла. Метод
оснований на ламбертівський моделі відбиття світла
від поверхні конструкції. Для відеозйомки зображень
використовуються три напрямки освітлення-  верти-
кальний та два бокові.
Сама реконструкцїя відбувається шляхом інтеграль-
ного накопичення реконструйованих горизонтальної
та вертикальної похідних  вектора нормалі. Як прави-
ло, визначення глибини дефекту відбувається з пев-
ною похибкою. Похибка складається  з двох складо-
вих: перша, яка виникає лише  в розрахунковій час-
тині алгоритму реконструкції, і друга, обумовлена
неточністю відеозйомки зображень. Спотворення зоб-
ражень  викликане неточністю встановлення напрямків
освітлення поверхні дефекту. За результатами роботи
[13] похибка обрахунку поверхні дефекту, яка зосе-
реджена лише  в розрахунковій частині алгоритму
реконструкції, за тріадою зображень  для випадку
оцінки глибини тріщини становить ± 0,04%. Але при
практичній реалізації цієї реконструкції необхідно вра-

хувати похибки, які індуковані відхиленням кожного
з трьох напрямків освітлення від технологічно запла-
нованого значення. Це складне завдання. Тому щоб
досягти його  успішного виконання, слід  розбити
вирішення цієї проблеми на простіші етапи і аналізува-
ти  зазначені похибки  по частинах.  На першому етапі
такого аналізу точності  доцільно розглянути  похибку,
яка індукована відхиленням кожного з двох бокових
напрямків освітлення від технологічно запланованого
значення.
Оскільки аналіз точності реконструкції розпочато  для
тріщини, то доцільно його продовжити, використову-
ючи як об’єкт реконструкції тріщину.
Тому метою роботи  є оцінка похибки визначення
похідних поверхні тріщини при її реконструкції за
тріадою  зображень залежно від  бокових напрямків
освітлення.
В рамках поставленої мети будуть вирішені дві  задачі
оцінки похибок 3D реконструкції похідних поверхні
тріщини  залежно від  бокових напрямків освітлення,
а також буде з’ясовано, в якій мірі  цей тип похибок
можна  контролювати сучасними кутомірними засо-
бами, що дозволить конструктивно зменшити їх до
необхідного рівня і покращити точність 3D  реконст-
рукції.
2.  Ілюмінаційна модель зображення
Для дифузної моделі відбиття (розглядається моно-
хроматичне зображення) інтенсивність відбиття точки
поверхні, освітленої одним джерелом світла, визначає
рівняння [14, 15]

    a p dI I I k (N L)λ λ= + • ,                    (1)

де aI  – інтенсивність розсіяного світла; pI λ  – інтен-
сивність джерела освітлення; dk  – дифузний ко-
ефіцієнт, який визначає рівень дифузного відбиття
досліджуваної точки поверхні; x y zL (L , L , L )=  – на-
прям на джерело світла; x y zN (N , N , N )=   – одинич-
ний вектор нормалі до поверхні  F(x, y, z) 0=  у досл-
іджуваній точці M (x, y, z)= .

Вважаємо, що наступну реконструкцію виконують,
коли поверхня задана в явній формі z f (x, y)= , тому

F(x, y, z) f (x, y) z 0= − = .  Направлені  косинуси нор-
малі  (N) до такої поверхні в точці M (x, y, z)=    опи-
суються формулами  [16]

2 2 2 2 2 2

p q 1N { , , }
p q 1 p q 1 p q 1

− −
=

+ + + + + +
,    (2)

де zp
x
∂

=
∂

, zq
y
∂

=
∂

 – нахил поверхні  в околі точки.

Оскільки   інтенсивність джерела освітлення  pI λ  є
стала величина, то рівняння (1) є функцією чотирьох
невідомих  p , q , dk  та aI .
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3. 3D реконструкція за тріадою зображень
Розглянемо ілюмінаційну модель зображення з конт-
рольованим кутом освітлення та визначимо її парамет-
ри p , q , dk  та aI  з тріади зображень. Щоб  усунути
залежність від параметра aI , експериментально виз-
начимо його  тимчасово,  штучно, затінюючи зразок
з дефектом . Затінення формується за допомогою
прямокутника, просторове положення якого над зраз-
ком, а отже і положення тіні, визначає система оброб-
ки. Використовуючи  базове зображення  Iλ  зі штуч-
ним затіненням, можна  визначити інтенсивність фону

aI  і звести модель (1) до трьох невідомих.

Забезпечивши у системі джерело світла з такими
параметрами, що 0 x0 y0 z0L (L , L ,L )= ,

1 x1 y1 z1L (L ,L , L )= ,  2 x2 y2 z2L (L ,L ,L )= ,  отримаємо
інтенсивність відбиття поверхні у вигляді системи
трьох  рівнянь:

   0 a p d x0 x y0 y z0 zI I I k (L N L N L N )λ λ= + + + ,

   1 a p d x1 x y1 y z1 zI I I k (L N L N L N )λ λ= + + + ,    (3)

    2 a p d x2 x y2 y z2 zI I I k (L N L N L N )λ λ= + + + ,

в якій невідомі компоненти вектора нормалі  N .
Кожна компонента вектора нормалі  N   залежать від
похідних  p, q, а отже система (3)  залежать від них.
Щоб спростити вираз (3),  застосуємо у системі
джерела світла з такими параметрами, що

0L (0,0,1)= ,

1 x1e z1eL (L ,0, L )= , 2 y2e z2eL (0,L ,L )= .    (4)

Представимо джерела світла (4) із застосуванням
кутів (рис. 1):

0L (0,0,1)= , ( )1L cos ,0,sin= θ θ , ( )2L 0,cos ,sin= φ φ .  (5)

 

θ
 

0L

1L   

y  

x  φ  
M

S2L  

S1L   
S0L  

2L
 

z
 

Рис. 1. Геометрична інтерпретація  локалізації джерела
світла  ( S0 S1 S2L ,L , L )    в тривимірному просторі

відносно  точки M   поверхні дефекту

Крім того, приймаємо, що джерела світла є однакові

S0 S1 S2L L L= = .

Отриману систему трьох  рівнянь з  невідомими
параметрами  dk  та p , q , шляхом алгебраїчних
перетворень,  трансформуємо у таку форму:

z1e 1

x1e x1e

L
p ,

L L
η

= −                        (6)

де  
1 a

1
0 a

I I
I I
λ

λ

−
η =

− ,

z2e 2

y2e y2e

Lq
L L

η
= − ,                    (7)

де 
2 a

2
0 a

I I
I I
λ

λ

−
η =

− .

Оскільки напрямки  освітлення 0L ,   1L    2L  (4) є
технологічно заплановані, то  на основі їх компонент
виконується реконструкція (6) і (7).
4. Похибка визначення  похідних поверхні
На практиці під час зйомки виникають відхилення від
напрямків освітлення (4). Тому на першому етапі
аналізу точності реконструкції на основі тріади 2D
зображень доцільно розглянути  похибку,  яка індуко-
вана відхиленням першого бокового напрямку освіт-
лення

   1 x1 y1 z1L (L , L , L )=                         (8)

від технологічно запланованого 1L  для  відеозйомки
зображення 1Iλ . На другому етапі аналізу точності
доцільно розглянути  похибку,  яка індукована відхи-
ленням другого бокового  напрямку освітлення

  2 x2 y2 z2L (L , L ,L )=                       (9)

від технологічно запланованого 2L  для  відеозйомки

зображення   2Iλ .

Зауважимо, що через зміну напрямку освітлення 1L

зображення  1 1I (L )λ  спотворюється  і стає 1 1I (L )λ
 , а

через зміну напрямку освітлення  2L   зображення

2 2I (L )λ  спотворюється  і стає 2 2I (L )λ
 . Тому рекон-

струкція похідної p  (6) змінюється лише через зміну

параметра 1 1 1(I (L ))λη  ,  а реконструкція похідної q (7)

змінюється лише через зміну параметра 2 2 2(I (L ))λη 

Розглянемо похибку реконструкції похідної p,  яка
індукована відхиленням першого бокового напрямку
освітлення   1L   (8).
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Для  векторів  1 1L ,L  скористаємось   описом, який
слідує при використанні поверхні сфери

2 2 2x y z 1+ + = , з центром у досліджуваній точці O.
Досліджувана точка розміщена у центрі координат.

Для поверхні 2 2z 1 x y= − − можна визначити по-

хідну   zP ctg
x
∂

= = − θ
∂

, де  θ  - кут напрямку світла в

площині XOZ, а також можна визначити похідну
zQ ctg
y
∂

= = − ϕ
∂

, де ϕ  – кут напрямку світла  в

площині YOZ . На основі цього опис вектора 1L

набуває  форми

1 2 2 2 2 2 2

QP 1L ( , , )
P Q 1 P Q 1 P Q 1

−−
=

+ + + + + +


.  (10)

З використанням  (10) для технологічно заплановано-
го  1L , який визначено в  точці з eP P= , eQ Q 0= = ,
маємо наступний вираз

e
1 2 2

e e

P 1L ( ,0, )
P 1 P 1

−
=

+ +  .              (11)

Тому зображення 1Iλ , а також величина 1η  є функ-
цією параметрів e eP ,Q , внаслідок чого   реконструк-
ция похідної

  
z1e 1 e e

e e
x1e x1e

L (P ,Q )
p p(P ,Q )

L L
η

= = −  .         (12)

За рахунок  використання  напрямку освітлення

1 1L L (P,Q)=   (10) зображення 1Iλ  стає  функцією
параметрів P,Q . Внаслідок цього   реконструкція
похідної

z1e 1

x1e x1e

L (P,Q)p(P,Q)
L L

η
= −  .               (13)

Застосуємо для оцінки точності реконструкції p  роз-
клад функції  (13) в  ряд Тейлора:

+

+

e
e e e

P Pe

e
e

Q Qe
2

2 e
e 2

P Pe
2

2 e
e 2

Q Qe
2

e e
P P ,Q Qe e

p(P,Q )p(P,Q) p(P ,Q ) (P P )
P

p(P ,Q)(Q Q )
Q

p(P,Q )1(P P )
2! P

p(P ,Q)1(Q Q )
2! Q

1 p(P,Q)(P P )(Q Q ) ...
2! P Q

=

=

=

=

= =

∂
= + − +

∂

∂
+ − +

∂

∂
− +

∂

∂
− +

∂

∂
+ − − +

∂ ∂

  (14)

Наступний аналіз точності  виконується з  параметром

eQ 0= .  Для оцінки p p(P,Q)=  (14) шляхом диферен-
ціювання  (13) та підставлення компонент вектора N
(2)  отримуємо

e
P Pe 2 3/ 2

x1e e

P pp(P,0)[ ]
P L (P 1)

=
−∂

=
∂ + .       (15)

Для оцінки p p(P,Q)=  (14) шляхом диференціювання
(13)  аналогічно знаходимо

e
Q 0 2

x1e e

p(P ,Q) q[ ]
Q L 1 P

=
∂ −

=
∂ + .          (16)

Нехтуючи у виразі (14) малими  членами,  отримуємо
наближення розвинення в ряд Тейлора, з якого, з
використанням підставлення  (15), (16), визначимо
загальну оцінку точності реконструкції горизонталь-
ної похідної

PQ e P Qp p(P ,0) p(P,Q) p p∆ = − = ∆ + ∆ ,       (17)

де похибки

P e P Pe
p(P,0)p (P P)[ ]

P =
∂

∆ = −
∂

.              (18)

e
Q Q 0

p(P ,Q)p Q[ ]
Q =

∂
∆ = −

∂ .                (19)

Наступний аналіз точності  виконується з  параметром

eP 1= − .  При таких параметрах  вектор напрямку на
джерело світла (10) приймає значення

1
1 1L ( ,0, )
2 2

= . Підставимо компоненту

x1e
1L
2

= та  eP 1= −  в (15),   (16) і отримаємо

P 1
p(P,0) 1[ ] [1 p]

P 2=−
∂

= − +
∂

,               (20)

Q 0
p( 1,Q)[ ] q

Q =
∂ −

= −
∂  .                    (21)

На основі (17) з врахуванням (20) і (21) визначимо
відносну похибку   обрахунку горизонтальної похідної

P Qp p pδ = δ + δ ,                        (22)

де

P
(1 P)(1 p)p

2p
+ +

δ = ,                     (23)

Q
qp Q
p

δ = .                         (24)

Із залежності (22) видно, що  для підвищення  точності
реконструкції  доцільно працювати з мінімальним
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відхиленням напряму освітлення від запланованого
P 1= −  та Q=0. Крім того, коли похідна p прямує до 0,
то відносна похибка pδ  зростає.  Щоб з’ясувати
технологічно досяжні  відхилення напряму освітлення
від технологічно запланованого, розрахуємо кількісну
оцінку  відносної похибки pδ .  Але спочатку  доцільно
розглянути точність реконструкції, проаналізувавши
похибку, викликану    змінами напрямку  2L . Викори-
стаємо для цього подібність співвідношень (6) та (7).
На основі наведеної подібності, скориставшись в (22)
підставленнями p q= ,  q p= , P Q= , Q P= , визначе-
но відносну похибку   обрахунку вертикальної по-
хідної

Q Pq q qδ = δ + δ ,                     (25)

де

Q
(1 Q)(1 q)q

2q
+ +

δ = ,                  (26)

P
pq P
q

δ = .                       (27)

З (25) видно, що коли похідна q прямує до 0, то
відносна похибка qδ   зростає. Повертаючись до
відносної похибки   pδ , продовжимо її аналіз для
тріщини. Нехай маємо вертикальну тріщину. Для такої

тріщини   q 0≈ . Як видно з (22), P Qp pδ >> δ   і тому

PQ Pp pδ ≈ δ .  Таким чином, необхідно оцінити похиб-

ку Ppδ , яка є функцією параметра P  та горизонтальної
похідної p. Щоб дослідити величину похибки Ppδ  у
діапазоні горизонтальних похідних  1 1[ p , p ]− , розгля-
немо   переріз вертикальної тріщини, який  описується
рівнянням

2z (i x a)= η ∆ − ,                       (28)

де x∆  – крок дискретизації по горизонтальній коорди-
наті x.
5. Приклад кількісної оцінки  відносної похибки
реконструкції  горизонтальної похідної тріщини
На рис. 2 подано комп’ютерне моделювання сегмента
вертикальної тріщини (а) та розподіл  його горизон-
тальних похідних (б).
Оскільки для  реконструкції глибини тріщини необх-
ідно забезпечити значний діапазон реконструкції го-
ризонтальної похідної D [ 0,97;0,97]= − , то треба дос-
лідити умови реконструкції в діапазоні D докладніше
і з’ясувати, чи достатня точність у точках діапазону  D
для проведення реконструкції глибини тріщини. Оцін-
ку  (23), як функції Pp p ( , p)δ = δ θ , отримано для

випадку, коли o1 P ctg45 ctg+ = − θ , тут θ  - кут на-

прямку світла в площині XOZ.  У вигляді двовимірно-
го масиву цей розподіл  відносної похибки визначення
горизонтальної похідної  pδ  представлено на рис. 3.
На рис. 3 точки, в яких можна реконструювати по-
хідну p, представлено світло сірим кольором,  а де не
виконується умова  Pp ( ,p) 0,1δ θ ≤  - чорним.  З рис.
3 видно, що  для розширення діапазонів реконструкції
доцільно працювати з мінімальним відхиленням на-
пряму освітлення від технологічно запланованого

o45θ = . Зауважимо, що практична реалізація такої
операції мінімізації відхилення напряму освітлення
потребує додаткових технологічних зусиль, необхід-
них для корекції точності  розташування  напрямків
освітлення.  Надалі приймаємо, що оцінка  похибки
визначення вертикальної похідної  тріщини, обумов-
лена відхиленням напряму освітлення θ   від техноло-

гічно запланованого o45 , скоригована конструктив-
но так, що Pp ( ,p) 0,1δ θ ≤ , де o o[44 , 46 ]θ∈ . Завдяки
сучасним вітчизняним кутомірам виробництва МІКРО-
ТЕХ [17] можна створити джерело світла з таким
відхиленням напряму освітлення для використання
при 3D реконструкції. В цьому випадку для реконст-
рукції з точністю Pp 0,1δ ≤  маємо два діапазони
реконструкції горизонтальної похідної
D [ 0,97; 0,14]− = − − , та D [0,23;0,97]+ = . Видно, що
по абсолютній довжині діапазон D−  більший за діапа-

зон D+ .

   

а

б

Рис. 2. Сегмент  вертикальної тріщини (а) та його
розподіл горизонтальних похідних (б)
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 ,   градθ  
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Рис. 3. Розподіл відносної похибки визначення  гори-
зонтальної похідної  p( ,p)δ θ  та діапазони реконструкції

у випадку o o[44 , 46 ]θ∈

При 3D реконструкції оцінку глибини тріщини знахо-
димо інтегральним накопиченням похідної p, почина-
ючи від одного з країв тріщини (див. рис. 2,а).  Зважа-
ючи на те, що по абсолютній довжині діапазон D−

більший за діапазон D+  (див. рис. 3, M mp  < p  )
глибину симетричного об’єкта реконструкції, яким є
дана тріщина, краще реконструювати у  діапазоні  D−

Таким чином, розраховані похибки визначення по-
хідних досліджуваної поверхні обумовлені відхилен-
ням бокового напряму освітлення 1L .

Розглянемо точність реконструкції, розрахувавши
похибку, викликану змінами напрямку  2L . Викори-
стаємо для цього подібність співвідношень похибок
реконструкції  (23) та (26). На основі наведеної под-
ібності  в прикладі кількісної оцінки  відносної похиб-
ки доцільно застосувати горизонтальну тріщину. Для
горизонтальної тріщини   p 0≈ . Тому, як видно з
подібності (23) та (25), для опису розподілу відносної
похибки визначення  вертикальної похідної  q( ,q)δ ϕ
можна скористатись розподілом  відносної похибки

p( ,p)δ θ , представленим на рис. 3, з  використанням
підставлень  q p= ,  ϕ = θ . Отже,  отримуємо діапазо-
ни реконструкції горизонтальної похідної у випадку

o o[44 , 46 ]θ∈ .

Висновки
Розглянуто задачу тривимірної реконструкції поверхні
за тріадою двомірних зображень. Запропоновано  ал-
горитм реконструкції внутрішньої поверхні тріщини та
розраховано точність його  роботи для випадку некон-
трольованих змін двох  бокових напрямків освітлення
відеозйомки .
Аналітично знайдені похибки визначення похідних
досліджуваної поверхні обумовлені відхиленням бо-
кового напряму освітлення  від технологічно заплано-
ваного значення в площині  XOZ та YOZ. На їх основі
розраховані похибки визначення горизонтальної та
вертикальної похідних поверхні  вертикальної  тріщи-

ни з квадратичним профілем, два діапазони 3D рекон-
струкції значень горизонтальної та вертикальної по-
хідних, а також запропоновані рекомендації  по вста-
новленню експлуатаційних меж кутових відхилень
бокового  напряму освітлення від технологічно запла-
нованого значення  в перспективі майбутньої реалі-
зації.
Для симетричних поверхонь   рекомендовано прово-
дити реконструкцію з використанням діапазону 3D
реконструкції з від’ємними значеннями горизонталь-
ної похідної, оскільки він  є довший за діапазон 3D
реконструкції з додатніми значеннями похідної.
Література:  1. Sharland S. M. A review of the theoretical
modeling of crevice and pitting corrosion Corrosion Science
1987. V. 27. N 3.  P. 289-323.  2. Marcus P. Corrosion mechanisms
in theory and practice 2nd Edition - 2002. New York,
Technology & Engineering – 742P. 3. Y. Liu, X. Su, and Q.
Zhang, “A novel encoded-phase technique for phase
measuring profilometry,” Opt. Express 19(15), 2011. P.14137–
14144 . 4. Q. Zhang, X. Su, L. Xiang, and X. Sun, 3-D shape
measurement based on complementary gray-code light, Opt.
Lasers Eng., vol. 50, 2012. Р .574-579. 5. S. Zhang, D. Van Der
Weide, and J. Oliver, Superfast phase-shifting method for 3-
D shape measurement, Opt. Express vol. 18, No. 9, 2010. P.
9684–9689. 6. Woodham R.J. Photometric method for
determining surface orientation from multiple images   Optical
Engineering. 1980. 19(1). Р.139–144. 7. Maria E.
Angelopoulou, Maria Petrou   Evaluating the effect of
diffuse light on photometric stereo reconstruction   Machine
Vision and Applications. 2014. Vol. 25, Issue 1. Р.199-210 8.
Yoshizawa, T. Handbook of Optical Metrology -principle and
applications- CRC Press, New York 2009. 744 P. 9. S. Zhang,
High-resolution 3-D profilometry with binary phase-shifting
methods, Appl. Opt.50(12). 2011. P.1753–1757. 10. Sudipta N.
Sinha, D. Scharstein, R. Szeliski. Efficient high-resolution
stereo matching using local plane sweeps. /. IEEE Computer
Society Conference on Computer Vision and Pattern
Recognition (CVPR 2014). 2014. P. 1219-1222. 11. Richard
Szeliski. Computer Vision: Algorithms and Applications.
Springer, New York. 2010.  655 P. 12.  Неруйнівний контроль
стану поверхонь, уражених корозійними пітингами /Б.П.
Русин, Н.П. Ануфрієва, Н.Р. Грабовська,  В.Г. Іванюк //
Фіз.-хім. механіка матеріалів. 2013. №4. С. 90–96. 13.  Оцінка
глибини тріщини за тріадою зображень / Б.П. Русин, В.Г.
Іванюк, О.В. Капшій, Н.П. Ануфрієва // Радіоелектроніка
і інформатика. 2010.  №2. С. 70–78.  14.  Lambert. Photometria,
sive de Mensura et gradibus luminis, colorum et umbrae /
sumptibus viduae E. Klett, 1760. 15. Shintaro Watanabe,
Koji Miyajima Detecting Building Changes Using Epipolar
Constraint From Aerial Images Taken At Different Positions
// ICIP 2001. 2001.  P.201-204. 16. Смирнов В.И. Курс высшей
математики. т. 1.  М.: Наука.  1967.  480с. 17. tool@microtech-
ua.com

Надійшла до редколегії 17.06.2015

Рецензент: д-р техн. наук, проф. Лукін В.В.

Грабовська Наталія Романівна, аспірантка Фізико-меха-
нічного інституту ім. Г.В.Карпенка НАНУ. Наукові інте-
реси: обробка та розпізнавання зображень. Адреса: Ук-
раїна, 79601, Львів, вул. Наукова, 5а. dep32@ipm.lviv.ua

Русин Богдан Павлович, д-р техн. наук, проф., зав. відділом
“Методів і систем дистанційного зондування “ Фізико-
механічного інституту ім. Г.В.Карпенка НАНУ. Наукові



62 РИ, 2015, № 2

інтереси: обробка та розпізнавання зображень. Адреса:
Україна, 79601, Львів, вул. Наукова, 5а, e-mail:
dep32@ipm.lviv.ua

Іванюк Віталій Григорович, інженер відділу “Методів і
систем дистанційного зондування “ Фізико-механічного
інституту ім. Г.В.Карпенка НАНУ. Наукові інтереси: об-
робка та розпізнавання зображень. Адреса: Україна, 79601,

Львів, вул. Наукова, 5а, тел:2296-530, e-mail:
vivan@imp.lviv.ua

Капшій Олег Вірославович, канд. техн. наук, н.с відділу
“Методів і систем дистанційного зондування “ Фізико-
механічного інституту ім. Г.В.Карпенка НАНУ. Адреса:
Україна, 79601,  Львів, вул. Наукова, 5а. тел: 22-96-530, e-
mail: dep32@ipm.lviv.ua



63РИ, 2015, № 2

РЕФЕРАТИ ABSTRACTS

УДК 621.327: 681.5

Технологія швидкої тривимірної обробки динамічного
інформаційного ресурсу в умовах змінного семантично-
го змісту / Ю.М. Рябуха //Радіоелектроніка та інформати-
ка. 2015.  №2. С. 3-5.

Показано, що у сфері моніторингу об’єктів в кризових
ситуаціях значна роль відводиться комплексам повітря-
ного відеоспостереження. Обґрунтовано, що для систем
аеромоніторингу забезпечення інформаційної безпеки
пов’язане з виконанням вимог по категоріях доступності
і цілісності.

Бібліогр.: 8 назв.

УДК 519.85

Phi-функції для еліпсів, апроксимованих дугами кіл /
О.В. Панкратов // Радiоeлектронiка та iнформатика. 2015.
№ 2. С. 6–9.

Розглянута задача упаковки набору нерівних по величині
еліпсів, що можуть вільно транслюватися і обертатися, у
прямокутний контейнер мінімального розміру. Для роз-
робки ефективних алгоритмів оптимізації, заснованих на
використанні методів локальної та глобальної оптимі-
зації, побудовані адекватні математичні моделі на ґрунті
аналітичного опису відносин еліпсів. Для опису обме-
жень неперетину і належності виведено нові вільні від
радикалів phi-функції для еліпсів, що апроксимовані дуга-
ми кола.

Іл. 4. Бібліогр.: 13 назв.

УДК 517.977.56

Про одну задачу оптимального керування нагріванням
однорідної пластини / Н.В. Гибкіна, М.С. Мартиненко,
М.В. Сидоров // Радіоелектроніка та інформатика. 2015. №
2. С. 10 – 16.

Розглянуто одну з можливих постановок задач оптималь-
ного керування нагріванням однорідної пластини. Визна-
чено такий температурний режим нижньої сторони пла-
стини, що у кінцевий момент часу приводить до розпод-
ілу температури у всій пластині, якомога близького до
бажаного розподілу. Наведено результати розв’язання
задачі оптимального керування для різних типів бажаного
розподілу температури та для апроксимуючих співвідно-
шень функції керування у вигляді відрізків подвійного
ряду Фур’є різної довжини.

Іл. 8. Бібліогр.: 14 назв.

УДК 519.713

Про побудову двосторонніх наближень до додатного роз-
в’язку еліптичної крайової задачі з експоненціальною
мажорантою / В.С. Луханін // Радiоeлектронiка та
iнформатика. 2015. № 2. С.16-18.

Розглянуто питання існування, єдиності та побудови дво-
сторонніх наближень до додатного розв’язку однієї еліп-
тичної крайової задачі з експоненціальною нелінійністю.
Отримано умови, яким мають задовольняти параметри,

UDC 621.327: 681.5

Technology fast 3-d processing dynamic information
resource in a changing semantic content/ Yu. Ryabukha //
Radioelektronika i informatika. 2015. N 2. P. 3-5.

Shown, that in the field monitoring of objects in crisis situations
a considerable role gives oneself up complexes air video
supervision. Grounded, that for the systems the air monitoring
providing of informative safety is related to implementation
requirements on the categories availability and integrity. rs
on all of vertical lines.

Ref.: 8 items.

UDC 519.85

Phi-functions for ellipses approximated by circular arcs.
A.V. Pankratov // Radioelektronika i informatika. 2015. N 2. P.
6-9.

The problem of packing a set of nonequal ellipses, allowing
continuous rotation and translation in a minimum size
rectangular container is considered. To develop efficient
optimization algorithms based on the use of methods of local
and global optimization, adequate mathematical models based
on analytical description of the relationship of the ellipses to
be built. For  describing  nonoverlapping  and  containment
constraints,  new radical-free phi-functions  are derived  for
ellipses  approximated  by  circle  arcs.

Fig. 4. Ref.: 13 items.

UDC 517.977.56

About one problem of optimal control of the heating of a
homogeneous plate / N.V. Gybkina, M.S. Martynenko,
M.V. Sidorov // Radioelektronica i informatika. 2015. № 2 P.
10–16.

The one of the possible formulations of optimal control
problems by heating a homogeneous plate was considered.
Such temperature mode of the lower side of the plate, which
leads to the temperature distribution in the plate at the final
moment of time as close as possible to the specified distribution
was defined. The results of solving the optimal control
problem for different types of specified temperature
distribution and for approximating expression of control
functions in the form of segments of double Fourier series of
different lengths were obtained.

Fig. 8. Ref.: 14 items.

UDC 519.713

On the construction of two-sided approximations to the
positive solution of the elliptic boundary value problem with
exponential dominant / V.S. Lukhanin // Radioelektronika i
informatika. 2015. N 2. P.16-18.

In this paper the existence, uniqueness and possibility of
constructing of two-sided approximations to the positive
solution of the elliptic boundary problem with exponential
nonlinearity are considered.Conditions that parameters,
which are included into the nonlinear part, must satisfy are
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що входять до нелінійності, щоб двосторонні наближення
збіглися до додатного розв’язку розглядуваної задачі.
Обчислювальний експеримент проведено у крузі, ре-
зультати представлено у вигляді графіків поверхні набли-
ження та ліній рівня, а також у вигляді таблиці.

Табл. 1. Іл. 2. Бібліогр.: 3 назви.

УДК 681.326

Пошук помилок проектування у поведінкових HDL-мо-
делях методом зворотного простежування / О.С. Шкіль
// Радіоелектроніка та інформатика. 2015. № 2. С. 19 – 25.

Запропоновано метод пошуку помилок проектування в
HDL-моделях цифрових пристроїв поведінкового стилю
опису. Як помилка проектування розглянута заміна опе-
рандів в арифметичних або логічних виразах. Для підвищен-
ня глибини пошуку помилок проектування застосовано
метод зворотного простежування в еквівалентних схемах
функціонально-блочного рівня з використанням кубічного
числення. Наданий приклад реалізації метода для фрагменту
VHDL-моделі арифметично-логічного пристрою.

Табл. 4. Іл. 9. Бібліогр.: 3 назви.

УДК 004:519.713

Кіберфізичні структури для аналізуа великих даних  / В.І.
Хаханов, Є.І. Литвинова,  С.О. Зайченко, Б.М. Гурєєв,
М.М. Шляхтун // Радіоелектроніка та інформатика. 2015.
№ 2. С. 25–29.

Показана нова модель аналізу big dat, яка використовує
кошти хмарних сервісів, кіберфізичні системи, паралельні
віртуальні мультипроцесори з мінімальним набором век-
торно-логічних операцій для точного пошуку інформації
на основі запропонованої булеанової метрики і векторно-
логічних критеріїв якості, що дає можливість поступової
класифікації та впорядкування даних на основі компетен-
тнісної інфраструктурізаціі big data в масштабах кібереко-
системи планети.

Іл. 3. Бібліогр.: 7 назв.

УДК 621.383.52:537.311.4

Розробка технології і апаратури управління  коригуван-
ням легуючих домішок для регулювання характеристик
контакту з органічного напівпровідника Рс структур Al/
РсAl/por-Si/n-Si/ITO І Cu/РсСu/ por-Si/n-Sі/ITO/ Є.І.Зуб-
ко, Є. Я. Швець// Радіоелектроніка та автоматика.2015.№2.
С.37– 45.

У результаті дослідження впливу легування на характер
контактів з органічних напівпровідників Рс була створена
технологія і апаратура управління процесами коригуван-
ня легуючих домішок, за якою виявлено оборотне погли-
нання кисню зі зміною характера контакту від омічного до
випрямляючого для Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO. Для струк-
тур Al/РсAl/por-Si/n-Si/ITO коригування характеристик
РсAl здійснюють після операцій плазмового травлення в
суміші газів Сl2 і N2 в плині 2 годин та відпалу зразка при
200°С при дії кисню.

Іл. 9. Бібліогр.: 7 назв.

obtained. The conditions guarantee that two-sided
approximations converge to the positive solution of the
problem. The computational experiment is performed in disk,
the results of the experiment are presented as plots of
approximate solution surface and level lines and also as a
table.

Tab. 1. Fig. 2. Ref.: 3 items.

УДК 681.326

Design errors searching in behavioral HDL-models using
the method of backtracking/ A.S. Shkil  // Radioelektronica
i informatika. 2015. № 2 P. 19–25.

In this paper the method of design errors searching in behavioral
HDL-models of digital devices was proposed. Replacement
of the operands in the arithmetic or logical expressions is
considered as design errors. To increase the depth of design
errors searching the method of backtracking in the equivalent
circuit of the functional-block level using the cubic calculus
was applied. An example of the method implementation for the
fragment of the VHDL-model of the arithmetic logic unit was
demonstrated.

Tab. 4. Fig. 9. Ref.: 3 items.

UDC 004:519.713

Metrics and Structures for Big Data Analysis / V. I. Hahanov,
E. I. Litvinova, S.A. Zaychenko, B.M. Gureev, M.M. Shlyahtun
// Radioelektronica i informatika. 2015. № 2 P. 25–29.

A new model for analyzing big data, based on the use of cloud
services, cyber physical systems, parallel virtual
multiprocessors with a minimal set of vector-logical operations
for accurate information retrieval by using the proposed
Boolean metric and vector-logical quality criteria is shown; it
allows gradual classifying and ordering data based on the
competency structuring big data in the frame of the planet
cyber-ecosystem.

Fig. 3. Ref.: 7  items.

UDC 621.383.52:537.311.4

Research of technology and equipment which controls
processes of correcting alloying components for regulation
of characteristics of contact made of organic semiconductor
Pc of structures Al/PcAl/por-Si/n-Si/ITO and Cu/РсСu/
por-Si/n-Sі/ITO/E.I.Zubko, Е.Y.Shvets// Radioelektronica i
informatika. 2015. № 2 P. 37–45.

As a result of research is determined influence of doping on
character of contacts from organic semiconductors Рс. The
technology and equipment for control of correcting of alloying
impurity allows detected turnaround absorption of oxygen
with change of character of contact from ohmic to rectifying
for Cu/РсСu/por-Si/n-Sі/ITO. For structures Al/РсAl/por-Si/
n-Si/ITO a correcting of characteristics РсAl were performed
after operations of plasma etching in a mix of gases Сl2 and N2
for 2 hours and annealing the sample at 200°С in atmosphere
of oxygen.

Fig. 9. Ref.: 7 items.
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УДК 519.63

Чисельний аналіз фазових перетворень на прикладі
одновимірної задачі Стефана / О.Р. Подгорний, М.В.
Сидоров, І.Г. Яловега // Радіоелектроніка та інформатика.
2015. № 2. С. 45–48.

Розглянуто задачу розрахунку процесу теплопровідності
на відрізку при наявності фазових перетворень
(одновимірна задача Стефана). Для її чисельного аналізу
запропоновано наближено-аналітичний метод, який
базується на методі Гальоркіна. Проведено розрахунки
для модельної задачі.

Іл. 1. Бібліогр.: 9 назв.

УДК 517.9:532.5

Застосування ітераційних методів до розрахунку обтікан-
ня тіл стаціонарним потоком в’язкої рідини / С.М. Лам-
тюгова // Радіоелектроніка та інформатика. 2015. № 2. С. 49
– 56.

Розглянуто і обґрунтовано застосування методів R-
функцій, послідовних наближень і Бубнова-Гальоркіна до
розрахунку обтікання тіл обертання і циліндричних тіл
стаціонарним потоком в’язкої рідини. Доведено збіжність
побудованого ітераційного процесу при малих числах
Рейнольдса, отримані оцінки швидкості збіжності і оцінки
розв’язків у енергетичній нормі.

Бібліогр.: 23 назв.

УДК 383.8:621.396.96:621.396.6

Похибка тривимірної реконструкції поверхні тріщини за
тріадою зображень / Н.Р. Грабовська, Б.П. Русин, В.Г.
Іванюк, О.В.Капшій // Радіоелектроніка і інформатика.
2015. № 2. С.57-62.

Розглянуто проблему оцінки похибки тривимірної рекон-
струкції поверхні за двомірними зображеннями. Для віде-
озйомки зображень запропоновано використовувати три
напрямки освітлення. Від точності встановлення напрямків
освітлення визначально  залежить точність реконструкції.
Проведено оцінку похибки реконструкції похідних по-
верхні залежно від  двох напрямків освітлення. Зокрема, на
основі тестового зображення тріщини проведено розра-
хунок оцінки похибки реконструкції  похідних поверхні
тріщини. В результаті аналізу отриманої  залежності пред-
ставлені рекомендації  по встановленню експлуатаційних
меж кутових відхилень напрямків освітлення та форму-
ванню діапазонів реконструкції похідних .

Іл. 3. Бібліогр.: 16 назв.

UDC 519.63

Numerical analysis of phase transformations on the example
of one-dimensional Stefan problem / A.R. Podgornyj, M.V.
Sidorov, I.G. Yalovega // Radioelektronica i informatika. 2015.
№ 2. P. 45–48.

The problem of calculating the process of thermal conductivity
on the segment in the presence of phase transitions (one-
dimensional Stefan problem) was considered. For its numerical
analysis the approximate analytical method based on the
Galerkin method was suggested. The calculations for the
model problem were conducted.

Fig. 1. Ref.: 9 items.

UDC 517.9:532.5

The iterative methods application for calculating the flow
over body by stationary current of viscous fluid / S.N.
Lamtyugova // Radioelektronica i informatika. 2015. № 2. P.
49–56.

The application of the R-functions method, the successive
approximations method and the Bubnov-Galerkin method to
calculate the flow over bodies of revolution and around
cylindrical bodies by stationary current of viscous fluid was
considered and substantiated. The convergence of the
iterative process, constructed at low Reynolds numbers, was
proved. The estimates of the convergence rate and solutions
assessments in the energy norm were derived.

Ref.: 23 items.

UDC 383.8:621.396.96:621.396.6

An error of three-dimensional reconstruction of surface of
crack is after the triad of images / Hrabovcska N.R., Rusyn
B.P., Ivanyuk V.G., Kapshiy O.V. // Radioelektronika і
informatika. 2015. № 2. P. 57-62.

The article considers the problem of error estimation for three-
dimensional surface reconstruction with two-dimensional
images. For recording  images it offers to use three directions
of illumination. The accuracy of the determination of directions
of illumination initially depends on the accuracy of the
reconstruction. The estimation error of the reconstruction of
the derivatives of the surface depending on two directions of
illumination. In particular, based on the test image of the crack
was calculated estimate of the error of reconstruction of the
derivatives of the surface cracks. The analysis of this
dependences presented recommendations for establishing
operating limits of the angular deviations of the directions of
illumination and formation ranges of the reconstruction of
derivatives .

Fig.3. Ref.: 16 items.
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материала исследования с описанием идеи, метода, и
обоснованием полученных научных результатов);
выводы (отражают результаты исследования, их на-
учную новизну и практическую значимость, сравне-
ние с лучшими аналогами, перспективы).
Структура рукописи: заголовок, аннотация, текст, ли-
тература, реферат (на украинском и английском язы-
ках), сведения об авторах.

ОБРАЗЕЦ  ОФОРМЛЕНИЯ
УДК 519.713
НАЗВАНИЕ    РУКОПИСИ
ФАМИЛИЯ И.О.
(Название желаемого раздела тематики)
Аннотация (на языке статьи, абзац 5-10 строк, кегль 9)
помещается в начале статьи и содержит информацию о
результатах описанных исследований.
Основной текст можно разделять на 2 и более подраз-
делов с заголовками, выделенными полужирным
шрифтом, пронумерованными арабскими цифрами,
как показано в следующей строке.
1. Название раздела
Рисунки и таблицы (черно-белые, контрастные) поме-
щаются в текст после первой ссылки в виде перено-
симых объектов и раздельно нумеруются, при нали-
чии более одного  рисунка (таблицы), арабскими
цифрами. Рисунок содержит подрисуночную центри-
рованную подпись под иллюстрацией (вне рисунка),
как показано на рис. 1.
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Рис. 1. Граф с контурами

Табличный заголовок располагается справа над таб-
лицей (вне таблицы), что иллюстрируется табл.1. Ре-
дакторы: СorelDraw, Table Editor, Excel.

Формулы нумеруются при наличии ссылок на них в
рукописи. Формулы, символы, переменные, встреча-
ющиеся в тексте, должны быть набраны как объекты
Microsoft Equation. Рекомендуемая высота формуль-
ных кеглей: переменная – 10 пунктов, индекс – 8, над-
и подиндекс – 8, основной (индексный) математичес-
кий символ – 12(10):

i i j
i

i

k

j iR
j

h k
jF F

b
P nF X+

=
+=

+
−= − ∏ ∑

+ +∑
1 1

21
1 .    (1)

Формат переменных (желательно не курсивом – без
наклона) в тексте и формулах должен быть идентич-
ным. В тексте над- и подиндексы составляют 70 % от
высоты кегля, которые рекомендуется опускать (под-
нимать) на 17 (33) % относительно основной строки.
Литература (включает опубликованные источники, на
которые имеются ссылки в тексте, заключенные в
квадратные скобки) печатается без отступа, кегль 9
пунктов.
Образец окончания текста рукописи (литература, све-
дения об авторах, реферат) представлен ниже.
Литература: 1.Фамилия И.О. Название книги. Город: Из-
дательство, 1900. 000 с. 2. Название сборника / Под ред.
И.О. Фамилия. Город: Издательство, 1900. 000 с. 3. Фами-
лия И.О. Название статьи // Название журнала. Название
серии. 1997. Т. 00, № 00. С. 00-00 .

Поступила в редколлегию 00.00.00
Рецензент: должность, ученая степень, Фамилия, И.О.

Фамилия, имя, отчество, ученая степень, звание, долж-
ность и место работы. Научные интересы. Увлечения и
хобби. Адрес, контактные телефоны.
Рефераты представляются на украинском и английс-
ком языках.
УДК 000.000.00
Назва статтi /Iнiцiали. Прiзвище // Радiоeлектронiка та
iнформатика. 2000. № 00. С. 00–00.
Текст реферату.
Табл. 00. Іл. 00. Бібліогр.: 00 назв.
UDC 000.000.00
Title of paper / Initials. Surname // Radioelektronika i informa-
tika. 2000. N 00. P. 000-000.
Text.
Tab. 00. Fig. 00. Ref.: 00 items.
Представление материалов
Рукопись, рефераты, сведения об авторах — в одном
файле, поименованном фамилией автора, присылаются
по адресу: ri@kture.kharkov.ua. Твердая копия материалов
– для граждан Украины — в одном экземпляре: рукопись,
подписанная авторами, рефераты, акт экспертизы, внешняя
рецензия, подписанная доктором наук, заявление на имя
главного редактора со сведениями об авторах.
Адрес редакции: Украина, 61166, Харьков, пр. Ленина, 14,
ХНУРЭ, комната 321, тел. 70-21-326, e-mail: ri@kture.kharkov.ua;
hahanov@kture.kharkov.ua. http://www.ewdtest.com/ri

Шаг i 1 2 3 4 5 6 
Ф1(1,3) 1 2 2 4 6 1 
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