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Ðàññìàòðèâàþòñÿ êà÷åñòâåííûå ìåòîäû ðàñïîçíàâà-
íèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, âîçìóùà-
þùèõ ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé  ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäî-
âàíèé ïîâåäåíèÿ ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðàçíûõ
òèïîâ õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ìíîãèå ðåàëüíûå ïðîöåññû â òåõíèêå, ýêîíîìè-
êå, áèîëîãèè è ìåäèöèíå â ñèëó ñâîåé ïðèðîäû
íàäåëåíû òàê íàçûâàåìûì ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì,
êîòîðîå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü òàê: áóäóùåå îïðå-
äåëÿåòñÿ íàñòîÿùèì. Âàæíûì íàïðàâëåíèåì â òåîðèè
ìàðêîâñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðîöåñ-
ñîâ, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñòàáèëèçàöèÿ. Ïîä
ñòàáèëèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ òàêîå ñâîéñòâî ïðîöåññà,

êîãäà ïðè t→t 0 (t 0 ≤∞) îñíîâíûå åãî õàðàêòåðèñòèêè
ïðèíèìàþò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ.  Äëÿ ìàðêîâñ-
êîãî ïðîöåññà  ýòî  îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð
ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé, ê êîòîðûì ñòðåìÿòñÿ ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè
íàõîæäåíèÿ äàííîãî ïðîöåññà â åãî ñîñòîÿíèÿõ.
Òàêîé ïðîöåññ ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê äèíàìè-
÷åñêóþ ñèñòåìó,  èìåþùóþ óñòîé÷èâóþ òî÷êó ðàâ-
íîâåñèÿ  [1].

Ïóñòü íà ìàòðèöó P ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
ïðîöåññà ñ n ñîñòîÿíèÿìè, â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿùóþ
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p t p t p t p tn( ) ( ( ), ( ),..., ( ))= 1 2  âîçìóùåííîé ñèñòåìû îï-

ðåäåëÿåòñÿ êàê p t p t P tk k k( ) ( )~( )= − −1 1  äëÿ çàäàííîãî

íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p( )0 .
Ïóñòü ôàêòîðîì, âîçìóùàþùèì ìàðêîâñêóþ

ñèñòåìó, ÿâëÿåòñÿ îäíà èç êîìïîíåíò  íåïðåðûâíîãî
âî âðåìåíè õàîòè÷åñêîãî ïðîöåññà

 X t x t x t x tm( ) ( ( ), ( ), . .. , ( ))= 1 2 .
Õàîñ ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé òèï ïîâåäåíèÿ äåòåðìèíè-
ðîâàííîé ñèñòåìû â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå. Õîòÿ
ýâîëþöèÿ ýòîé ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
äèíàìè÷åñêèìè çàêîíàìè,  åå äèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ
ñòîõàñòè÷åñêîé. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì
äèññèïàòèâíûå õàîòè÷åñêèå ñèñòåìû, ýâîëþöèÿ êî-
òîðûõ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè òàêèõ
ñèñòåì ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå  áåñêîíå÷íîé, íèãäå íå
ïåðåñåêàþùåéñÿ ëèíèè, ïðè÷åì ïðè t → ∞ òðàåêòî-
ðèÿ íå ïîêèäàåò çàìêíóòîé îáëàñòè. Òàêèå ñèñòåìû
øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ãèäðîäèíàìèêå, ìåõàíè-
êå, ôèçèêå ïëàçìû è ò. ä. [2] .

Èòàê, ìû íàáëþäàåì ýâîëþöèþ ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà, íà êîòîðûé âîçäåéñòâóþò õàîòè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ, ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå âðåìåííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ:

  p t p t p t p tk k k n k( ) ( ( ), ( ),..., ( ))= 1 2 .

Íà ðèñ.1 ïîêàçàíû êîìïîíåíòû âåêòîðà p t( )
ìàðêîâñêîé ñèñòåìû ðàçìåðíîñòüþ n=3,  íà êîòîðóþ
âîçäåéñòâóåò  õàîòè÷åñêèé ïðîöåññ. Ïðÿìûå ëèíèè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè íå-
âîçìóùåííîãî ïðîöåññà.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à: îïðåäåëèòü, êàêîé èìåííî âèä
õàîñà çàøóìëÿåò íàáëþäàåìûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êà÷åñòâåííûå
ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ  íà ïðèìåðàõ õîðîøî èçâåñ-
òíûõ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ  Ëîðåíöà, Ðåññëåðà è
×óà [2].

Ðàññìîòðèì îäíó ïðèìå÷àòåëüíóþ îñîáåííîñòü
ñòðàííîãî àòòðàêòîðà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âîññòàíàâ-
ëèâàòü  åãî íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòñ÷åòîâ,

Ðèñ. 1. Êîìïîíåíòû âåêòîðà ð(t) ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà  ïîä  âîçäåéñòâèåì  õàîòè÷åñêèõ
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ïîëó÷åííûõ ïóòåì äèñêðåòèçàöèè âî âðåìåíè ëèøü
îäíîé êîìïîíåíòû åãî ñîñòîÿíèÿ..

Ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ F îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì àòòðàêòîð À, ðàñïîëàãàå-
ìûé â êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Ì, èìåþùåì
ðàçìåðíîñòü N. Óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò îòî-

áðàæåíèå  F:M→R 2 1N+  ñëåäóþùåãî âèäà:

 F(x x x x Ni i i) [ ( ), ( ), .. . , ( )]= + +ϕ ϕ τ ϕ τ2 ,

ãäå ϕ τi x n( )+  – i-ÿ êîìïîíåíòà òðàåêòîðèè ñèñòåìû;
à t>0 – ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè, âûáèðàåìûé ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì. Òîãäà, â îáùåì, îòîáðàæåíèå F
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå âëîæåíèå [3]. Ïðî-
ñòðàíñòâî R N2 1+  âñåãäà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ àòòðàêòîðà. Îäíàêî òàêîå âîññòàíîâ-
ëåíèå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ è â ïðîñòðàíñòâå, ðàç-
ìåðíîñòü êîòîðîãî ìåíüøå 2N+1 [4] .

Âîññòàíàâëèâàòü àòòðàêòîð ìîæíî ïðàêòè÷åñêè
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè t, îäíàêî âñå æå ñóùåñòâóþò
îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè çíà÷åíèå t ñëèø-
êîì ìàëî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ϕ τ ϕ τi ix k x k( ) ( ( ) )+ ≈ + +1 , è âîññòàíîâëåííûé àòò-
ðàêòîð îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì îáëàñòüþ âáëèçè
äèàãîíàëè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ
âîññòàíîâëåíèå. Åñëè æå çíà÷åíèå t ñëèøêîì âåëèêî,
à ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêîé, òî çíà÷åíèÿ ϕ τi x k( )+

è ϕ τi x k( ( ) )+ +1  îêàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè
(â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè, îïðåäåëÿåìîé ïðîèçâîäèìûìè
âû÷èñëåíèÿìè), è ñòðóêòóðà àòòðàêòîðà èñ÷åçàåò.
Åñëè æå çíà÷åíèå t îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì áëèçêèì ê
çíà÷åíèþ êàêîãî-ëèáî ïåðèîäà ñèñòåìû, òî òà ñî-
ñòàâëÿþùàÿ, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ óêàçàííûì
ïåðèîäîì, ïðè âîññòàíîâëåíèè áóäåò ïðåäñòàâëåíà
íåäîñòàòî÷íî ïîëíî.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ôàçîâûé ïîðòðåò àòòðàêòîðà
ñèñòåìû ×óà  â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ x(t) è y(t) (à)
è âîññòàíîâëåííûé  ïî çíà÷åíèÿì êîìïîíåíòû x(t)
ïðè  Ò=0,35 (á).

Ðàññìîòðèì âðåìåííóþ ðåàëèçàöèþ êàêîé-ëèáî
êîìïîíåíòû âåêòîðà áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé 

p t( )
âîçìóùåííîé ñèñòåìû, ïîêàçàííîãî íà ðèñ.1. Ïîä-
áèðàÿ çíà÷åíèÿ Ò â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû øàãà
äèñêðåòèçàöèè ñèñòåìû è åå ðàçìåðíîñòè, ìû ìîæåì
âîññòàíîâèòü ôàçîâûé ïîðòðåò âîçìóùàþùåãî õàî-
òè÷åñêîãî ïðîöåññà.Íà ðèñ.3 ïîêàçàí ôàçîâûé ïîð-
òðåò àòòðàêòîðà Ðåññëåðà  â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ
x(t) è y(t) (à) è âîññòàíîâëåííûé ïî çíà÷åíèÿì
êîìïîíåíòû p t1( )  âåêòîðà áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñ-
òåé  çàøóìëåííîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ïðè çíà÷å-

íèè t=0,75 (á). Ïîðòðåòû ïîñòðîåíû ïî ðåàëèçàöèè
äëèíîé 50 âðåìåííûõ åäèíèö.

Íàãëÿäíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ äèíàìè÷åñ-
êîé ñèñòåìû äàåò ðàñ÷åò ñïåêòðà ìîùíîñòè ðåàëèçà-
öèè ïðîöåññà. Ðàñ÷åòû ôóðüå-ñïåêòðà  âàæíû òàêæå
è ïîòîìó, ÷òî â ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ èçìåðå-
íèå ñïåêòðà, êàê ïðàâèëî, òèïè÷íàÿ, à ÷àñòî è
åäèíñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå. Îáû÷íî ñïåê-
òðû ìîùíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé îáðà-
áîòêîé äàííûõ ðåàëèçàöèè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [5].  ×òîáû óìåíü-
øèòü ïîãðåøíîñòü ñ÷åòà, âûçâàííóþ êîíå÷íîñòüþ
ðåàëèçàöèè, ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîäû ââåäåíèÿ
ñïåöèàëüíûõ îêîí, îäíàêî äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëè-
çà âïîëíå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè
îêíàìè, íî îáðàáàòûâàòü ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíî
äëèííûå ðåàëèçàöèè. Áîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìîñòü óñðåäíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà  ñïåêòðîâ.
Ýòà ïðîöåäóðà àäåêâàòíà ðàñ÷åòó ñïåêòðà ïî íåêîòî-
ðîìó íàïåðåä çàäàííîìó ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîã-
ðàìì îäèíàêîâîé äëèòåëüíîñòè ñ ïîñëåäóþùèì óñ-
ðåäíåíèåì ðåçóëüòàòîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèëîñü
óñðåäíåíèå ïî 20 ïåðèîäîãðàììàì, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ áûëà ïîñòðîåíà ïî ðåàëèçàöèè äëèíîé  îêîëî 10
âðåìåííûõ åäèíèö.

Íà ðèñ.4, à ïîêàçàíû ñïåêòðû ìîùíîñòè êîìïî-
íåíòû, x(t) ñèñòåìû Ëîðåíöà (ââåðõó) è êîìïîíåíòû

p t1( )  âåêòîðà áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé çàøóìëåí-
íîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (âíèçó). Íà ðèñ. 4, á

Ðèñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò àòòðàêòîðà ×óà
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ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñïåêòðû  äëÿ ñèñòåìû
Ðåññëåðà.

Ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâàõ
õàîòè÷åñêîãî ïðîöåññà äàåò ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ p(X,t). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðîöåññ X(t) â
ñèñòåìå ñòàöèîíàðíûé è ýðãîäè÷åñêèé, ìîæíî  çíà-
÷èòåëüíî óïðîñòèòü íàõîæäåíèå ýòîé ôóíêöèè. Âñëåä-
ñòâèå ñòàöèîíàðíîñòè èñêëþ÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü óñ-
òàíîâèâøåãîñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îò âðå-
ìåíè, à ïðåäïîëîæåíèå ýðãîäè÷íîñòè äàåò âîçìîæ-
íîñòü çàìåíèòü óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ óñðåäíåíè-
åì ïî âðåìåíè âäîëü îäíîé ðåàëèçàöèè. Ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ p(X) ñòàöèîíàðíîãî ýðãîäè÷åñêîãî
ïðîöåññà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê ïðåäåë îòíîñè-
òåëüíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû  â
ýëåìåíòàõ îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íåêîòîðîìó äèñêðåòíîìó ðàçáèåíèþ [4].

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
êîìïîíåíòû x(t) ñèñòåìû Ëîðåíöà (à) è êîìïîíåíòû
p t1( )  âåêòîðà áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé âîçìóùåí-
íîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (á). Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòðîåíà ïî ðåàëèçàöèÿì äëèíîé 100
âðåìåííûõ åäèíèö. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà
áûëà ðàçáèòà íà 80 ðàâíûõ èíòåðâàëîâ.

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî  “çàøóìëåí-
íûå õàîñîì”  áåçóñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà ïðèîáðåòàþò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó,
ñâîéñòâåííóþ äàííîìó âèäó õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû.
Èñïîëüçóÿ òàêèå ìåòîäû  êàê ïîñòðîåíèå ôàçîâîãî
ïîðòðåòà, ñïåêòðà ìîùíîñòè è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ìîæíî àäåêâàòíî óñòàíîâèòü òèï õàîòè÷åñêîãî
ïðîöåññà.
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Èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû öåíòðî-
àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñóïåðïîçèöèþ ïðîñòûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íîðìàëè-
çàöèè èçîáðàæåíèé ïóòåì ïåðåõîäà ê ìåòîäàì îäíîìåð-
íîé íîðìàëèçàöèè, ÷òî ïîâûøàåò åå ýôôåêòèâíîñòü.

Êàê èçâåñòíî, îñíîâíîé çàäà÷åé îáðàáîòêè èçîá-
ðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ èõ ðàñïîçíàâàíèå. Íî ïåðåä òåì,
êàê íåïîñðåäñòâåííî çàíÿòüñÿ ðàñïîçíàâàíèåì, íå-
îáõîäèìî ïðèâåñòè èíòåðåñóþùåå èçîáðàæåíèå ê
óäîáíîìó äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ âèäó. Òàê, åñëè ñóùå-
ñòâóåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçîáðàæåíèå áûëî
ïîäâåðãíóòî äåéñòâèþ ãðóïï ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, òî ñðàçó æå ïîñëå ñåãìåíòàöèè ñëåäóåò åãî
íîðìàëèçîâàòü. Ïîä íîðìàëèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ ïðî-
öåäóðà êîìïåíñàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, ñâÿçûâàþùèõ ýòàëîííûå è ðåàëüíûå èçîáðàæå-
íèÿ. Ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé,
ôîðìèðóþùèõ ðàçíèöó ìåæäó ýòàëîíîì è ðåàëüíûì

Ðèñ. 5. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ  ñèñòåìû
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èçîáðàæåíèåì, êàê ïðàâèëî, îáðàçóåò ãðóïïû ïðåîá-
ðàçîâàíèé [1].

Îáû÷íî ïðè îáðàáîòêå ðåàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ
çàðàíåå íå èçâåñòíî, êàêèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðà-
çîâàíèÿì îíî ìîãëî ïîäâåðãàòüñÿ. Ïîñêîëüêó âñå
ïðîñòûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ êîìáè-
íàöèè ñîäåðæàò â ñåáå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èññëåäóåìîå ðåàëüíîå èçîá-
ðàæåíèå íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì àôôèííîé ãðóï-
ïû ïðåîáðàçîâàíèé Gà. Êîìïåíñàöèþ ñìåùåíèé
îñóùåñòâèòü äîâîëüíî ïðîñòî. Íàïðèìåð, ìîæíî
âû÷èñëèòü öåíòð òÿæåñòè èññëåäóåìîãî èçîáðàæåíèÿ,
à çàòåì ïðîâåñòè îïåðàöèþ öåíòðèðîâàíèÿ, ñîâìåñòèâ
öåíòð òÿæåñòè èçîáðàæåíèÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíò-
ðîì ïîëÿ çðåíèÿ [1]. Ïîñëå öåíòðèðîâàíèÿ èññëåäó-
åìîå èçîáðàæåíèå áóäåò íàõîäèòüñÿ ïîä äåéñòâèåì
òîëüêî öåíòðîàôôèííîé ãðóïïû Gà

ñ, êîòîðàÿ îïèñû-
âàåòñÿ âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé

,
2221
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ãäå à11 à22 -à21 à12≠0.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íîðìàëèçîâàòü èññëåäóå-

ìîå èçîáðàæåíèå, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çàðàíåå
íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû öåíòðîàôôèííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïðîöåäóðà íîðìàëèçàöèè áóäåò
çàêëþ÷àòüñÿ â ïðèìåíåíèè îáðàòíîãî öåíòðîàôôèí-
íîãî îòîáðàæåíèÿ, îïèñûâàåìîãî ìàòðèöåé À-1.
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