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Исследование различных систем массового обслуживания, про-
цессов рождения и гибели часто приводит к необходимости решать
систему уравнений Колмогорова, при помощи которой описывает-
ся динамика указанных процессов и систем. Довольно часто эта
система содержит бесконечное число уравнений и ее нельзя непос-
редственно решить даже на ЭВМ. Для того чтобы сделать вычисли-
тельный процесс конечным, обычно используют метод редукции,
при котором исходная бесконечномерная система уравнений (а
значит и соответствующий ей процесс) заменяется конечной. От-
вечающий конечной системе процесс должен иметь ту же вероят-
ностную природу, что и исходный. Предельные характеристики
“усеченной” системы могут быть определены аналитически и, если
число уравнений достаточно велико, должны быть близки к соот-
ветствующим характеристикам исходной системы. Доказательства
сходимости вероятностей состояний “усеченных” или редуциро-
ванных систем к исходной системе можно найти в работах [1–3].
Мы же ограничимся иллюстрацией сходимости на примере конк-
ретных систем уравнений и укажем характерные особенности та-
ких типов сходимости.

Пусть неоднородный марковский процесс (t) с непрерывным
временем и счетным фазовым пространством определяется пря-
мой системой Колмогорова
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где A(t) – матрица интенсивностей или квазистохастическая,
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– вектор вероятностей состояний. Систему (1) будем рассматри-
вать как дифференциальное уравнение в банаховом пространстве

последовательностей l1
. Определим множество S p l p  { }1 1 .

Определение 1. Процесс (t) сильно квазиэргодичен, если
существует вектор–функция q(t)S такая, что при любом p(0)S

lim ( (
t

p t) q t)


  0.

Если при этом можно выбрать q(t)=const, то процесс (t) сильно
эргодичен.

Из определения 1 ясно, что при сильной квазиэргодичности
выбор функции q(t) может быть осуществлен не единственным
образом.

Определение 2. Процесс (t) нуль – эргодичен, если для

любого p(0)S p t)i (  0при t и любом i.

Опре деление  3. Процесс (t) имеет предельное среднее
g(t), если при всех i

lim ( (
t

n
n

np t) g t)











  0.

Понятно, что предельное среднее, также как и предельный
режим q(t), можно выбрать неоднозначно.

В данной работе мы рассмотрим следующие типы инфинитези-
мальной матрицы A(t):

1. A t A a ij i j( ) ( ) , , ,...  1 2  – постоянная матрица, причем все

элементы ограничены в совокупности.

2. Последовательность { }a ii расходится к бесконечности.

3. Диагональные элементы a ii(t)< для t0.

4. Существуют такие строки, что  lim (
t

iia t)


 .
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Усеченная матрица A n( )
 редуцированной системы всегда будет

строиться по следующей схеме: отбрасываемые элементы каждой
строки суммируются к наибольшему положительному элементу

этой же строки. Таким образом, матрица A n( )
 по-прежнему оста-

ется квазистохастической, т.е.  a ij
n

j

( )
  0.

В случае расходимости ряда из положительных элементов ре-
дукция осуществляется с учетом коррекции диагонального элемен-
та так, чтобы сумма в соответствующей строке по-прежнему рав-
нялась нулю. Для процессов рождения и гибели с постоянными
коэффициентами получены оценки скорости сходимости усечен-
ной системы к бесконечной. При этом скорость сходимости явля-
ется геометрической [4]. Более сильные оценки найдены для нео-
днородного сильно квазиэргодического процесса [5]. И в этом
случае скорость сходимости также является геометрической. Сле-
довательно, стабилизация решений может наблюдаться визуально
на графике даже при небольших значениях t.

При построении матрицы использовались сходящиеся ряды

вида 
1

1 k p
k

n



 , где 1<p<2. Для случая n=5 и p= {1,866, 1,905, 1,274,

1,453, 1,748} матрица имеет вид:































965,1088,0146,0297,0432,1

133,0817,2202,0365,0115,2

171,0246,024,4413,0409,3

071,0123,0267,0744,1282,1

075,0128,0274,0313,1791,1

.

На рис. 1 представлены решения p t1 ( )  уравнения Колмогорова

для соответствующих инфинитезимальных матриц A n( )
(n=5,10,15).

Начальные распределения задавались вида (1,0,0, ...). Легко заме-
тить, что решения стремятся к предельному (для n=) значению 1-й
компоненты собственного вектора инфинитезимальной матрицы,
который показан пунктирной линией.
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Рис.1

Аналогичная картина наблюдается и в том случае, когда одна из
строк матрицы представляет собой расходящийся ряд. Например,
для n=5 последняя строка матрицы имеет вид (1,1,1,1,-5). На рис. 2
представлены решения уравнения Колмогорова для инфинитези-
мальных матриц размерностью n={5,15} с расходящимся рядом
(сплошной линией) и соответствующие решения для сходящихся
рядов (пунктиром).

Рис. 2.

В таблице приведены значения
1-й компоненты собственного век-
тора инфинитезимальной матрицы
соответствующей размерности, ука-
занной в первом столбце, для мат-
риц со всеми сходящимися рядами
(2-й столбец) и матриц с расходя-
щимся рядом (3-й столбец). В пос-
ледней строке представлены пре-
дельные значения этих последова-
тельностей, найденные с помощью
алгоритма Винна.

Кроме  инфинитезимальных
матриц, заданных числовыми пос-
ледовательностями, были исследо-

n P1 сх. P1 расх.

5 0,471608 0,472563

10 0,448391 0,452449

15 0,441258 0,446921

20 0,436602 0,443301

25 0,432906 0,439821

30 0,429618 0,436376

35 0,427278 0,434072

40 0,424726 0,430964

45 0,422531 0,428262

50 0,420564 0,42579

55 0,419752 0,425631

60 0,418429 0,424094
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ваны матрицы, элементами которых являются функциональные
ряды, представляющие собой разложения в ряд Тейлора гипербо-
лических функций с аргументом вида 1/t в бесконечно удаленной
точке. Например, для n=5 были выбраны следующие функции:
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Матрица для n=5 выглядит следующим образом:
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Сходимость компонент собственного вектора к предельному
значению происходит довольно быстро. На рис. 3 показан график
1-й компоненты собственного вектора матрицы для n=5 и n=15.
Как и в случае числовых последовательностей, если одна или
несколько строк представляют собой расходящиеся ряды, сходи-
мость сохраняется.

Рис. 3.
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Все вычисления производились в среде многофункционального
интегрированного пакета Mathematica, который был выбран пото-
му, что позволяет проводить вычисления с очень высокой степе-
нью точности, обладает необходимым набором средств матричной
алгебры, большими возможностями для решения систем диффе-
ренциальных уравнений и работает с выражениями как в числен-
ном виде, так и в аналитической форме.
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