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РАСЩЕПЛЕНИЕ  МАРКОВСКОГО

ПРОЦЕССА  НА  НЕСВЯЗАННЫЕ

ФРАГМЕНТЫ  С  ОДНОВРЕМЕННОЙ

ФОКУСИРОВКОЙ  В  КАЖДОМ  ИЗ

Н И Х

ГЕРАСИН С.Н., ДИКАРЕВ В.А., РОДЗИНСКИЙ А.А.

Рассматривается  задача о расщеплении неоднород-
ного марковского процесса с конечным числом состо-
яний на процессы, не взаимодействующие между собой.
Это расщепление производится на конечном интерва-
ле, правый конец которого является общей точкой
фокусировки [1] для распадающихся фрагментов. Веро-
ятности состояний распадающегося процесса имеют
заданные левые пределы в общей точке фокусировки.
Приводимые в статье доказательства о решении процес-
са уточняют результаты, содержащиеся в [1,2].

Пусть инфинитезимальная матрица (s) исследу-
емого процесса с конечным числом состояний n,
непрерывная на некотором полуинтервале =(s0, t0)
и имеющая во всех его точках ранг n–1, удовлетво-
ряет следующим условиям:

1. Среди элементов (s) есть элементы, являющи-
еся при st0, s бесконечно большими величинами
одинакового порядка, причем порядок их роста
наибольший по сравнению с остальными элементами
(s). Обозначим множество всех таких элементов
через . Предположим, что для любого (s) выпол-
няются условия
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Обозначим 1(s), 2(s) левый верхний и правый
нижний диагональные блоки матрицы (s). Пусть
эти блоки имеют порядки mm и (n–m)(n–m).
Допустим, что блоки (s) (=1,2) содержат столбцы
j, элементы которых монотонно растут при st0–0
и имеют в t0 неинтегрируемые особенности.

2. Существуют пределы
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Здесь )(sP


 – нулевые векторы матриц  )s( :
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Нормы )s(P  сохраняют на  постоянные значе-

ния (нормой P  вектора P  будем называть число
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Если (s), то для любого элемента ij(s)
матрицы 
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существует и отличен от нуля лишь в случае lij(s)S.
Обозначим через d(s)S элемент, удовлетворяющий
для любого lij(s) условию
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3. Элементы внедиагональных блоков 12(s), 21(s)
при st0 убывают к нулю достаточно быстро (на-
сколько быстро, будет разъяснено ниже).

Рассмотрим
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Матрица   – блочно-диагональная. Обозначим
ее блоки через 1, 2. Их порядки равны mm и (n–
m)(n–m). Считаем, что ранги матриц 1, 2 равны
m–1 и n–m–1.

Указанные допущения позволяют свести изуче-
ние исходного процесса к изучению процессов,
описанных матрицами (s) (=1,2).

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда
для произвольного начального распределения веро-

ятностей  )s(0P , заданного в любой точке sn,

вероятности Pi(s,t) процесса с матрицей  имеют
пределы при tt0 :
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где a[0,1] зависит от начального распределения

)s(0P  и положения точки s. Здесь вектор
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где  *P  определены формулами (2).
Доказательство. Требование быстрого убывания к

нулю при st0 элементов матриц 12, 21 означает
следующее. Существует монотонная последователь-
ность {tk}, {tk}t0, {tk} такая, что для отрезков [tk,
tk+1], k=1,2,... выполняется условие

 ktXtX kk ,0)(ˆ)(  .       (7)

Здесь Xk (t) – матрицант системы уравнений
Колмогорова с матрицей (t), отвечающий отрезку [tk,

tk+1];  )(ˆ tX k  – матрицант для этого же отрезка

системы Колмогорова с матрицей  )t(̂ , полученной

из (t) заменой нулями блоков 12, 21 с последующей
коррекцией блоков 1, 2. Коррекция состоит в

замене элементов ij(t) этих блоков величинами  )t(iĵ :
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Условие (7) имеет место, если убывание к нулю
блоков 12, 21 будет достаточно быстрым (см.
оценку для нормы разности матрицантов в [4,с.26]).

Выясним зависимость между матрицами возму-
щенной и не возмущенной системы Колмогорова для
случая, описанного выше. В качестве нормы выберем
следующий интеграл:
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Уравнения для матрицантов имеют вид X=X,
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Данное неоднородное матричное уравнение при
указанных начальных условиях имеет следующее
решение:
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Оцениваем его по норме
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Матрицант  )(ˆ tX  удовлетворяет уравнению
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из него следует оценка
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Используя известное неравенство о том , что для
неотрицательных функций a(t) и b(t) из

  d)(a)(
t

s

b)0s(a)t(a

0
следует

















  d))(
t

s

bexp)0s(a)t(a

0

,

получаем
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Кроме того, дифференцируя тождествo
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Аналогично получим оценку для 
1ˆ X :
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Отсюда вытекает искомая оценка


 )(ˆ)()(ˆ

ˆ21 tentXtX .

Таким образом, при стремлении к точке фокуси-
ровки t0 матрицанты стремятся друг к другу со
скоростью, пропорциональной стремлению к нулю
внедиагональных блоков.

Матрица  )t(̂ блочная. Ее блоки  )t(1̂ ,  )t(2̂

являются инфинитезимальными матрицами. Если s
принадлежит достаточно малой полуокрестности точки
t0, их ранги равны m–1 и n–m–1. Точка t0 является
их общей точкой фокусировки. Это следует из
допущений п. 1–3.

Рассмотрим монотонную последовательность

1
k

}ks{  , sk, skt0. Считаем, что  1
k

}ks{   содер-

жит точки последовательности tk.
Рассмотрим процесс на [t1, t], t=tn. Заменим на

каждом отрезке [sk, sk+1] (k=1,2,...), содержащемся в

[t1, t], матрицу  )(ˆ s  на матрицу

)k(ˆ)s(
~

 , tk[sk,sk+1],  1kssks  .    (8)

Устремив t к t0, определим  )s(
~
 на всех [sk, sk+1]

и, значит, на всех [tk, tk+1]. Матрица  )s(
~
  является

кусочно–постоянной аппроксимацией матрицы  )s(̂ .

Считаем, что {sk}k=1 выбрана так, чтобы матрицан-

ты  )(
~

),(ˆ sXsX kk  системы Колмогорова с матрицами

)s(̂ ,  )s(
~
 , отвечающие отрезкам [tk,tk+1], удовлет-

воряли условию

 ksXsX kk ,0)(
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К процессам, которые описываются диагональ-

ными блоками  )s(1
~
 ; )s(2

~
  матрицы  )s(

~
 , приме-

ним тот же прием оценивания разностей Rj(s,t), rj(s,t),

)t,s(ijP
1

sup)t,s(jR),t,s(ijP
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inf)t,s(jr  , что и в [1].

При рассмотрении этих процессов используем веро-
ятностные пространства

BP,F,,AP,F,                (10)

(см. [3, с. 80]).
Здесь A и B – события, состоящие в том, что

процесс протекает внутри состояний 1,...,m и, соот-
ветственно, внутри состояний m+1,...,n. В силу
сделанных в п.2 предположений P(A)>0, P(B)>0.
При переходе к пространствам (10) следует произве-
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сти перенормировку вероятностей, характеризую-
щих эти процессы.

Так, для  
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Повторяя рассуждения, проведенные в [1], полу-
чаем, что теорема верна и для процесса с матрицей

)s(̂ , где начальные распределения вероятностей

)s(0P 


 процессов с матрицами (s) (=1,2) удовлет-

воряют лишь условиям
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a – любое число из [0,1].
Проверим, что (5) выполняется и для исходного

процесса с матрицей . Для этого процесса зададим

начальное распределение вероятностей  )s(0P


 в лю-

бой точке s. Пусть

)s,s(P                          (11)

есть решение системы Колмогорова с матрицей  и

указанным начальным распределением  )s(0P .

Возьмем в (11) s настолько близко к t0, чтобы
решения

)t,s(P
ˆ
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систем Колмогорова с матрицами   ˆ, , отвечаю-

щие общему начальному условию  )s,s(P)s(0P 


,

заданному в s, удовлетворяли неравенству
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для всех t[s,t0]. Выбор такой точки s возможен для
любого 0  в силу (7).

Выше было доказано, что  )t,s(P
ˆ

0tt
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ет. Отсюда и из (13), ввиду произвольности  ,
следует существование предела
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который имеет вид (6). Теорема доказана.
1. Пусть элементы блока 12(s) убывают к нулю

при st0–0 достаточно быстро, а все элементы блока
21(s) ограничены в . Тогда, если выполняются
условия 1, 2, то для начального распределения
вероятностей P0(s), s пределы (5) существуют для
всех i=1,...,m.

2. Пусть порядок роста элементов из  таков, что
интегралы (1) сходятся, но их абсолютные величины
достаточно велики. Тогда to является точкой фоку-

сировки [1] для процессов с матрицами  2
ˆ,1

ˆ  . В

этой ситуации для выполнения (7) достаточно про-
извольного (а не “достаточно быстрого”) убывания
к нулю элементов из 12, 21. Это следует из оценки
нормы разности матрицантов, содержащейся, напри-
мер, в [4, с.26]. В таком случае верно следующее
утверждение.

Пусть выполнены условия 1–3 (с изменениями ,
указанными выше). Тогда для произвольного рас-

пределения вероятностей  )s(0P


, заданного в любой

s, t0 является точкой  –фокусировки на

)*
2P,*

1P(*P


  для вероятностей Pi(s,t) процесса с

матрицей (s).
Из перечисленного выше видно, что расщепление

процесса на несвязанные фрагменты с одновремен-
ной их фокусировкой на предельные вероятности
может быть выполнено при существенных ограниче-
ниях на процесс.

Отметим также, что процесс расщепления в ка-
ком-то смысле является неустойчивым. Это видно из
доказанной теоремы и следующего утверждения.

Пусть матрица процесса (s) удовлетворяет усло-
виям 1–3 (быстрота убывания к нулю блоков 12, 21

здесь несущественна), а  )s(2P),s(1P


– нулевые

векторы матриц (1(s), 12(s)), (21(s), 2(s)) и  –
произвольное число из отрезка [0,1].

Тогда в достаточно малой полуокрестности 
точки t0 найдутся такие P1(s), P2(s), что:

а) ||P1(s)||=, ||P2(s)||=1– на ;

б)  существуют  пределы 
*
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 , где *

2P,*
1P  определены формулой (2).

Очевидно,  *
1P ,  1*

2P . Доказательство

этого утверждения приводить не будем.
В теореме 1 точка фокусировки t0 совпадает с

моментом времени t1 обращения в нуль внедиаго-
нальных блоков 12, 21: t0=t1. Рассмотрим случаи
t0<t1 и t0>t1. Если выполняются условия 1–3, то
случай t0<t1 тождественен ситуации, описанной в
теореме 1 из [1]. Для случая t0>t1 теорема 1 о
расщеплении остается в силе.

Теорема о расщеплении и теорема 1 из [1] остаются
в силе, если условие (5) заменить условием

P{Pi(t)Pi | t[s0, t0)}=0, i=1,2,...,n,
где по-прежнему Pi(t) (i=1,...,n) – компоненты
нулевого вектора матрицы (t). Однако теперь схо-

димость к 
*

iP  в (5) следует понимать как сходимость

по вероятности.
Доказательство следующего предложения (его

можно было бы назвать теоремой о соединении
невзаимодействующих фрагментов с фокусировкой
на заданное распределение), которое мы опускаем,
проводится без каких-либо ограничений на инфини-
тезимальную матрицу процесса.

Теорема 2. Пусть ̂– блочно-диагональная мат-

рица nn, блоки которой  2
ˆ,1

ˆ   порядков mm

и n–mn–m являются инфинитезимальными мат-
рицами и имеют ранги m–1 и n–m–1. Пусть далее

 – инфинитезимальная матрица nn ранга n–1, *P

–

ее нулевой собственный вектор, s0, t0 – произвольные
моменты времени, s0<t0. Тогда на [s0, t0) существует
неоднородный марковский процесс с матрицей (s)
порядка nn такой, что:
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а)  )s( имеет при s(s0,t0) ранг n–1,

б)  ,ˆ)0s( 

в) 
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 , где  )s(P


 – нулевой собствен-

ный вектор матрицы  ),s(

г) в некоторой левой полуокрестности точки t0

матрицы  )s(),s(  отличаются лишь на скаляр-

ный множитель.
Полученные в работе результаты могут быть

использованы при рассмотрении конкретных задач,
в которых изучаются процессы марковского типа,
распадающиеся на несвязанные или слабо связанные
фрагменты. Задачи такого типа возникают в нейрон-
ных и компьютерных сетях, экономике, экологии и
радиоэлектронике. Изложенный в работе подход
был применен авторами при анализе распадающихся
экономик [5].
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ  МЕТОДА

ОТСЕЧЕНИЙ  ПРИ  РАСКРОЕ

ЕМЕЦ О.А., ЕМЕЦ Е.М., КОЛЕЧКИНА Л.Н.

Рассматривается оптимизационная задача размеще-
ния прямоугольников, которую можно интерпретиро-
вать как задачу минимизации времени работы мульти-
процессорной вычислительной системы (МВС). Для ее
решения применяется метод отсечений. Приводятся
результаты счета.

1. Введение

Одними из первых по исследованию проблемы
раскроя являются работы Канторовича Л.В. и Зал-
галлера В.А. [1, 2]. Разработке методов решения
комбинаторных задач оптимального размещения гео-
метрических объектов посвящены работы школы
Стояна Ю.Г. [3, 4]. Разные подходы к раскрою
материалов рассматриваются также в работах [5-8].
Нами рассматривается метод отсечения [9] для одной
задачи раскроя, которую можно толковать как задачу
минимизации времени работы МВС при решении
заданого набора задач [10].

Введем необходимые понятия и обозначения.
Мультимножеством [3,4] называется совокупность
элементов, среди которых есть одинаковые. Муль-
тимножество А можно представить его основанием
S(A) – множеством всех его разных элементов с
указанием их кратностей – чисел, указывающих
количество повторений каждого элемента основа-
ния в мультимножестве. Упорядоченные n-выбор-

ки из мультимножества А, содержащего k разных
элементов, т. е. такие, что различаются между
собой только порядком следования элементов,
образуют  общее  множество  перестано-

вокЕ Ank ( )[3,4]. Обозначим: Jm–  множество пер-

вых m натуральных чисел, Rn  –  евклидово
арифметическое пространство.

2.Постановка задачи и метод решения

Рассмотрим следующую задачу [3, 4]. Пусть
имеется набор p прямоугольников одинаковой ши-
рины и разной длины. Необходимо разместить дан-
ное множество прямоугольников в m полос так,
чтобы длина z занятой части полос была минималь-
ной. Длину прямоугольников можно интерпретиро-
вать как время решения задач, а m – как число
эквивалентных процессоров в МВС.

Построим математическую модель данной задачи.

Пусть xij – длина прямоугольника, стоящего на

месте j в полосе i . Очевидно, что в оптимальном

решении  1 1   j p m .  Будем  считать,  что

j J p m  1.  Получим  в  m  полосах  всего

( )p m m n  1  прямоугольников, из которых p –

задано, а остальные будем считать, не нарушая
общности, имеющими нулевую длину. Обозначим
длины прямоугольников через gi, iJn. G – мульти-
множество, которое состоит из элементов gi, iJn.

Пусть Е Gnk ( ) – общее множество перестановок из

действительных чисел – длин прямоугольников,
которые составляют мультимножество чисел G. Тог-
да задача сводится к определению:


