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Аналогичным образом матрице (14) отвечает предел
при 0ε →  дифференциала

t z u 0f (t, z, ) g(t, z, u)) = = =δ ε − ,

где (1)z C= , (1)u C= ε , причём (1)t ( C ) 0′δ = δ ε = . Этот
предел равен

(1) (1)
0 0 j

(1)
A (0) j0

((B (0) C C B (0)), )

(T ( C ), ),

δ − δ Φ =

= δ Φ          (20)

поскольку  (2)B 0=  и 0 0B (0) A (0)= . Если бы правая

часть (20) была равна нулю при всех j , то величина
(1)

A (0)0T ( C )δ  принадлежала бы M , что невозможно
согласно А. Следовательно, (1)

A (0)0C KerTδ ∈ , что
противоречит условиям (1)C Lδ ∈ , A (0)0L KerT 0=I .
Поэтому применима лемма 3, и уравнение (18) имеет

решение  (1)C 0= . Из (17) теперь следует, что (3)B M∈

и  (3)B 0= . Лемма 2 доказана.

Теперь мы можем закончить доказательство теоремы.
Сделаем в (10) замену ˆy Bz= . Нетрудно видеть из
(10) , что z  удовлетворяет уравнению

(1)dz B (t, )z
dt

ε = ε .                   (21)

Из леммы 2 теперь следует, что матрица (1)B  обладает
свойствами, которыми, согласно формулировке тео-
ремы, должна обладать матрица B . Действительно,
 (1)B B 0− =%  и, значит, (1)B  допускает разложение в
асимптотический ряд (5) с найденными ранее коэффи-
циентами nB (t) . Кроме того, (1)

0B B M− ∈ . Матрица
же преобразования ˆx CCz= % , согласно лемме 2 разла-
гается в асимптотический ряд, стоящий справа в (6),
поскольку  Ĉ I 0− = . Теорема доказана.

Предложенный в статье метод минимизации числа
ненулевых элементов главной матрицы исследуемой
системы применим и в случае, когда её коэффициен-
ты являются случайными величинами.
3. Заключение
Научная новизна работы состоит в следующем: про-
изведено преобразование исходной системы диффе-
ренциальных уравнений с малым параметром при
производной, в результате которого главная матрица
преобразованной системы имеет максимальное число
нулевых элементов.
Практическая ценность работы заключается в том, что
преобразованная система уравнений требует мини-
мальных затрат машинного времени, поскольку глав-
ная матрица системы содержит максимальное число
нулевых элементов.
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ФИЛЬТРАЦИЯ И ОТЛОЖЕНИЕ
ТВЕРДЫХ ЧАСТИЦ

ВОВК А.В., ДИКАРЕВ В.А.

Рассматривается процесс фильтрации жидкости через
объём, заполненный порошковой смесью. Исследуется
образование фильтрационной корки на разделе суспен-
зии и порошковой смеси. Выводятся коэффициенты от-
ложения. Приводятся формулы, описывающие процесс
образования корки и её изменения во времени, и форму-
лы вычисления объёма жидкости профильтрованной
через порошковую смесь. Устанавливается, что коэффи-
циенты отложения можно считать постоянными.

1. Введение и постановка задачи
Исследуются процессы движения жидкостей в объё-
мах, заполненных многокомпонентными смесями
[1-3].

Рассматриваются задачи с подвижными границами,
возникающие при фильтрации через пористую среду
жидкостей. Фильтрация происходит в случае, когда
гидростатическое давление в рассматриваемом объё-
ме, заполненном многокомпонентной смесью, стано-
вится больше давления жидкости, нагнетающейся в
объём. Это приводит к оседанию на стенках объёма
твёрдых частиц и образованию корки.
Фильтрационная корка, возникающая на пористой
поверхности, сама является пористой и проницаемой.
Её пористость и проницаемость зависят от перепада
давления на корке; корки часто бывают сжимаемыми.
Если размер взвешенных частиц порошковой смеси
меньше среднего размера пор на поверхности, на
которой отлагается фильтрационная корка, то часть
частиц будет проникать внутрь среды.
Целью работы является исследование процессов
фильтрации жидкости через порошковые смеси.
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Задача исследования состоит в выводе формул, опи-
сывающих процесс фильтрации жидкостей через по-
рошковую смесь.
Общий объем суспензии, которая предполагается
однородной, складывается из объема твердых частиц
порошковой смеси pmV  и объема жидкости lV . Доля
объема, приходящаяся на твердые частицы, равна

pm
pm

pm l

V
f

V V
=

+ .                       (1)

Вследствие фильтрации и отложения частиц объем
pmV  уменьшается за время dt  на величину pmdV . За

это время объем жидкости lV  уменьшается на ldV .
Предположим, что состав суспензии при этом не
меняется. Тогда величина pmf  остается постоянной.

Отсюда получаем, что

pm
pm l

pm

f
dV dV

1 f
=

− .                     (2)

При реализации процесса фильтрации твердые части-
цы откладываются либо в порах внутри фильтрующей
среды, либо в виде корки на ее наружной поверхно-
сти. Обозначим через Aδ  элемент площади, на кото-
рой происходит отложение твердых частиц, а через

crdx  – приращение толщины слоя этих частиц за
время dt . Если частицы откладываются внутри филь-
трующей среды, то они могут занять только m -ю
часть объема crAdxδ . Здесь m  – пористость фильтру-
ющей среды. В этой части объема они образуют
пористую структуру, пористость которой обозначим
через crm . Объем отложившихся частиц равен

pm cr crdV m(1 m ) Adx= − δ .                (3)

За время dt  через площадку Aδ  протечет некоторый
объем жидкости. Если обозначить нормальную к пло-
щадке Aδ  составляющую объемного потока жидко-
сти через nvr , то получим:

l n crdV v Adx= − δ
r .                       (4)

Предполагается, что нормаль к площадке Aδ  направ-
лена во внешнюю часть объема, в которую втекает
жидкость. Из уравнений (2) - (4)  получаем уравнение
для скорости роста толщины корки:

pmcr
n

cr pm

fdx
v

dt m(1 m )(1 f )
= −

− −
r

.            (5)

Для фильтрационной корки, откладывающейся на
наружной поверхности фильтрующей среды, полу-
чим такое же уравнение, в котором m 1= .
Множители

pm
int

cr pm

f
w

m(1 m )(1 f )
=

− − ,                (6)

pm
out

cr pm

f
w

(1 m )(1 f )
=

− −                   (7)

называются, соответственно, внутренним и наруж-
ным коэффициентами отложения. Так как в действи-
тельности корка всегда хоть и слабо, но сжимаема, то
пористость корки изменяется с изменением перепада
давления  и, следовательно, коэффициенты отложения
не являются величинами строго постоянными. Если
же отложение происходит при постоянном перепаде
давления, то коэффициенты intw  и outw  можно счи-
тать постоянными.
Течение жидкости в области отложения твердых час-
тиц подчиняется закону Дарси [4]. В наружной корке
проницаемость равна проницаемости корки crK . В
случае внутреннего отложения проницаемость мень-
ше этой величины. Приближенно ее можно принять
равной crmK . Из-за сжимаемости корки проницае-
мость crK  тоже зависит от перепада давления.

2. Анализ процесса фильтрации
Объём, заполненный многокомпонентной смесью,
можно представить как вертикальный цилиндричес-
кий сосуд с пористым дном, в который налита сус-
пензия.
Предположим, что происходит только наружное отло-
жение и что фильтрат и фильтрационная корка несжи-
маемы. Запишем закон Дарси:

crK A pq g
x
∂⎛ ⎞= − − ρ⎜ ⎟µ ∂⎝ ⎠

                       (8)

Здесь A  – площадь дна; ρ  и µ  – плотность и вязкость
фильтрата; q  – объемный расход фильтрата в направ-
лении положительной оси x  (предполагаем, что жид-
кость течёт вниз). Уравнение (8) (с заменой crK  на
K ) имеет место для жидкости в пористом дне.
Жидкость считается несжимаемой. Поэтому уравне-
ние неразрывности имеет вид

q 0
x
∂

=
∂

.                             (9)

Таким образом, всюду
2

2
p 0

x

∂
=

∂
.                          (10)

Решение этого уравнения и соответствующие гранич-
ные условия имеют вид:

0xx,baxp cr <<−+= ,

Lx0,bxap <<′+′= ,                (11)

cr a s

cr
x 0 x 0

p( x ) p gh,
p (0) p(0), p (L) 0,

p pK g K g .
x x= =

− = +ρ
′ ′= =

′∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −ρ = − −ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      (12)

Здесь ap  – давление воздуха над суспензией; h  –
высота столба суспензии над уровнем корки; sρ  –
плотность суспензии.
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При помощи граничных условий (12) можно опреде-
лить постоянные a , b , a ′  и b′  из (11).
В результате получим:

cr
a s

cr
cr

K
p gh 1 gl

K
p x b

K
x L

K

⎛ ⎞
+ ρ + − ρ⎜ ⎟

⎝ ⎠= − +
+

.         (13)

Из формул (8)-(13) находим

cr a s k

cr
cr

K A p gh g(L x )
q

K
x L

K

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ρ +ρ +
⎜ ⎟=

µ ⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

.          (14)

Пусть начало корки находится в точке crx x= − . Тогда
из уравнений (5) и (14)  получаем

cr cr a s k

cr
cr

pm

cr pm

dx K p gh g(L x )
Kdt x L
K

f
.

(1 m )(1 f )

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ρ +ρ +
⎜ ⎟= ×

µ ⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

×
− −

      (15)

Из определения h  и pmf  следует, что

0 cr
pm

Qh h x
A(1 f )

= − −
− .                (16)

Здесь
t

0
Q qdt= ∫                           (17)

есть полный объем жидкости, профильтровавшейся к
моменту t ; 0h  – начальное значение h .

Интегрируя уравнение (5), при t 0=  находим

pm cr
cr

pm

A(1 f )(1 m )
Q x

f

− −
= .             (18)

Подставим Q  из (18) в уравнение (16); полученное
выражение для h  подставим в уравнение (15). Проин-
тегрируем (15) для случая ap const= . Предположив,
что давление ap  велико, получим равенство

cr cr a out

cr
cr

dx K p w
Kdt

x L
K

⎛ ⎞
µ +⎜ ⎟
⎝ ⎠



.                (19)

Интегрируя это равенство при условии crx 0=  в
момент t 0= , получаем

2
cr cr cr a out

cr
K K 2K p w

x L L t
K K

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟ µ⎝ ⎠

.    (20)

Если величины Q  и crx  брать в один и тот же момент
времени t , то из уравнения (18) можно найти выраже-
ние для outw :

out
cr

Qw
Ax

= .                           (21)

Зная величину outw  и величины L , ap , K , µ , crx , t ,
можно, используя (20), найти crK  по формуле

2
k

cr
a out cr

x K
K

2(p Kw t x L)
µ

=
−µ .                (22)

Отметим, что величина Q  состоит не только из филь-
трата, протекшего через пористое дно, но и из объем
фильтрата, насыщающего дно.

Заметим также, что для малых значений L  обе вели-
чины crx  и Q  возрастают пропорционально t .

Некоторые типичные результаты, полученные выше,
приведены на рис. 1 и 2.
На них изображены графики зависимости величин

crK  и outw  от перепада давления для двух кварцевых
суспензий. Одна из суспензий состоит из кварца,
воды и 12% алюминия [2]. В другой содержится 25%
алюминия.

Рис. 1. Зависимость проницаемости фильтрационной
корки от перепада давления: по оси абсцисс – перепад

давления (кг/см2); по оси ординат – crK  (мd)

Рис. 2. Зависимость наружного коэффициента отложе-
ния от перепада давления: по оси абсцисс – перепад

давления (кг/см2); по оси ординат – outw

Из графиков видно, что, хотя проницаемость crK
сильно изменяется с изменением перепада давления,
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коэффициент outw  остается практически постоян-
ным.
В общей многомерной задаче об отложении гранич-
ное условие на границе фильтрационной корки и
суспензии имеет вид

out
ds w n
dt

= − ϑ .                    (23)

Здесь ds
dt

 – скорость продвижения границы корки по

направлению нормали к границе; ϑ  – объемный поток
фильтрата через границу; n  – единичный вектор внеш-
ней нормали к границе. Следовательно, можно найти
продвижение границы фильтрационной корки любой
формы.
3. Заключение
Научная новизна состоит в следующем. Приведены
формулы, описывающие процесс фильтрации жидко-
сти через порошковую смесь. Выведены формулы,
описывающие образование фильтрационной корки на
границе суспензии и порошковой смеси, а также
изменение характеристик корки во времени.

Практическая ценность работы заключается в том,
что рассмотренная математическая модель достаточ-
но точно описывает процессы фильтрации жидкостей
с различными химическими характеристиками через
порошковые смеси.
Литература: 1. Вовк А.В. Процесс формирования порош-
ковых масс в объёме активной смеси // Радиоэлектроника
и информатика. 2007. Ч.2. С. 141-144.  2. Вовк А.В. Исполь-
зование следящих сетей при исследовании жидких смесей
// АСУ и приборы автоматики. 2008. Вып. 142. С. 43-47. 3.
Маскет М. Течение однородных жидкостей в пористой
среде. М.-И.: РХД, 2004. 628с.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ
МОДЕЛИРОВАНИЕ И ЧИСЛЕННЫЙ
АНАЛИЗ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ
ТЕЧЕНИЙ ПОД
ГИДРОТЕХНИЧЕСКИМИ
СООРУЖЕНИЯМИ С ПОМОЩЬЮ
МЕТОДА R-ФУНКЦИЙ

БЛИШУН А.П., СИДОРОВ М.В., ЯЛОВЕГА И.Г.

Рассматривается задача расчета фильтрационного тече-
ния жидкости под некоторыми гидротехническими со-
оружениями при наличии шпунтов. На основании мето-
дов R-функций и энергетического метода (метода Ритца)
строится приближенный метод решения этой задачи.
Эффективность разработанного численного метода ил-
люстрируется вычислительными экспериментами.

Введение
Актуальность исследования. При проектировании
различных гидротехнических сооружений возникает
необходимость численно моделировать движение
жидкости в пористых средах. Для решения этой про-
блемы используются различные аналитические и чис-
ленные методы математической физики (метод Фу-
рье, вариационные методы, сеточные методы, метод
фиктивных областей), методы теории функций комп-
лексного переменного и т.д. Однако для каждого из
этих методов имеются существенные ограничения,
связанные с геометрией области, поведением коэф-

фициента фильтрации и прочее [1 – 4]. В связи с этим
разработка новых приближенных методов решения
этого класса задач является актуальной.
Цели и задачи исследования. Целью настоящего ис-
следования является разработка новых средств мате-
матического моделирования и численного анализа
фильтрационных течений на основании методов
R-функций и Ритца. Для достижения поставленной
цели необходимо решить следующие задачи:
– построить структуру решения смешанной краевой
задачи теории фильтрации;
– разработать алгоритм аппроксимации неопределен-
ной компоненты построенной структуры на основа-
нии метода Ритца;
– провести вычислительные эксперименты.
Настоящая работа распространяет результаты, полу-
ченные в [9], на случай наличия шпунтов.
1. Постановка задачи
Рассмотрим задачу движения несжимаемой жидко-
сти под гидротехническим сооружением (плотиной).
На рис. 1 приведена условная, но достаточно общая,
схема фильтрации. Здесь D  – область фильтрации,

1D  – подводная часть плотины (флютбет), 4∂Ω  –
граница водонепроницаемой области, 5∂Ω  – шпунт.

Стационарная фильтрация несжимаемой жидкости
описывается в рамках линейного закона Дарси урав-
нениями

divu 0=
r ,                           (1)


