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ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÎÅ ÊÀÑÀÍÈÅ ÒÎ×ÅÊ

ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍOÃO ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ RI3
s

ÐÎÌÀÍÎÂÀ Ò.Å., ÐÓÄÎÉ Ä.Ñ.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíòåðâàëüíîãî êàñàíèÿ òî÷åê èí-

òåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà RI3
s , íåîáõîäèìîå äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíîé Φ ôóíêöèè ïàðû èíòåð-

âàëüíûõ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà RI3
s .

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî öåíòðèðîâàííûõ èíòåð-
âàëîâ RI s  [1,2]:

.,,
2

,
2

, 1RRI baabbaxxX xxs ,

ãäå x – öåíòð, à x  – ðàäèóñ öåíòðèðîâàííîãî

èíòåðâàëà RIsX .

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â
ðàáîòàõ [3-5].

Îïðåäåëåíèå 1. Èíòåðâàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó

òî÷êàìè 1X , 2X  â ïðîñòðàíñòâå RIs  íàçûâàåò-

ñÿ îòîáðàæåíèå RIRI s
2
s:ρ   âèäà

21
,, 2121 xxxxXXρ .      (1)

Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êè

RIs1
,11 xxX , RIs2

,22 xxX

èíòåðâàëüíî êàñàþòñÿ, åñëè

2121 xx vxx  .              (2)

Êàê èçâåñòíî [1], ïðîîáðàç òî÷êè

0RIs xXX RIs

â ïðîñòðàíñòâå 1R  åñòü çàìêíóòûé èíòåðâàë

xx xxX ,  (ðèñ. 1,à), à ïðîîáðàç òî÷êè

0,RIs xxxX RIs

â ïðîñòðàíñòâå 1R  åñòü çàìûêàíèå äîïîëíåíèÿ

èíòåðâàëà X äî âñåãî ïðîñòðàíñòâà 1R , ò.å.

XclX C , 21 CCX , ãäå

xxxxC 1
1 R ,    xxxxC 1

2 R ,

(ðèñ. 1, á).

Î÷åâèäíî, ÷òî

1RXX , xx xxXX , .

Â ïðîñòðàíñòâå 1R  ïðîîáðàç òî÷êè RI0, sxX

åñòü çàìêíóòûé èíòåðâàë xxX ,0 , ò.å. ñîáñòâåí-
íî òî÷êà 1Rx ; à ïðîîáðàç 0X  òî÷êè

RI0, sxX  ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì 1R , â
ýòîì ñëó÷àå

xXX 00 ; 100 RXX .

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ
èíòåðâàëüíîãî êàñàíèÿ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà RI s
ïðèâåäåíà íà ðèñ.2:

â ñëó÷àå à – ji xjxiji xxXX ,

â ñëó÷àå á – ji xjxiji xxXX ,

â ñëó÷àå â –

)( 21 jixjji CCxXX j
=

= )( 12 ijxi CCx
i ,

â ñëó÷àå ã –

],[ jij xjxixjji xxxXX

],[ jii xjxixi xxx .
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Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðîñòðàíÿÿ ïîíÿòèå èíòåðâàëüíî-

ãî êàñàíèÿ òî÷åê ïîäìíîæåñòâà RI s  íà ïîäìíîæå-

ñòâî RI s , â îáùåì ñëó÷àå, òåðÿåòñÿ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûé ñìûñë êàñàíèÿ çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ ïðîñòðàíñòâà 1R  êàê ïðîîáðàçîâ òî÷åê

RIsX      (ðèñ. 2, â, ã).

Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè 1Z , 2Z  äâó-
ìåðíîãî èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

RIRIRI sss
2  [4]:

iii YXZ , , RI sii YX , ,

ixii xX , , iyii yY , , 2,1i .

Îïðåäåëåíèå 3. Èíòåðâàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó
òî÷êàìè 1Z , 2Z RI2

s  íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

RIRIρ ss
4:  âèäà

21
2

21
2

21 ,,, YYXXZZ yxρ ,   (3)

ãäå 21 , XXx , 21 , YYy  – èíòåðâàëüíîå

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè 1X , 2X RI s  è òî÷-

êàìè 1Y 2Y RI s , ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 4. Òî÷êè 1Z , 2Z RI2
s   èíòåðâàëüíî

êàñàþòñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
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Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (4) ïîðîæäàåò ñëåäóþùèå ñèñ-
òåìû ðàâåíñòâ:
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Êàæäîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå âçà-

èìíîå ïîëîæåíèå òî÷åê ïðîñòðàíñòâà RI2
s .

Ïðîîáðàç ][Z 2R  òî÷êè ZXZ , RIs
2  â

ïðîñòðàíñòâå 2R  åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîîá-
ðàçîâ YX , 1R  òî÷åê RIsYX , , ò.å.

][Z = YX .

Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè ïðèíàäëåæíî-

ñòè òî÷åê RIsYX ,  ïðîñòðàíñòâàì RIs , RIs , à

èìåííî: RI, sYX ; RI, sYX ; RIsX ,

RIsY ; RIsX , RIsY .

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ïðè-
âåäåíà íà ðèñ. 3-6.

Åñëè RI, sYX , òî ïðîîáðàçîì òî÷êè

YXZ , RIs
2  â ïðîñòðàíñòâå 2R  ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî (ðèñ.3)
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2,C RyxZclZ

yx yyxx
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yx yyxx

yx yyxx  (ðèñ. 4).
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Åñëè RIsX , RIsY , òî ïðîîáðàçîì òî÷êè

ZXZ , RIs
2  â ïðîñòðàíñòâå 2R  ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî 21 CCZ y , ãäå
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, 2

1

y

xx
yy

xxxyxC R

3г).(рис.,
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Ïîëó÷àåì äåñÿòü ñëó÷àåâ èíòåðâàëüíîãî êàñàíèÿ
òî÷åê â çàâèñèìîñòè îò èõ ñî÷åòàíèé:

1Z , 2Z ; 1Z , 2Z ; 1Z , 2Z ; 1Z , xZ 2 ; 1Z , xZ 2 ;

1Z , yZ 2 ; 1Z , yZ 2 ; xZ 1 , xZ 2 ; yZ1 , yZ 2 ;

xZ 1 , yZ 2 .

Èëëþñòðàöèè íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 7. Ñëó÷àé ðèñ. 7,à ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëüíîìó

êàñàíèþ (4.3) òî÷åê 1Z , 2Z ; ñëó÷àé ðèñ.7,á –

èíòåðâàëüíîìó êàñàíèþ (4.2) òî÷åê 1Z , 2Z ; ñëó÷àé
ðèñ.7,â – èíòåðâàëüíîìó êàñàíèþ (4.2) òî÷åê

1Z , 2Z ; ñëó÷àé ðèñ.7,ã – èíòåðâàëüíîìó êàñàíèþ

(4.3) òî÷åê 1Z , xZ 2 .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1)-(5), ââåäåì ïîíÿòèå èíòåð-
âàëüíîãî êàñàíèÿ òî÷åê â òðåõìåðíîì èíòåðâàëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå RIRIRIRI ssss

3 .

Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè 1M , 2M RI3
s ,

iiii ZYXM ,, , RI siii ZYX ,, , 2,1i .

Îïðåäåëåíèå 5. Òî÷êè 1M , 2M  ïðîñòðàíñòâà RI3
s

èíòåðâàëüíî êàñàþòñÿ, åñëè èõ êîîðäèíàòû óäîâ-
ëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

,

5 /
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Îïðåäåëåíèå 6. Èíòåðâàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó
òî÷êàìè 1M , 2M  â ïðîñòðàíñòâå RI3

s  íàçûâàåòñÿ

îòîáðàæåíèå RIRIρ ss
6:  âèäà

21
2

21
2

21
2

21

,,,

,

ZZYYXX

MM

zyx

ρ

,

ãäå 21 , UUu , – èíòåðâàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó òî÷êàìè 1U , 2U RIs .

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ èí-
òåðâàëüíîãî êàñàíèÿ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà RI3

s .

Ïðîîáðàç M 3R  òî÷êè M RI3
s  åñòü ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå ïðîîáðàçîâ X , Y , Z  òî÷åê
ZYX ,, RI s . Â çàâèñèìîñòè îò ïðèíàäëåæíî-

ñòè ZYX ,,  ìíîæåñòâó RIs  èëè RIs  ñóùåñòâó-
åò âîñåìü âèäîâ ïðîîáðàçîâ òî÷åê, êîòîðûå îáîçíà-
÷èì òàê:

ZYXM , ZYXM x ,

ZYXM y , ZYXM z ,

ZYXM xy , ZYXM xz ,

ZYXM yz , ZYXM .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì òðèäöàòü øåñòü ñëó÷àåâ
èíòåðâàëüíîãî êàñàíèÿ èíòåðâàëüíûõ òî÷åê â òåð-
ìèíàõ ïðîîáðàçîâ:

21 , MM ; 21 , MM ; xMM 21 , ; yMM 21 , ;

zMM 21 , ; xyMM 21 , ; xzMM 21 , ; yzMM 21 , ;

xx MM 21 , ; yx MM 21 , ; zx MM 21 , ; xyx MM 21 , ;

xzx MM 21 , ; yzx MM 21 , ; yy MM 21 , ;

zy MM 21 , ; xyy MM 21 , ; yzy MM 21 , ;

xzy MM 21 , ; 21 , MM y ; zz MM 21 , ;

xyz MM 21 , ; xzz MM 21 , ; yzz MM 21 , ; xyxy MM 21 , ;

xzxy MM 21 , ; 21 , MM xy ; xzxz MM 21 , ; yzxz MM 21 , ;

21 , MM xz ; yzyz MM 21 , ; 21 , MM yz ; 21 , MM .

Ðàñêðûâ ìîäóëü â ñèñòåìå (5), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
ñèñòåìû:
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Ïîëó÷åííûì ñèñòåìàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå
âèäû èíòåðâàëüíîãî êàñàíèÿ òî÷åê. Èëëþñòðàöèè
íåêîòîðûõ èç íèõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 8, 9.
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ñëó÷àé ðèñ.9,á – èíòåðâàëüíîìó êàñàíèþ (5.4)

òî÷åê 1Z , xZ 2 .
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÛÕ ÏÎËÅÉ

ÃÐÈÖÞÊ Å.Ì., ØÅÂ×ÅÍÊÎ Ë.Ï.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñîçäàíèÿ ñïåöèàëèçèðîâàí-
íûõ ñèñòåì, îñíîâàííûõ íà çíàíèÿõ. Ïðåäìåòíîé
îáëàñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èññëå-
äîâàíèå òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé â òåëàõ ñëîæíîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìû. Äëÿ ýòèõ èññëåäîâàíèé èñïîëü-
çóåòñÿ àïïàðàò òåîðèè R-ôóíêöèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè áàçû çíàíèé ñèñòåìû, à
òàêæå ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé.

Ìîäåëèðîâàíèå íà ÝÂÌ ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé, ðåøàåìîé ïðè ïðîåê-
òèðîâàíèè èçäåëèé â ìàøèíîñòðîèòåëüíîé, ýíåð-
ãåòè÷åñêîé, àòîìíîé ïðîìûøëåííîñòè, â òåõíîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ õèìè÷åñêîé, ñòðîèòåëüíîé,
òåêñòèëüíîé è äðóãèõ åå îòðàñëÿõ. Ïðè ðåøåíèè
ýòîé çàäà÷è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïðîâåäåíèè
ðàñ÷åòîâ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé ñ ó÷åòîì ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ ôèçè÷åñêîãî è ãåîìåòðè÷åñ-
êîãî õàðàêòåðà.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
ïîëåé èìåþò âèä êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ðàññìîòðèì òåìïåðàòóðíîå ïîëå t,z,y,xuu  â
òåëå, çàíèìàþùåì îáëàñòü  â ïðîñòðàíñòâå xOyz.
Ïóñòü t,z,y,xCC  – ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ
óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü òåëà, t,z,y,x  - åãî
ïëîòíîñòü, à t,z,y,x  – ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ
òåïëà âíóòðè îáëàñòè . Òîãäà âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ îáëàñòè  âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

gradudivCu
t ,           (1)

ãäå  – êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Åñëè
ñðåäà èçîòðîïíà , C,  – êîíñòàíòû, òî óðàâíåíèå
ïðèíèìàåò âèä

fua
t
u 2

,                   (2),

çäåñü 12 Ca – êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíî-
ñòè ïî Ìàêñâåëëó, 1Cf , – îïåðàòîð Ëàï-
ëàñà. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå

2fau .                     (3)

Êàðòèíà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ òåëà ñëîæíîé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìû çàâèñèò íå òîëüêî îò òåïëîôèçè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà òåëà, íî òàêæå îò
ôîðìû òåëà , ôîðìû ïëîùàäîê êîíòàêòà òåë,
ñîñòàâëÿþùèõ òåëî, õàðàêòåðà èõ òåïëîâîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîáîé è ñ âíåøíåé ñðåäîé, à
òàêæå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â
òåëå. Ýòî îòðàæàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì áåñ÷èñëåííî-
ãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, èç êîòîðûõ åäèíñòâåííîå
ìîæåò áûòü âûäåëåíî ñ ïîìîùüþ êðàåâûõ è íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé. Íàïðèìåð, êðàåâûå óñëîâèÿ âèäà
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Ñëó÷àé ðèñ. 8,à ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëüíîìó êàñà-
íèþ (5.3) òî÷åê 1M , 2M ; ñëó÷àé ðèñ. 8,á – èíòåð-
âàëüíîìó êàñàíèþ (5.7) òî÷åê 1Z , 2Z ; ñëó÷àé ðèñ.
9,à – èíòåðâàëüíîìó êàñàíèþ (5.2) òî÷åê 1Z , 2Z ;


