
32 ÐÈ, 2001, ¹ 3

ÑÈÑÒÅÌÛ È
ÏÐÎÖÅÑÑÛ
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÓÄÊ 519.21

ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ

ÑËÀÁÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ

ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

ÀÃÀÏÎÂÀ È.Ñ., ÁÅÑÊÎÐÎÂÀÉÍÀß È.Â.,
ÌÓÐÀÂÜÅÂÀ È.Ñ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñèñòåìû ìàð-
êîâñêîãî òèïà. Äëÿ ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñèñòåì ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè çíà-
÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò âçàèìîñâÿçåé âíóòðè êàæäîé
êîìïîíåíòû. Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î íàëè÷èè ñòàöèîíàð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ó ïîäîáíûõ ñèñòåì è ïðåäëàãàþò-
ñÿ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû èõ íàõîæäåíèÿ.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ñèñòåì

Ïóñòü íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå )B,X(  çàäàí
ñòàöèîíàðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ )t(  ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé )t(P . Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãó-
ëÿðíîñòè [1], òî ïðîöåññ )t(  ìîæåò áûòü îïèñàí
ïðÿìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ âå-
ðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé )t(ip :
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ãäå n
1j,iij)(A – ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé ïåðå-

õîäîâ (èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà). Ýòî îçíà÷à-
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Äîïóñòèì, ÷òî ñòðóêòóðà ìàòðèöû A  òàêîâà:
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Çäåñü ìàòðèöà C  èìååò âèä:
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rr

22

11

ii

à D  – êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (ðàçìåðíîñòè nn ); 
– ìàëûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Â ñëó÷àå, êîãäà

0D , ïðîöåññ )t(  ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìûì è ðàñïà-
äàåòñÿ íà r  íå ñâÿçàííûõ êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ åñòü ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ ÷èñëîì ñîñòî-

ÿíèé, ìåíüøèõ ÷åì n . Åñëè æå 0D , òî îíà
õàðàêòåðèçóåò “ñâÿçè” ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùè-
ìè ôðàãìåíòàìè. Ïàðàìåòð  ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ýòè
ñâÿçè ìàëû.

Çàïèøåì ñèñòåìó (1) â ìàòðè÷íîì âèäå:

)(A)t(p)t('p T .                   (3)

Çäåñü T – ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ; )t(Tp  –

âåêòîð-ñòðîêà ñ êîìïîíåíòàìè )t(p),...t(p n1 . Äî-
ïóñòèì, ÷òî ìàòðèöà )(A  èçâåñòíà. Ðàññìîòðèì,
êàê áóäóò îòëè÷àòüñÿ ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñ-
òåìû (1) â ñëó÷àå, êîãäà ñâÿçè ìàëû è êîãäà îíè
îòñóòñòâóþò. Äëÿ ýòîãî âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû
ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû íåâîç-
ìóùåííîé ìàòðèöû )A(diagC ii , r,...,i 21  è âîç-
ìóùåííîé )(A .

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç ìàòðèö iiA , 
___

r,1i  îïðåäåëÿåò
íåêîòîðûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé êàê áû
ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíòîì îáùåãî ïðîöåññà )t( , â òî æå
âðåìÿ ìàòðèöà C  óæå ïðîöåññ íå îïðåäåëÿåò, à ïðåäñòàâ-
ëÿåò èõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå.

Îõàðàêòåðèçóåì ñïåêòð ìàòðèöû C . Î÷åâèäíî, ÷òî
íóëü åñòü êðàòíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, êðàòíîñòè íå
ìåíüøå ÷åì r , îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò
â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû
Ãåðøãîðèíà [Ç]. Âûÿñíèì, êàêèì äîïîëíèòåëüíûì
óñëîâèÿì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñïåêòð ìàòðèöû

)(A , ÷òîáû ïðîöåññ )t(  îáëàäàë ñòàöèîíàðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì (áûë ýðãîäè÷åñêèì).

Ýòè óñëîâèÿ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì: äëÿ ýðãîäè÷íî-
ñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà )t(  íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà (2) ñèñòåìû (3) èìåëà
ïðîñòîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî 0, à âñå îñòàëüíûå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà jd , n,...,j 2 èìåëè áû îòðèöà-
òåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè 0jdRe .

Ïðîâåðèì ýòè óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü ïðîöåññ )t(
ýðãîäè÷åí, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë

.1p,0p)t(plim
n

1j

*
j

*
jj

t             (4)

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (3):

,e)t...t1(xex)t(p
n

1ei

tdk
i

re

1i

td
i

v
iii

 (5)

ãäå ïåðâàÿ ñóììà îòâå÷àåò ãðóïïå ïðîñòûõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë, à âòîðàÿ – êðàòíûì ñ êðàòíîñòüþ

ik ; 
r
ix – ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû ñèñòåìû

(3). Òàê êàê âñå ðåøåíèÿ, âõîäÿùèå â (5), ëèíåéíî-
íåçàâèñèìû, òî íåçàâèñèìîñòü )t(p  îò ïåðåìåííîé
t  íà áåñêîíå÷íîñòè âîçìîæíà òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà 0jdRe , ïðè÷åì îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ, à åãî êðàòíîñòü ðàâíà

åäèíèöå. Ñîáñòâåííûé âåêòîð 
r
ix , îòâå÷àþùèé

íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ (4). Óòâåðæäåíèÿ âåðíû.
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2. Ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ ïîïðàâîê äëÿ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöû A(å)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñïåêòð ìàòðèöû )(A
ïðîñò. Âûÿñíèì, ÷åìó ðàâíû ñîáñòâåííûå ÷èñëà

)(d k , n,...,k 1  è ñîáñòâåííûå âåêòîðû )(xk ,
n,...,k 1 . Ïðåäñòàâèì èõ â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì

ìàëîãî ïàðàìåòðà :

,d)(d
0i

)i(
k

i
k                  (6)

.x)(x
0i

)i(
k

i
k                  (7)

Çàìåòèì, ÷òî kk d)(d 0 , kk x)(x 0 , ãäå kk x,d  –
ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû

C . Áóäåì èñêàòü ïîïðàâêè )i(
k

)i(
k x,d  â ðàçëîæåíèÿõ

(6), (7).

Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

),(x)(d)(x)DC( kkk           (8)

k
)1(

kk
)1(

kk x...)(dd(...)xx)(DC(

...)x )1(
k .             (9)

Ðàñêðîåì ñêîáêè â (9) è ïðèðàâíÿåì âûðàæåíèå
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà .
Òîãäà

å0 ,xdCx kkk                  (10)

å1 ,xdxdDxCx k
)1(

k
)1(

kkk
)1(

k         (11)

å2 .xdxdxdDxCx k
)2(

k
)1(

k
)1(

k
)2(

kk
)1(

k
)2(

k   (12)

Ðàâåíñòâî (10) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.
Ïðåîáðàçóåì (11) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k
)1(

k
)1(

kk x)IdC(x)IdC( .        (13)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà )(A  – âåùåñòâåííàÿ, òî ñî-
ïðÿæåííàÿ ê íåé ìàòðèöà )(A*  ïîëó÷àåòñÿ â
ðåçóëüòàòå òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû )(A . Ïðè
ýòîì ñïåêòð ìàòðèöû )(A  ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì
ìàòðèöû )(A*  (ñîáñòâåííûå âåêòîðû, êîíå÷íî,
îòëè÷àþòñÿ). Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

nx,...,x,x 21  ìàòðèöû )(A áèîðòîãîíàëüíà ñîáñòâåí-
íûì âåêòîðàì *

n
** x,...x,x 21  ìàòðèöû )(A* , ò.å.

ji,0
ji,1

)x,x( *
jk

Óìíîæèì ñêàëÿðíî ñîîòíîøåíèå (11) íà *kx , ïîëó-
÷èì

).x,x(d)x,x(d)x,Dx()x,Сx( *
kk

)1(
k

*
k

)1(
kk

*
kk

*
k

)1(
k

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû è
ñâîéñòâîì áèîðòîãîíàëüíîñòè, èìååì

,d)xd,x()x,Dx()xС,x( )1(
k

*
kk

)1(
k

*
kk

*
k

*)1(
k

.n,...,2,1k),x,Dx(d *
kk

)1(
k          (14)

 Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè )i(
kx   äîìíîæèì ñêà-

ëÿðíî ðàâåíñòâî (11) íà kj,x )i(
j . Ïîëó÷èì

).x,x(d

)x,x(d)x,Dx()x,Сx(
*
jk

)1(
k

*
j

)1(
kk

*
jk

*
j

)1(
k

    (15)

Ïðîèçâîäÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõî-
äèì ê âûðàæåíèþ

.n,...,2,1k,kj),x,Dx(
dd

1)e,x( *
jk

jk

*
j

)1(
k

Îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà )1(
kx

âûðàæåíèÿ (15) åñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ íà
åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ïðåâðàòèòü (15) â ðàçðåøèìóþ ñèñòåìó, èñïîëüçóåì
óñëîâèå íîðìèðîâêè:

.1))(x),(x( *
kk

Ïîäñòàâèì ñþäà ðàçëîæåíèå (7), òîãäà ïîëó÷àåì

1)x,x( *
kk , 0)x,x()x,x( )1(

k
*
k

*
k

)1(
k ,

÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ :

0)x,x( *
k

)1(
k .                (16)

Ñîâîêóïíîñòü ðàâåíñòâ (15), (16) îáðàçóåò óæå
îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó ïîðÿäêà n õ n . Ðåøåíèå

ýòîé ñèñòåìû äàåò “ãëàâíóþ” ïîïðàâêó )1(
kx .

Ïîëó÷èì ýòî ðåøåíèå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå. Â
êà÷åñòâå áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âûáåðåì
íîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

nx,...,x,x 21 . B ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû âåêòîðà )1(
kx

èìåþò âèä

n

1i
i

)k(
i

)1(
k xx .

Ïðè ïîäñòàíîâêå äàííîãî âûðàæåíèÿ â (15) è (16)
ïîëó÷èì

ik,
dd

)x,Dx()x,x(
ik

*
ik

i
)1(

k
)k(

i ,

0)x,x( k
)1(

k
)k(

i .

Îòñþäà êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà )1(
kx

èìååò âèä

i
ki ik

*
ik)1(

k e
dd

)x,Dx(x .               (17)

Íàéäåì ïîïðàâêè )(
k

)(
k x,d 22 . Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì

ðàâåíñòâî (12) ñêàëÿðíî íà *
kx . Òîãäà àíàëîãè÷íî

ïðåäûäóùèì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïîëó÷àåì

,

.
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ki ik

*
ki

*
ik)2(

k dd
)x,Dx)(x,Dx(d .         (18)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ )2(
kx  íåîáõîäèìî äîìíîæèòü (11)

ñêàëÿðíî íà *
ix , ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê âûðàæåíèþ

)]x,x(d

)x,Dx[(
dd

1)x,x(

*
i

)1(
k

)1(
k

*
i

)1(
k

ik

*
i

)2(
k

       (19)

êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì 0)x,x( *
k

)2(
k  îïðåäå-

ëÿåò îäíîçíà÷íûì îáðàçîì âåêòîðû )2(
kx . Òî÷íî òàê

æå íàõîäÿò îñòàëüíûå ïîïðàâêè ,...x,...,d )(
k

)(
k

32 .

Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ñðåäè ñîáñòâåííûõ
÷èñåë ìàòðèöû Ñ ìîãóò áûòü êðàòíûå. Ïóñòü d -
ñîáñòâåííîå ÷èñëî êðàòíîñòè t , a tf,...,f,f 21  –
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t
ïîïàðíî-îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàò-
ðèöû )(A . Ïðè âîçìóùåíèè ìàòðèöûC  ñîáñòâåí-
íîå ÷èñëî d  ïåðåñòàåò áûòü êðàòíûì, ò.å. âìåñòî d
ïîëó÷àåòñÿ t ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

)(d),...,(d),(d t21 . Ñîîòâåòñòâóþùèå èì íîðìè-
ðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îáîçíà÷èì ÷åðåç

)(x),...,(x),(x t21 . Àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì (6), (7)
èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ:

.t,...,2,1i...,xx)(x

...,dd)(d
)1(

iii

)1(
iii

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ix  – ñîáñòâåííûé âåêòîð
ìàòðèöû C , îòâå÷àþùèé êðàòíîìó ñîáñòâåííîìó
÷èñëó d . Òàêèì îáðàçîì, ix  åñòü ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ âåêòîðîâ tf,...,f,f 21 :

t

1j
jji fdx .                 (20)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (ïî àíàëîãèè
ñ (12)):

.t,...,2,1i,xdxdCxDx i
)1(

i
)1(

ii
)1(

ii        (21)

Ñîïðÿæåííàÿ ê C  ìàòðèöà *C  èìååò ñîáñòâåííûì
÷èñëîì d ñ òîé æå êðàòíîñòüþ t  è ñèñòåìó
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ *

t
** f,...,f,f 21 , îòâå÷àþùèõ d ,

áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìå tf,...,f,f 21 .

Óìíîæàÿ (21) ñêàëÿðíî íà *
jf  è èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèå (20), ïîëó÷àåì

.t,...,2,1j,ad)f,Df(a j
)1(

j
t

1m

*
jmm        (22)

Èç ñèñòåìû (22) âèäíî, ÷òî ÷èñëà )1(
id  ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû )f,Df( *
jm ,

t,...,,j,m 21 , à âåêòîð ix  îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû

(21), óæå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé. Ïîïðàâêà )1(
ix
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àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ, îïèñàííîìó âûøå.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàõîäèòü âîç-
ìóùåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïî èçâåñòíûì
âîçìóùåíèÿì îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.
Òåì ñàìûì íàéäåíû ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âíå-
ñòè êîððåêöèþ â âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé è ïåðåõîä-
íûå âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ìàðêîâ-
ñêóþ ñèñòåìó ñ âîçìóùåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê âîçìóùàåòñÿ ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (3) ïî îòíîøåíèþ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðåøå-
íèÿì ñèñòåìû (2). Äëÿ ýòîãî îöåíèì ïî ìîäóëþ
ðàçíîñòü ðåøåíèé ñèñòåì (2) è (3):

.e)0(Q)t(Q,e)0(P)t(P t)DC(At

Ó÷òåì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ Ð(0) è Q(0) ñîâïàäà-
þò, ò.å.
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Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà (24) íå çàâèñèò îò ñïåêòðà
ìàòðèöû À è âûáîðà ìàòðè÷íîé ôîðìû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê äëÿ
ïðîñòîãî, òàê è äëÿ êðàòíîãî ñïåêòðà [2].

Ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò íàõî-
äèòü ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ òàêèõ ìàð-
êîâñêèõ ñèñòåì, âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êîòîðûìè
èìåþò ïîðÿäêè ìàëîñòè áîëüøèå, íåæåëè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå âíóòðåí-
íèå ñâÿçè êàæäîé ñèñòåìû.
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