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ОЦЕНКА НИЖНЕЙ ГРАНИЦЫ НАДЁЖНОСТИ ФИЗИЧЕСКИ РЕАЛИЗУЕМОЙ 
СИСТЕМЫ В ПРОЦЕССЕ ЕЁ ЭКСПЛУАТАЦИИ ПРИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ  

ЗАКОНАХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОБОБЩЁННОЙ НАГРУЗКИ И ПРОЧНОСТИ 

Предложена методика оценки нижней границы надёжности физически реализуемой системы в про-
цессе её эксплуатации при произвольных законах распределения обобщённой нагрузки и прочности. Для оп-
ределения количества интервалов гистограмм распределения обобщённой прочности и обобщённой нагруз-
ки использован метод, учитывающий эмпирический эксцесс полученных распределений. Предложено каж-
дый интервал полученных гистограмм рассматривать как интервальное число, определённое в классиче-
ской форме. Для определения надёжности системы вычислено значение интервального отношения каждо-
го интервала гистограммы обобщенной нагрузки к каждому интервалу обобщённой прочности. Надёж-
ность системы принимают  равной нижней границе оценки частоты тех случаев, при которых левая гра-
ница интервального отношения более единицы. Для варианта «нагрузка распределена по нормальному зако-
ну, прочность – по нормальному закону» выполнен расчет надёжности в аналитическом виде. В результа-
те его сравнения со статистической оценкой показано, что для эксплуатируемой системы предлагаемая 
методика даёт более осторожные результаты. 
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Введение 

В рамках данной работы примем следующие 
определения. Физически реализуемой системой бу-
дем называть совокупность физических элементов, 
структурно связанных между собой. Под воздейст-
вием внешней среды в этой структуре происходят 
деградационные изменения. Эти воздействия будем 
называть обобщённой нагрузкой. Способность сис-
темы противостоять внешним воздействиям будем 
называть обобщённой прочностью. Далее будем 
использовать термины «нагрузка» и «прочность». 
Естественно, что в зависимости от конкретных ус-
ловий эти характеристики могут быть измерены в 
физических единицах, соответствующих особенно-
стям рассматриваемых процессов. Прочность и на-
грузку принимаем случайными величинами, задан-
ными своими, в общем случае, произвольными за-
конами распределения. 

Надежность физически реализуемой системы 
определяют, как правило, в двух методически раз-
личных случаях. В первом случае (на стадии проек-
тирования) предполагают известными виды законов 
распределения нагрузки и прочности и численные 
значения их параметров. Эти сведения, как правило, 
приведены в нормативных документах и техниче-

ском задании на проектирование системы. Во вто-
ром случае (на стадии эксплуатации) законы рас-
пределения нагрузки и прочности и численные зна-
чения их параметров определяют по результатам 
специально проведенных исследований. В этом слу-
чае следует говорить об оценках этих характери-
стик, принимая определение термина «оценка», при-
веденное в работе [1]. В рамках данной работы бу-
дет рассмотрен второй случай. 

Анализ литературы. Решение задачи опреде-
ления надёжности физически реализуемой системы 
при известных законах распределения прочности S 
и нагрузки L подробно рассмотрено во многих рабо-
тах. Наиболее полные, по мнению авторов данного 
сообщения, сведения приведены в работах [2–4]. 
Примем, что надёжность физически реализуемой 
системы определяется вероятностью P: 

P Pr(S L) 0.          (1) 

Случайные величины S и L определены своими 
функциями распределения  и плотностями 

распределения . В работах [2; 4] показано, 

что в общем случае вероятность выполнения усло-
вия (1) можно определить, используя условие: 

F(S),F(L)

f (S),F(L)
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 P 1 F(S) f (L)d




  L .    (2) 

В работах [2–4] рассмотрены различные част-
ные случаи сочетания законов распределения на-
грузки и прочности. 

Оценка надёжности физически реализуемой 
системы при её эксплуатации имеет свои важные 
особенности. Сведения о характеристиках прочно-
сти и воздействующей на систему нагрузке получа-
ют по фактическим данным. Результаты этих на-
блюдений конечны, что существенно отличает фак-
тические законы распределения от их теоретических 
аналогов. Определение вида этих законов, оценка их 
параметров и решение задачи, определённой усло-

вием (2) может быть получено зачастую при боль-
ших затратах временных и материальных ресурсов. 
При обследовании состояния исследуемых систем, 
как правило, ресурсы ограничены, особенно вре-
менные. Эти обстоятельства вызвали к жизни мето-
ды решения задачи определения надёжности экс-
плуатируемых систем, основанные не на использо-
вании сведений о законах распределении обобщён-
ной прочности и нагрузки, полученных в результате 
аппроксимации их гистограмм, а непосредственно 
на использовании самих гистограмм. В соответст-
вии с работой [5] интервальным статистическим 
распределением выборки (гистограммой) назовём 
табл. 1, которая использована авторами данной ра-
боты для дальнейших вычислений. 

Таблица 1 
Структура гистограммы 

h 1л 1пx x x  2л 1п 2п(x x ) x x    … nл (n 1)п nп(x x ) x x  

n n1 n2 … nn 

В этой таблице принято, что n1, n2, nn. –
количество наблюдений в соответствующем интер-
вале, при условии, что общее количество наблюде-
ний – k. 

Использование гистограмм для оценки надёж-
ности физически реализуемых систем изложено в 
работе [6]. В этой работе вероятность сочетания i-го 
уровня нагрузки (i =1, 2, …, n) и j-го уровня прочно-
сти (j=1,2, …, m) определяют по условию: 

ji
ij n m

i j
i 1 j 1

pp
P .

p p
 

 

 
      (3) 

При таком подходе невозможно определить ве-
роятность выполнения условия (2) и, следовательно, 
он не дает возможность получить полноценный от-
вет на сформулированную в названии данного со-
общения задачу.  

К недостатку предложенного в работе [6] мето-
да следует отнести и то, что он, используя экспери-
ментальные данные, не позволяет оценить довери-
тельные интервалы получаемых оценок. 

Постановка задачи. Разработка предложений 
к методике оценки нижней границы надёжности 
физически реализуемой системы в процессе её экс-
плуатации при произвольных законах распределе-
ния обобщённой нагрузки и прочности.

Полученные результаты 

Решение поставленной задачи состояло из не-
скольких шагов: 1 шаг – выбор способа моделиро-
вания исходных данных; 2 шаг – выбор способа по-
строения гистограмм, моделирующих распределе-
ние обобщённой прочности и обобщённой нагрузки; 

3 шаг – оценка надёжности системы с учётом рас-
пределения обобщённой прочности и нагрузки; 
4 шаг – выбор способа определения доверительных 
интервалов оценки нижней границы надёжности 
моделируемой системы; 5 шаг – анализ полученных 
результатов. 

Каждый шаг предлагаемой методики поясняет-
ся параллельно выполняемым численным примером. 

1. Выбор способа получения моделирования
исходных данных. Для этого был проведен числен-
ный эксперимент. Всего было получено три выбор-
ки псевдослучайных чисел, каждая объёмом в 
k = 400 данных. Для их получения использована 
программная система STATGRAPHICS 
CENTURION XV. Выборка S1 соответствовала 
обобщённой нагрузке, распределённой в соответст-
вии с гамма-распределением – Lg, выборка S2 – 
обобщённой прочности, распределённой по нор-
мальному закону – SN, выборка S3 – соответствовала 
обобщённой нагрузке, распределённой по нормаль-
ному закону – LN.  

При выборе законов распределения выборок 
исходили из следующих соображений. Сочетание 
законов распределения «нагрузка распределена по 
гамма-распределению, прочность по нормальному 
распределению» в работах [2–4] отсутствует. Расчёт 
надёжности системы при сочетании «нагрузка рас-
пределена по нормальному закону, прочность по 
нормальному закону» приведен в работах [2; 4]. В 
данной работе это сочетание использовано для 
сравнения результатов аналитического решения с 
предлагаемым приближённым. Плотности распре-
деления, использованные в работе, приведены в 
табл. 2. 
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Таблица 2 
Плотности распределения, использованные в работе 

Тип распределения  
(Условное обозначение) 

Плотность распределения 
Зависимость параметров распределения 

от его начальных характеристик 

Нормальное распределение   2
2

x1
f (x) exp

2 2

   
    

; 

x   

m 
s 

Гамма-распределение 
1 xf (x) x e ,

( )


 


 

х>0. 

 2
2

x

s
  ; 

2

m

s
  .

В этой таблице и далее принято, что греческие 
буквы соответствуют параметрам функций плотно-
сти, латинские буквы – их основным числовым ха-
рактеристикам:  – среднему значению,  – сред-
неквадратическому отклонению, v – коэффициенту 

вариации. Для определения параметров законов 
распределения полученных выборок использованы 
результаты работ [7–8]. 

x̂ s Статистические характеристики полученных 
выборок приведены в табл. 3.  

Таблица 3 
Статистические характеристики выборок, использованных в работе 

Выборки Выборочные  
характеристики Lg SN LN 

Среднее значение, x 201,564767 351,96481 201,516281
Среднеквадратическое 

отклонение, s 
40,038691 44,998863 38,825877

Оценка эксцесса,  
Est(Ex) 

0,354611 -0,138485 -0,3971397

̂  25,343666 ̂= x ̂= x

̂ 0,125734 ̂ = s ̂ = s

Особо следует рассмотреть особенности полу-
чения численного значения величины эксцесса. Об-
щеизвестно выражение приведенное, например, в 
работах [5; 10–11]. 

Эти работы определяют эксцесс в таком виде: 

4
4

Ex 3


 


;       (4) 

где – четвёртый центральный момент. Его опре-

деляют по условию: 
4

 
k

4
u

u 1
4

x x

k




 


;        (5) 

 
k

2
u

u 1

x x

k




 


.     (6) 

Непосредственный расчет по условиям (5–6) 
даст ответ, не совпадающий с тем, который выдают 
программные продукты, например, такие, как MS 
Excel и STATGRAPHICS. Детальное рассмотрение 
этого обстоятельства привело авторов данной рабо-

ты к следующим выводам. Алгоритм вычисления 
характеристик асимметрии и эксцесса выдаёт их 
несмещённые оценки, а не теоретические значения. 
Это обстоятельство не указано в работе [12], наибо-
лее полном описании функций системы MS Excel. В 
работах [13–14] и в руководстве пользователю ли-
цензионной системы STATGRAPHICS приведено 
выражение для получения оценки эксцесса: 

Est(Ex)    ;                           (7) 

 
k

42
u

u 1
4

k (k 1) x x

(k 1)(k 2)(k 3)s


 

 
  


;        (8) 

23(n 1)
;

(n 2)(n 3)


 

 
 (9) 

x  – оценка математического ожидания, s – несме-
щённая оценка среднеквадратического отклонения, 
приведенные, например, в работах [5; 10]. 

2. Выбор способа построения гистограмм.
Процесс построения гистограммы хорошо известен 
и подробно описан, например, в работе [5]. Для по-
строения гистограмм в данной работе использована 
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подпрограмма программной системы Atte Stat. Дос-
туп к этой системе свободный, правила её примене-
ния описаны в работе [9]. При построении гисто-
граммы ключевым является вопрос о выборе коли-
чества её интервалов. В работе [15] выполнен под-
робный обзор известных способов его определения. 
Все приведенные выражения можно сгруппировать 
в две группы. В первую входят выражения, в кото-
рых количество интервалов гистограммы представ-
лено в виде функции . Самая известная из 

них – функция вида: 

n (k  )

n 3,3lg k 1 .      (10) 

Особенность условий, подобных условию вида 
(9), в том, что они зависят только от объёма выбор-
ки, но не от её закона распределения. Для устране-
ния того недостатка в той же работе [15] приведено 
условие вида: 

4 k
n lg

10



;         (11) 

величина   названа контрэксцессом, правило её 

определения подробно изложено в работе [16]. В 
соответствии с этой работой контрэксцесс опреде-
ляют по условию: 

1
 


.                                (12)

Используя условия (7–9) представим условие 
(12) в виде: 

  1
Est(Ex)


    .    (13) 

Результаты вычислений представлены в табл. 4. 
В этой таблице приведено количество интервалов 
гистограммы, определённое по условию (10) –  и 

условию (11) – . 
1n

2n

Границы интервалов полученных гистограмм 
приведены в табл. 5. 

Таблица 4 
Определение количества интервалов гистограммы 

Численные значения параметров расчета 
Выборка 

Параметры  
расчёта 

Lg SN LN 

  3,377300 2,884204 2,891629
  0,544560 0,588826 0,588096
n1 10 10 10

n2 12 11 11

Таблица 5 
Границы интервалов гистограмм, моделирующих обобщённую нагрузку и прочность 

Выборка 
Lg SN LN 

Границы  
интервалов 

Границы  
интервалов 

Границы  
интервалов 

Интервалы 

Левая  Правая Левая  Правая Левая  Правая 
1 112 132.909 227 265 72,0 83,6364
2 132.909 153.818 265 303 83,6364 95,2727 
3 153.818 174.727 303 341 95,2727 106,909 
4 174.727 195.636 341 379 106,909 118,545 
5 195.636 216.545 379 417 118,545 130,182 
6 216.545 237.455 417 455 130,182 141,818 
7 237.455 258.364 455 493 141,818 153,455 
8 258.364 279.273 493 531 153,455 165,091 
9 279.273 300.182 531 569 165,091 176,727 

10 300.182 321.091 176,727 188,364
11 321.091 342 188,364 200,0

При построении гистограммы принято считать, 
что внутри её ячейки или, как теперь принято гово-
рить «бина», изучаемая случайная величина распре-
делена равномерно [5; 10]. Это допущение позволя-
ет рассматривать каждый бин гистограммы как ин-

тервальное число, границы которого совпадают с 
границами бина: 

   1 2B b ,b , 1 2b b .                    (14)

Основные правила действия с интервальными 
числами изложены в работе [17]. Специализированный 
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калькулятор, реализующий эти правила, описан в ра-
ботах [18–19]. Введём следующие обозначения: 

– j-й бин нормально распределённой прочно-

сти;  – i-й бин гамма-распределённой нагрузки; 

– i-й бин нормально распределённой нагрузки.

 j NB S

iB (L

i NB (L )

g)

3. Оценка надёжности системы с учётом
распределения обобщённой прочности и нагрузки.  

Представим условие (1) в виде: 
P Pr((S / L) 1)  .     (15) 

Для пары «нагрузка распределена по гамма-
распределению, прочность по нормальному закону» 
введём интервальную величину: 

 
 
 

     
         

j N
ij N

i

i1 N 2 N
ij1 N ij2 N

i1 2

B S
Z S ,Lg

B Lg

b S , b S
z S ,Lg ,z S ,Lg ;

b Lg , b Lg

   
  

  
(16) 

i 1,2,...n ;  j 1,2,...m.

Для пары «нагрузка распределена по нормаль-
ному закону, прочность по нормальному закону» 
введём интервальную величину: 

 
 
 

     
         

j N
ij N N

i N

i1 N 2 N
ij1 N N ij2 N N

i1 N 2 N

B S
Z S ,L

B L

b S , b S
z S ,L ,z S ,L ;

b L , b L

   
  

  
(17) 

i 1, 2,...n ;  j 1,2,...m.
Введём индикаторы выполнения условия, про-

тивоположного условию (15), вида:  

ij ij1 N
ij N

ij ij1 N

1,еслиZ (z (S , Lg) 1
I (S ,Lg)

0,еслиZ (z (S , Lg) 1

  
     (18) 

i 1,2,...n ;  j 1, 2,...m.

ij ij1 N N
ij N N

ij ij1 N N

1,еслиZ (z (S , L ) 1
I (S ,L )

0,еслиZ (z (S , L ) 1

  
    (19) 

i 1, 2,...n ;  j 1, 2,...m.

Назначение этих индикаторов рассмотрим под-
робнее. Предположим, что проведено  испытаний 
некоторой системы. Примем, что отказ системы на-
ступит в том случае, когда не выполнено условие 
превышения прочности над нагрузкой, то есть усло-

вия (1) и (15). Тогда эмпирическую вероятность отка-
зов (оценку ненадёжности системы) можно опреде-
лить для сочетаний обобщённой нагрузки и прочно-
сти, рассматриваемых в данной работе, по условиям: 

mn

 
n m

N g ij N g
i 1 j 1

1
Q̂ S ,L I (S , L )

mn  
  ;        (20) 

 
n m

N N ij N N
i 1 j 1

1
Q̂ S ,L I (S ,L )

mn  
  .    (21) 

4. Выбор способа определения доверительных
интервалов оценки нижней границы надёжности 
моделируемой системы. Подробный анализ реше-
ния задачи определения нижней границы для усло-
вий вида (20–21) выполнен в работах [20–21]. В ра-
боте [21] приведены подробные таблицы, облег-
чающие решение поставленной задачи. Эти таблицы 
были использованы для определения нижней и 
верхней границы оценки надёжности вида (21). Ре-
зультаты вычислений приведены в табл. 6. 

5. Анализ полученных результатов. Получен-
ный по предлагаемой методике результат определе-
ния надёжности для варианта «нагрузка распределе-
на по нормальному закону, прочность – по нормаль-
ному закону» сравнили с расчетом надёжности для 
этих же условий, полученном в аналитическом виде 
и приведенном в работе [2]: 

2 2 2
1 2

1
P F

 



     

;        (22) 

где F( )  – стандартная нормальная функция распре-

деления; NL  – среднее значение нормально распре-

деленной нагрузки; – среднеквадратическое

отклонение нормально распределенной нагрузки; 
LNs

NS  – среднее значение нормально распределенной 

прочности; – среднеквадратическое отклонение

нормально распределенной прочности;
Ns

1 LNs /  NL  – коэффициент вариации нагрузки;

2 Ns /  NS  – коэффициент вариации прочности;

N NL / S   – среднее значение коэффициента запа-

са. Результаты вычислений также приведены в табл. 
6. При выполнении расчётов использованы данные,
приведенные в табл. 3. 

Таблица 6 
Верхние и нижние границы оценки надёжности 

Виды сочетаний «нагрузка-прочность» Оценки надёжности 
Lg-SN LN-SN 

Нижняя оценка, P 0,801280 0,970487

Оценка P̂ 0,868687 1

Верхняя оценка, P 0,921360 1

Расчетная надёжность P – 0,99373 

Примечание. Оценки надёжности приведены для уровня доверительной вероятности  0,95. 

,

,
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Из табл. 6 и работы [21] следует, что расчетная 
надёжность совпадает с нижней оценкой величины 

 при , то есть недопустимо низким уров-

нем доверительной вероятности. 

P̂ 0,5 

Предлагаемая методика может быть использо-
вана при оценке надёжности эксплуатируемых сис-
тем, испытывающих деструктивное воздействие 
внешней среды. 

Выводы 

1. Предложена методика оценки нижней гра-
ницы надёжности физически реализуемой системы в 
процессе её эксплуатации при произвольных законах 
распределения обобщённой нагрузки и прочности. 

2. Для определения количества интервалов
гистограмм распределения обобщённой прочности и 
обобщённой нагрузки использован метод, учиты-
вающий эмпирический эксцесс полученных распре-
делений.  

3. Предложено каждый интервал полученных
гистограмм рассматривать как интервальное число, 
определённое в классической форме.  

4. Для определения надёжности системы вы-
числено значение интервального отношения каждо-
го интервала гистограммы обобщенной нагрузки к 
каждому интервалу обобщённой прочности. 

5. Надёжность системы определяют равной
нижней границе оценки частоты тех случаев, при 
которых левая граница интервального отношения 
более единицы. 

6. Для варианта «нагрузка распределена по
нормальному закону, прочность – по нормальному 
закону» выполнен расчет надёжности в аналитиче-
ском виде. В результате его сравнения со статисти-
ческой оценкой показано, что для эксплуатируемой 
системы предлагаемая методика даёт более осто-
рожные результаты.
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ОЦІНКА  НИЖНЬОЇ МЕЖІ НАДІЙНОСТІ СИСТЕМИ, ЩО ФІЗИЧНО РЕАЛІЗОВАНА,  
В ПРОЦЕСІ ЇЇ ЕСПЛУАТАЦІЇ ПРИ ДОВІЛЬНИХ ЗАКОНАХ РОЗПОДІЛУ  

УЗАГАЛЬНЕНОГО НАВАНТАЖЕННЯ І МІЦНОСТІ 

В.Ю. Дубницький, А.М. Кобилін, О.А. Кобилін 

Запропоновано методику оцінки нижньої межі надійності системи, що фізично реалізована, в процесі її експлуа-
тації при довільних законах розподілу узагальненого навантаження і міцності. Для визначення кількості інтервалів 
гістограм розподілу узагальненої міцності і узагальненого навантаження використано метод, що враховує емпіричний 
ексцес отриманих розподілів. Запропоновано кожен інтервал отриманих гістограм розглядати як інтервальне число, 
визначене в класичній формі. Для визначення надійності системи обчислено значення інтервального відношення кожно-
го інтервалу гістограми узагальненого навантаження до кожного інтервалу узагальненої міцності. Надійність систе-
ми визначають як нижню межу оцінки частоти тих випадків, при яких ліва межа інтервального відношення більше 
одиниці. Для варіанту «навантаження розподілене по нормальному закону, міцність – по нормальному закону» виконано 
розрахунок надійності в аналітичному вигляді. В результаті його порівняння із статистичною оцінкою показано, що 
для системи, що експлуатується, запропонована методика дає більш  обережний результат. Запропонована методика 
може бути використана від час визначення надійності систем, що експлуатуються в умовах деструктивного впливу 
зовнішнього середовища. 

Ключові слова: надійність, гістограма, гамма-розподіл, нормальний розподіл,ексцес,інтервальні обчислення. 

ESTIMATING THE SYSTEM LOWER CONFIDENCE LIMIT OF PHYSICALLY REALIZABLE SYSTEM  
USING NORMALLY DISTRIBUTED AND STATISTICALLY INDEPENDENT  

LOAD-STRENGTH MODELS 

V. Dubnytskyi, A. Kobylin, O. Kobylin 

The method of lower confidence limit estimation of physically realizable system using normally distributed and statistically 
independent load-strength models is offered. To calculate the intervals of the statistically independent load and strength distribu-
tion histograms, empirical kurtosis distribution is used. It is suggested to consider each interval of the obtained histograms as a 
classically calculated interval number. In order to estimate  system confidence interval, the ratio level of each interval of gener-
alized load histogram to each interval of generalized strength is calculated. The system confidence interval is estimated by the 
lower tail of the frequency estimate for those cases where the left boundary of the interval ratio is more than one. For "normally 
distributed load and strength" version the analytical reliability calculations are performed. As a result of its comparison with the 
statistical analysis, it is shown that for an operated system the suggested method gives more cautious results. The suggested 
method can be used to determine the confidence level of a system operating under the conditions of severe environment. 

Keywords: confidence, histogram, Gamma Distribution, normal distribution, kurtosis, interval measurements. 

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/soi/2018/1

